Chapitre 6.5 — Les matrices de transformation
dans le ray tracer

Le vecteur a 4 dimensions dans un ray tracer

Pour bien représenter la position d’un point en trois dimensions, il faut utiliser trois coordonnées. En

coordonnée cartésienne, la position r d’un point par rapport & I’origine du systeme d’axe xyz
correspond aux représentations suivantes :

Vectorielle algébrique Vectorielle colonne Visualisation

F=xi+y]j+zk

=
Il
N < X

Pour des raisons calculatoires, il sera intéressant de représenter le méme concept en vecteur a quatre
dimensions puisque nous allons effectuer des modifications a nos vecteurs a I’aide du produit matriciel
et une représentation matricielle en format 4 x 4 sera plus polyvalente lors de nos calculs.

Ainsi, nous devrons faire correspondre un vecteur 3d sous la forme d’un vecteur 4d a I’aide de la
définition suivante :

Vecteur colonne 3d Vecteur colonne 4d
X
X
r=y r= y
Z
Z
1

Afin de nous permettre d’effectuer des transformations d’homothétie (changement d’échelle, scaling en
anglais), de rotation et de translation sur nos vecteurs en utilisant strictement une série de multiplication
matricielle de format 4 x 4, I’introduction de la 4™ composante® égale & « 1 » sera nécessaire. Ce
type de choix a été implémenté dans toutes les cartes graphiques afin d’uniformiser les calculs
accélérant ainsi I’affichage d’image a I’écran.

La convention du produit entre une matrice et un vecteur

Puisque le produit entre une matrice M et un vecteur G n’est pas commutatif (MG =0d' M), il faut

choisir une convention lors de ces multiplications. Ces notes de cours proposeront I’usage de la
convention droite-gauche suivante

V=MU ou 0 estlevecteura transformeret v est le vecteur transforme par M.

! Ce choix permettra d’inclure la translation dans le produit des matrices.
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L’usage de la matrice 4 x4 dans le ray tracer

Une matrice 4 x 4 M composé des valeurs M;; tel que i correspond au numéro de la ligne et |
correspond au numeéro de la colonne de I’élément de matrice M est représentée sous la forme

My Mo Mg Meg
M = My My My Mg

My My My My

m m m m

31

Cependant, le début de la numérotation dépend habituellement de la discipline qui en fait I’usage. En
mathématique, on début traditionnellement par la composante m,,, mais en informatique, on débute

avec la composante m,, puisque I’adressage d’un tableau débute avec I’adresse « 0 » (exemple :
tab[0]).

Dans le ray tracer, nous utiliserons ces
matrices  pour  transformer la
représentation mathématique d’une
géométrie afin de la déplacer
(translation), de la faire tourner autour
d’un axe (rotation) et de la déformer
(homothétie) dans I’espace de la scéne.
Par  exemple, savoir  résoudre
I’intersection d’un rayon avec une
sphére et utiliser ces matrices de

transformation permettra de visualiser ™ sphére unitaire déformée en x et z et Cylindre unitaire déformée en x, y et 2
des sphéres déformée. déplacée en x et z. tourné de 90° selon I’axe y et déplacé en x.

De plus, un artiste peut réaliser un
modele 3d comportant un tres grand
nombre de points regroupés afin de
former plusieurs triangles et I’usage des
matrices de transformation permettra de
copier le modeles 3d a différents
endroits, de les tourner et de les
déformer sans avoir a modifier la
définition du modele.

C’est un avantage considérable quand
on pense qu’un modéle complexe peut
étre composé de plus de 25000
triangles et qu’il requiére plusieurs
heures de travail & un artiste.

Le modéle 3d comprenant 29 014 triangles a été
transformé a quatre reprises.

Note de cours rédigée par : Simon Vézina Page 2



La matrice de translation

La matrice de translation Tr est la matrice de transformation
affine permettant de déplacer un point dans un systeme d’axe xyz.
Appliquée a une forme géométrique, elle sera alors déplacee tout

en conservant son orientation.

En coordonnée cartésienne xyz, les parametres de translation tr, ,
colonne de la matrice et elle est

tr, et tr, se retrouve dans la gieme

construite de la fagon suivante :

1 0 0 tr
01 0 tr
Tr= Tr(trX ,try,trz): ’
0 0 1 tr
0 00 1
ou Tr : Matrice de translation.
tr, : Translation selon I’axe y.
Preuve :

La fléche a subit une translation

en +yet+ztouten
préservant son orientation

tr, : Translation selon I’axe Xx.
tr, : Translation selon I’axe y.

A partir d’un vecteur position F=xi +yj+zk, effectuons une translation & I’aide d’un produit
matriciel avec la matrice Tr et identifions la position des parametres tr, , tr, et tr, dans la matrice Tr

afin de former un vecteur position T,

trans

définition de notre translation du vecteur T :

= (x+tr )T +(y+tr,)j+(z+tr,)k qui correspond a la

X+ trX mOO mOl m02 m03 X
- - y+tr m, m, m, m,l|ly o
Fans =17 7 = S e (Remplacer ¥, T, et Tr)
Z+tr, My My My, My || Z
1 m30 m31 m32 m33 1
X+1r, My X+ My, Y + My, Z + Mg
y+1tr meyX+m,y+m,z+m . -
= o B (Produit entre Tr et )
Z+tr, Mo X + M,y Y + Moy Z + My
1 My, + My, + My, + My,
X+1r, Moo X + Mg Y + M, Z + M,
y+1tr M X+m,y+m,z+m - A
= o (Identifier les termes inutiles)
Z+tr, %+ W, Y + My, Z + My,
1 m30 + Iqq3l + m32 + m33
100 tr
01 0 tr My =My =My =My =1
= Tr= 00 1 try ol My =tr, my =tr,, my =tr, =
z
autre=0
0 00 1
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Situation A : La translation d’une sphere. Une sphére de rayon R = 1 est située a la position
f, =21 +3] +0Kk et subit une translation définie par le vecteur s =-5i — 2] . Evaluez la position de

la sphere r apres la translation en utilisant la matrice de translation pour effectuer le calcul.

A partir du vecteur S, nous pouvons définir les
paramétres de la matrice de translation :

- Vuedehaut Y4
S=-51-2] -
sphére
donc tr,=-5, tr,=-2 ettr,=0 L
Sphere §
rans|atée 7
. . . \ . / r:
Appliquons le produit du vecteur fg, a la matrice Tr en )~ s
utilisant un vecteur g, en 4 dimensions : T, X
I =Tr g
1 0 0 -5)\2
/01 0 -2|3
= rS B 0 0 1 0 0 Représentation graphique de la
translation de la spheére.
0 00 1)1
2+0+0-5 -3
_ 3 + O + O - 2 _ 1 . - -
= s = = I = = s =-31 +]
0+0+0+0 0
0+0+0+1 1
La matrice de translation appliquée a un vecteur orientation
Lorsque I’on transforme un vecteur orientation vV avec une
matrice de translation Tr, il est important de préserver son Viedehaut Y
orientation et son module. Puisqu’un vecteur orientation v est vedieur
toujours défini a I’aide de deux points dont I’un est I’origine, il ventation Vo
finale g
faudra : _—
- - — — — \
1) Transformer I’origine tel que Ty, =Trf, et T, =0. NS WS
Ce calcul donne le résultat Clrans -
_ - - — X
Towans = th I +1r, J+1r, K vacteu
orientatipn |7
y - . .. _ . . initiat
2) Transformer I’orientation initiale v du vecteur orientation en i
vecteur temporaire tel que
Vip =17 V.
, . ) L, ; . Représentation d’un vecteur orientation en
3) L’orientation du vecteur transforme v, . sera égale a vert translaté et représents en bleu (deux
s ) R R ~ ) points) dont la construction nécessite la
I’expression V... =V, —Touans CE qui correspond au calcul présence d’un vecteur orientation temporaire
et d’un origine translaté représenté en rouge.
Vians = 1TV =Trr,
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La matrice d’homothétie

La matrice d’homothétie Sc est la matrice de transformation

linéaire permettant de déformer les dimensions d’un systéme
d’axe. Appliguée a une forme géométrique, elle sera agrandie ou

rétrécie.

En coordonnée cartésienne xyz, les paramétres de déformation
sc, et sc, se retrouve sur la diagonal de la matrice Sc et

sC,,
elle est construite de la fagon suivante :
sc, 0 O
0 sc 0
Sc = Sclsc, ,sc,,sc, )= Y
( o Z) 0 0 s
0O 0 O
ou Sc : Matrice d’homothétie.
sc, : Déformation selon I’axe y.
Preuve :

La fléche a subit un agrandissement en
y et z suivit d’une translation en z.

O O O

sc, : Déformation selon I’axe x.
sc, : Déformation selon I’axe y.

A partir d’un vecteur position ¥ =xi +y]+zk, effectuons une homothétie a I’aide d’un produit
matriciel avec la matrice Sc et identifions la position des parametres sc,, sc, et sc, dans la matrice

Sc afin de former un vecteur position T,

définition de notre homothétie du vecteur T :

— (sc,X) +(sc,y)j +(sc,z)k qui correspond & la

SCXX mOO mOl m02 m03 X
sc,y m, m; m, m
Fiomo =SC T = o R N 4 (Remplacer F, F,__ et Sc)
SCZZ m20 m21 m22 m23 z
1 m30 m3l m32 m33 l
SC, X Moo X + M, Y + My, Z + My,
sC,Y| | mgyX+myy+m,z+m ) ~
= o (Produit entre Sc et F)
sC,Z Moo X+ My Y + M,y Z + My
1 My, + My, + My, + My,
SC, X Moo X + Moy Y + My, Z + My,
SC,Y | | M x+m y+m,z+m . N
= o I (Identifier les termes inutiles)
sC,Z M, X+ M, Y+ My,Z + My,
1 mSO + mSl + m32 + m33
s, 000 m,, = SC,, m;; =sC,, M,, =SC
00 — x1 111 T yr 122 T z
0 sc, 0 O .
= Sc = ou my =1 [
0 O sc, O
autre =0
o 0 0 1
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Situation B : L’homothétie sur un triangle. Un triangle est construit a I’aides des trois vecteurs
positions F, =0, T, =27 —2] et f, =27 +1]. Evaluez la forme du triangle aprés avoir subit une
homothétie definie par sc, =-2, sc, =2 et sc, =1.

A partir de nos paramétres décrivant la matrice Viedehaut Y
d’homothétie, nous obtenons la matrice
sc, 0 0 O -2 0 00 o
Sc o 0 s, 0 O _ 0 200 égfmgr'fé 3
0 0 s O 0 010 - -
0O 0 0 1 0 0 01 ~ X
O—
Appliquons le produit des vecteurs , T, et I, ala :
matrice Sc en utilisant des vecteurs a 4 dimensions : Mjrans
-2 0 0 0)0 0
B B B 0 2 0 0}0 R 0
LI A = Towans = o o1 olo = Toyans = 0
0 0 0 1)1 1
-2 0 0 0) 2 -4
e [, =St T I N
1trans 1 1trans O 0 1 O 1trans 0
0 00 1){1 1
-2 0 0 0)V2 -4
~ = R 0 2 0 01 . 2
®  Tyyas =SI T = Mo trans = 01 ollo =\ Vorans = 0
0 0 1)1 1
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La matrice d’homothétie appliquée a un vecteur orientation

Vue de haut Y4

Lorsque I’on transforme un vecteur orientation vV avec une vegteur
. y ,y - y . . . . orierjtation
matrice de d’homothétie Sc, I'orientation ainsi que son /A trgﬂfor%é rans

module seront changés. Bien qu’un vecteur orientation soit
| ==

<

constitué de deux points dont un situé a I’origine, I’hnomothétie
n’a pas d’effet sur un point a I’origine car

_ _ . vecteur | X
lb=ScT, si ry=0. 1 sc, =05 grientation—V
L initjale
.. i ) ) . _ sc, =4
Ainsi, le résultat de la transformation du vecteur orientation v Y
est directement égal au calcul | sc, =1

[T T 7

Représentation d’un vecteur orientation vert
ayant subit une transformation d’homothétie
représenté en bleu.

La rotation autour d’un axe X, y et z

Pour définir des matrices de rotation autour des axes X, y et z, nous devons utiliser trois angles de
rotation 6., 6, et 6,. La construction de ces matrices de rotation R necessite les fonctions

trigonométriques cosinus et sinus. Afin d’alléger I’écriture, nous allons utiliser les expressions
suivantes :

Autour de I’axe z

Rotation autour de I’axe x
avec un angle 6,

Autour de I’'axe y
avec un angle 6,

avec un angle 6,

¢, =cos(6,)

c, =cos(9, )

c, =cos(8,)

s, =sin(6,)

s, =sin(9y)

s, =sin(6,)

La matrice de rotation autour de I’axe X, y et z

Les matrices de rotation R, R, et R, autour des axes x, y et z sont des matrices de transformation

linéaire permettant de tourner un vecteur position ou une forme géométrique autour des axes d’un
systeme d’axe xyz.

Rotation de 60° autour de I’axe x | Rotation de 60° autour de I’axe y
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Les parametres 6,, 6, et 6, caractérisent successivement les matrices de rotations R,, R, et R, et

déterminent les angles de rotation autour des axes. Un angle € =360° (ou 27 radians) ne procure
aucun changement :

Axe de Matrice de rotation Matrice de rotation
rotation (forme détaillée) (forme compacte)
1 0 0 0 10 0 O
X _ -
R —R.(0,)- 0 cos(d,) -sin(g,) 0 R —R.(0,)- 0c -s O
(plan y2) 0 sin(6,) cos(g,) O 0s, ¢ O
0 0 0 1 0 0 0 1
cos(ey) 0 sm(ey) 0 c, 0 s, O
y R, =R (0,)= o 1 0 0 R =R (0,)= 0 100
(plan x2) oo —sin(é?y) 0 cos(ey) 0 oo l=s, 0 ¢, 0
0 0 0 1 0 0 0 1
cos(d,) —sin(g,) 0 0 c, -s, 00
Z -
R ZR.(0,)= sin(@,) cos(@,) 0 O R —R(0,)- s, ¢, 00
(plan xy) 0 0 10 0O 0 10
0 0 01 0O 0 01

Preuve : (selon I’axe z)

A partir d’un vecteur position F = xi +y j+zk , réécrivons le sous une forme polaire dans le plan xy
tel que

F =Rcos(d, )i +Rsin(@,)j+zk o0 R=4x*+y?> et 6, =arctan(y/x) .

Si on fait tourner ce vecteur d’un angle @, autour de I’axe z afin de satisfaire notre définition de
rotation autour de I’axe z, nous obtenons alors le vecteur

=Rcos(d, +6,)T +Rsin(6, +6,)] +zk .

rot z

Avec les identités trigopnométriques
cos(8 + ¢) = cos(8)- cos(¢)—sin(8)-sin(¢) et sin(8+¢)=sin(6)-cos(p)+ cos(8)-sin(g),
nous pouvons réécrire notre vecteur ¥, sous la forme compacte suivante :
Rcos(d, +6,)) (R(cos(8,)-cos(d,)-sin(g,)-sin(8,))) (R(c,c, —s,s,)
Rsin(6, +6,) | | R(sin(6,)-cos(d, )+ cos(d,)-sin(8,)) | | R(s,c, +¢,s,)
z - z z
1 1 1

rotz —

Note de cours rédigée par : Simon Vézina Page 8



A partir du vecteur position F, effectuons une rotation autour de I’axe z (dans le plan xy) & I’aide d’un
produit matriciel avec la matrice R, et identifions la position des paramétres 6, sous la forme des

équations trigonométriques ¢, =cos(@,) et s, =sin(6,) dans la matrice R, afin de former le vecteur
position T, qui correspond a la définition de notre rotation du vecteur T :

R(Cocz - Sosz) moo m01 moz mo3 X
F =R.TF R(SOCZ + Cosz) _ Mg My My My LYy
rrotz - \z r = -
z m20 m21 m22 m23 z
1 m30 m31 m32 m33 1
R(Cocz _Sosz) Moo X+ Mg Y + My, Z + Mgy
R(S,C, +C,8,)| | MX+my,y+m,z+m,
- =
Z My X+ My Y +MyyZ + My,
1 My, + My, + My, + My,
Rc,C, —Rs,s, My RCy + My RSy + My, Z + My,
Rs,C, + Rc,s, | | myRc, +my,Rsy +m,z+m,, x = Rcos(6, ) = Re,
= = ]
z M, RC, + M, RSy + M, 7 +m,, y = Rsin(6, )= Rs,
1 My, + My + My, + My,
Rc,C, —Rs,s, My RCy + My RSy + Mg, 2 + My,
Rs.c, + Rc,s m,,Rc, + m,,RS, + M,z +m o
=N O P (Iden. les termes inutiles)
yA m,Re, +m,Rs, + m,,z +m,,
1 My, + M, + Mg, + My,
Cz - Sz 00 mOO = Cz’ mOl = _sz
S c 00 . |m,=s,m,=cC
— RZ — RZ(HZ): z z ol 10 z 11 z -
0 0 1 0 m,, =my, =1
0 0 01 autre =0

La matrice de rotation appliquée a un vecteur orientation

Vuedehaut Y4
Lorsque I’on transforme un vecteur orientation v avec une ec@r
matrice de rotation R selon X, y ou z, seule I’orientation sera orjentation | Viyahs vefteur| |
changée.(pas le module). Bien qu’un vecteur orientation soit Hpstorme orleptatin-V
constitué de deux points dont un situé a I’origine, la rotation n’a o,
pas d’effet sur un point a I’origine car X; j
r,=RF, si F,=0. -~ X
1 6,=0

Ainsi, le résultat de la transformation du vecteur orientation v | 6,=0
est directement égal aux calculs suivant : | 6,=120°

v =RV . [ T T T

trans
Représentation d’un vecteur orientation vert ayant
subit une rotation selon I’axe z et représenté en bleu.
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Situation C: La rotation d’un vecteur orientation autour de I’axe z. Un vecteur orientation
V=-41 +3] subit une rotation autour de I’axe z de 150°. Evaluez (a) le vecteur orientation

transformé v (b) vérifiez que le module du vecteur demeure inchangé et (c) vérifiez que I’angle

trans !

entre v et v, est bien de 150°.
A partir de nos paramétres décrivant la matrice de rotation Viedehast Y
autour de I’axe z, nous obtenons la matrice
c, —-s, 00 -0866 -05 0 O N
s, ¢, 00O 05 -0866 0 O
RZ = RZ (92): = \7
0 0 10 0 0 10 N
N
0O 0 01 0 0 01 X
AR WY

car ¢, = cos(d, )= cos(150°) = —0,866
s, =sin(0,)=sin(150°)=0,5

vtrcns
a) Appliquons notre matrice de rotation a notre vecteur v afin d’évaluer v, :
-0866 -05 0 0)-4
_ _ _ 05 -0866 0 0O 3
Vtrans = RZ V 3 Vtrans =
0 0 1 0y O
0 0 0 1)l 1
(-4)-0,866)+(-0,5)3)+(0)0)+(0)1) 1,964
Lo (0,5)(-4)+(-0,866)3)+(0)0)+(0)1) B — 4,598

3
(0X-4)+(0)3)+ (1)0)+ (0)2) o= o
(0)X-4)+(0)3)+ (0)0)+ (1)) 1

b) Evaluons le module de nos deux vecteurs orientations et vérifions qu’ils sont égaux :

V= v, +v,” +v,” = |v= \/(— 4)* +(3) +(0)* = |v|=5

|\7trans| = \/thrans2 + Vytrans2 + Vztrans2 = |\7trans| = \/(1’964)2 + (_ 4’598)2 + (0)2 = |\7trans| =5

c) Vérifions que I’angle entre nos deux vecteurs est de 150° a I’aide du produit scalaire et de la
représentation de nos vecteurs en trois dimensions :

cos(9) =  cos(d)= vy
| ]

trans

N cos(@) _ V.V irans +I:7y|\|i_;/trans +V,V, rans

trans |

- _ arccod (©4)0.964)+ (3)(- 4598)+(0)0) - e
o] 6o )
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Les matrices de transformation inverse

Toutes les matrices de transformation M possédent une matrice de transformation inverse
M ! permettant de retrouver les positions des vecteurs et les formes des géométries d’origine. Leur

définition respect la propriété tel que

MM*=M"M=1 ol

o O O -

0 0O

1 00 L .
est la matrice identité.

010

0 01

En raison de leur forme, on peut toujours construire une matrice de transformation linéaire inverse
M ' & partir de la matrice de transformation linéaire M en changeant judicieusement les paramétres

de la matrice M .

Matrice de transformation

Matrice de transformation inverse

100 tr 100 -tr
Tr:Tr(trX,try,trZ): 0 10 Tr’l:Tr(—trX,—try,—trz): 0 10 -t
00 1 tr, 00 1 -tr
0 00 1 0 00 1
sc, 0 0 O 1/sc, 0 0 O
Sc:Sc(scX,scy,scz): €, 00 Sc™*=5Sc i,—,i _| 0 s, 000
0 sc, O sc, SC, sC, 0 0 1/sc, O
0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 0
R ~R.(0,)- 0 cos(d,) -sin(g,) 0 R_R(0,)- 0 cos(-6,) —sin(-6,) 0
0 sin(@,)  cos(6,) 0 " 7710 sin(-6,) cos(-6,) 0
0 0 0 1 0 0 0 1
cos(ey) 0 sm(ey) 0 cos(—é?y) 0 sm(—ey) 0
forf)e| O L 0 0 iomla) O 1 0 0
v =T sin(g,) 0 coslg,) 0 v TN sin(-6,) 0 cos-6,) 0
0 0 0 1 0 0 0 1
cos(d,) —sin(8,) 0 0 cos(-6,) —sin(-6,) 0 0
R ZR.(0,)= sm(()@z) cos(()ez) (1) g R R (L0,)= sm(;&z) cos(;@z) 2 8
0 0 01 0 0 01

Preuve : Les preuves sont laissees en exercice au lecteur.
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