Chapitre 6.2¢c — L’intersection de geométrie complexe
dans le ray tracer

L’intersection d’un rayon avec un tube infini

L’intersection d’un rayon avec un tube infini (un cylindre
infini sans extrémité) de rayon R positionné a un point 1, et
aligné selon 1’axe § se calcul grace a la résolution d’un
polynéme du 2° degré en temps t

At>+Bt+C=0

tel que A=V, -V, , B=2r -V, et C=ry T, —R’

ol Ty =8x(—F)x$ et v, =(§xVx$)
avect T : Origine du rayon (position d’émission du rayon).
v : Orientation du rayon (|v|| =1, vecteur unitaire).
r, : Position ou passe le tube.
§ : L’axe du tube.
R : Rayon du tube.
Preuve :

En premier temps, il faut développer une
expression nous permettant d’évaluer la
distance D entre la position de I’intersection
My €t’axe de référence que forme le tube.

En utilisant le point ; sur I’axe du tube et

une projection a 1’aide de la fonction
trigonométrique sinus, nous obtenons

5]

ry —Fr[|sin ()

Cependant, évaluer I’angle @ sera difficile. Pour contourner cette réalité, nous utiliserons le produit
vectoriel? avec 1’axe du tube §.

1 La lettre A faite référence a ’axe du tube.
2 Produit vectoriel : AxB = W E‘sin (@)n
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Par la suite, on peut former le vecteur D de la fagon suivante :

D=§x(r,-F)x$§ =  D=8x((f,+vt)—F)x$ (Remplacer T, =T, +Vt)
=  D=8x(f-F+ ) (Réécriture)
=  D=8x(I,—F)x$§+8xvtx$ (Distribution)
= D=8§x(f,—F)x§+(§xVx$)t (Factoriser t)
=  D=ry,+(xvx$)t (Fyo =5x(1—F;)x$)
=  |D=T,, +V,t (Va =(§xVx8))

En exploitant le calcul du produit scalaire®, nous pouvons formuler un polyndme du 2¢ degré selon le
temps t qui permettra d’identifier le moment de I’intersection s il y a lieu selon 1’expression de D

D=|D| = D=, +v, (Remplacer D =F,, +V,t)
= D? = HrAO +\7AtH2 (Mettre au carré)
= D’ =(r Val): (Fag + 1) (Propriété : HA”Z =A-A)
= D’ =Ty Ty +20 Vt+V, -V, t° (Distribution)
= |V, -V tP+ 2er Vat+Ty Ty —D?=0[  (Regrouper les termes)

A partir de notre expression permettant d’évaluer le temps t requis pour effectuer une intersection entre
un rayon 1, et une distance D a un axe, remplagons la distance D d’un tube par la valeur R qui est

constante et construisons notre polyndme du 2™ degré :

Uy VUpt? + 27, -Vt 4T, Ty — D> =0 (Equation précédente)
= Uy V24 20 Uty Ty —(R) =0 (Remplacer D =R)
= (U VA 420 -V )+ (Fag - Fag —R?)=0 (Réorganiser les termes)
= At +Bt+C =0 m (Remplacer A, B et C)

® Produit scalaire : A.B = ‘AHB‘COS =AB +AB, +AB,
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L’intersection d’un rayon avec un tube

L’intersection d’un rayon avec un tube de rayon R délimité par

les deux points r,, et r,, se calcul grace a la résolution d’un
polyndme du 2° degré en temps t

At’+Bt+C=0

tel que A=V, -V, , B=2F,, -V, et C =F Ty — R’

Fap —T,
v oa_ tar A = _a
o §=-AZ AL = 8x(

|rA2 - rA1|
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avec* T, : Origine du rayon (position d’émission du rayon).
v : Orientation du rayon (|v| =1, vecteur unitaire).
ry,: Position de ’extrémité 1 du tube.
Iy, : Position de I’extrémité 2 du tube.
R : Rayon du tube.

En plus de solutionner un temps t réel et positif, la position de I’intersection T, au temps t doit étre
situee entre les deux extrémités r,, et r,, de I’axe ce qui correspond a satisfaire les deux contraintes

(rray - rAl)- §>0 et (rray - rAZ)- §<0 avec Moy =T +VL.

(cote intérieura T, ) (coté interieura T,,)

Preuve :

A partir de la démonstration précédente, nous pouvons affirme que le temps d’intersection d’un tube est
un sous ensemble des solutions de I’intersection d’un tube infini.

Pour satisfaire I’intersection entre les deux extrémités du
tube r,, et r,,, on peut construire les deux vecteurs

rray - FA1 et rray - FA2'
Avec I’axe du tube § et le produit scalaire, une intersection

M seraa l’intérieur du tube par rapport a F,, Si

(r - fAl)- §>0 (mémesensque §)

ray

et sera a I’intérieur du tube par rapport a r,, i

(rray — Ty, ) §<0 . (senscontrairea §) W

4 La lettre A faite référence a I’axe du tube.
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L’intersection d’un rayon avec un cone

L’intersection d’un rayon avec un cOne dont le centre
de la base de rayon R est situé au point r,, et la point

du cone est situé au point r,, se calcul grace a la
résolution d’un polynéme du 2° degré en temps t

At> +Bt+C =0
tel que
2 2
. . 2 .
A=V, -V, -V, e B =21y, -V, +2MW, —
R2
= = 2
et CerO‘rAO—W F
N (A S .\ L
ol S=—|fA2 _A1| , Fao = 8x(F) —Fy )% 8, VA:(va><s),h:(r,ay—rAl)-s, H=|fy, T
A2~ a1

hy=(F, —Fy)-§, v,=v-§ et W=h_ —h,

avec® T, : Origine du rayon (position d’émission du rayon).
v : Orientation du rayon (|v| =1, vecteur unitaire).
r,,: Position centrale de la base du cone.

I, Position de la pointe du cone.
R : Rayon de la base du cone.

En plus de solutionner un temps t reel et positif, la position de I’intersection T, au temps t doit étre
située entre les deux extrémités r,, et r,, de I’axe ce qui correspond a satisfaire les deux contraintes

(ﬁay - fAl)-§ >0 et (ﬁay - fAz)- §<0 avec May =To +VL.

(coté intérieur a rAl) (coté intérieur a My, )

5 La lettre A faite référence a I’axe du tube.
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Preuve :

En premier temps, il faut définir la fonction D
représentant la distance entre la position de
Iintersection T, sur le cone et ’axe du cone. Puisque
la distance débute avec une valeur R étant le rayon de
la base du cbne situé au point r,, et que cette distance
varie linéairement jusqu’a une valeur nulle a la point
du cbne au point r,,, I’équation D sera égale a
I’expression suivante :

D= D(h):[l—%jR

ou h:(ﬁay —fAl)-§ . Distance paralléle a 1’axe du cone entre le point F,, et la position de

Iintersection T, .

H =|Fy, —Fu| : Lahauteur du cone.

Développons la fonction D afin d’évaluer une expression pour D? :

D= 1_£jR
H
-~ Do 1_M]R
H

R
D=W —-vt)—
.
2
= D’=W-vt) %

= D? :6N2—2\stt+v52t2)5—22
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(P =T + VL)

(Réécriture)

(Dénominateur commun)
(W=h_, —h,)
(Mettre au carré)
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A partir de I’expression
Vp Vpt? + 27, -Vt + T, T, — D> =0

développée précédemment pour évaluer I’intersection d’un rayon avec un tube infini, remplagons D?
dans I’expression afin de formuler notre polyndme du 2™ degré pour I’intersection avec le céne :

Vy Vpt? + 27, -Vt 4T, Ty —D* =0 (Expression)
Up UaL? 4230 - Vat+ ag - Fag —| W7 — 200t th)Rz =0 Remplacer D
= A VAt + 20 Vot +Tpg - Tap — —2Wv t + v, el (Remplacer D)
R? R? R?
= (VA V-V, FJtZ + (2 Tao - Va + 2WV, th + (on Ty —W? Fj =0 (Réorganisation)
= A’ +Bt+C=0 m (Rempl. A, B et C)

Pour s’assurer que I’intersection au temps t est situee entre les deux extrémités r,, et r,, du cone, il
faut utiliser la méme démarche que pour le tube ce qui a déja été démontré.

L’intersection d’un rayon avec un tore

Un tore est une forme géométrique qui a ’apparence d’un
beignet. L’équation implicite d’un tore situé dans le plan xy et
centré a I’origine est égale a I’expression

(x2 +y*+22 +R,° —Rm.nz)2 :4R,mj2(x2 +y2)

oU Rmaj est la distance entre le centre du tore et le centre de la
partir cylindrique du tore (major radius) et Rmin est le rayon
du cylindre appartenant au tore (minor radius). https://fr.wikipedia.org/wiki/Tore

Un tore dans le plan xy centré a I’origine oul Rmaj = 3Rmin

Pour réaliser I’intersection du tore avec un rayon T,
parametres suivants :

ay» IOUS pouvons decrire nos concepts a I’aide des

I, :Origine du rayon (position d’émission du rayon).
vV : Orientation du rayon (|v| =1, vecteur unitaire).
r; : Position centrale du tore.

n : L’orientation de la normale au plan du tore.

R..x . Rayon du tore .
R, : Rayon du cylindre du tore.

Note de cours rédigée par Simon Vézina Page 6


https://fr.wikipedia.org/wiki/Tore

L’intersection d’un rayon avec un tore centré a la position F; dont I’axe de la normale au plan du tore
est alignée selon n se calcul grace a la résolution d’un polynéme du 4° degré en temps t

tel que
A=57
D =2n,p5, _4Rmaj2:u2

At* +Bt*+Ct?+Dt+E =0

B= 251772
E=A"-4R, a,

et avec les changements de variable suivant :

C= (251 Bs +7722 _4Rmaj271)

Changement de base avec k; # 1

(sinon, on peut prendre j comme référence dans le calcul de i;)

IZng i_:TxIZT - =k xi;
| T ‘TXRT‘ (pour avoir i x j; =k;)
Projection des vecteurs dans la nouvelle base
rxT:r:I'E' ryT=rT'JTT rzT:rT'RT
o =TI ryO:Fb'jT Mo =T K
v, =V-i; v, =V v, =V-k;

Changement de variable en lien avec les coefficients A, B, C, D et E

2 2
o =l +ly

2 2
Q,=a;,+hy 1,

Qy =y = 205 — 2651 r

2 2 2
ﬂlanaj _Rm'n o, Iy

2 2 2
ﬁzzﬂf"rxo +r, +1,

ﬂs = /82 - 2rx0rxT - 2ry0ryT _2rzOrzT

2 2
V1=V +Vy

2
o=y+V,

:ul = rxovx + IFyOVy

Hy = 2(,&1 Vil _VyryT)

771 = :ul + rzOVZ

= 2(771 Vil — Vy ryT =V, Ir )

Preuve :

L’équation d’un tore centré a 1’origine dans le plan xy est

(x2 +y*+2° +R —Rm.nz)2 =4erj.2(x2 +y2) .

Pour développer une expression d’un tore centré en ; avec une normale au plan du tore i, nous

devons définir une nouvelles base i;, J, et k; tel que

ks

| =
|
—
X
=
|

>l
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ce qui assure i, x J, =k, . Ce choix impose cependant que K, =1 . On peut mesurer la distance x, y et z
dans notre nouvelle base avec les équations

XZ(f—fT)-iT, y:(r_r:l')'jT et Z:(r_rT)'kT

ou T correspond a un vecteur position d’un point sur le tore.

Effectuons le produit scalaire afin d’obtenir une notation plus compacte :

x=(F—F) i, =  X=F-L—F-i

= |X=r,—Tg

Nous pouvons généraliser I’ensemble des calculs a I’axe y et z dans le tableau suivant :

Selon I’axe x Selon I’axe y Selon I’axe z
X=r —Iq y:ry—ryT Z=I,—I,
ro=r-i r,=r-j r=r-k;
rxT:KI"II' ryTer'JTT rzT:rT'lzT

Développons 1’expression de x? =(r, —r,; J’ ce qui donne
Xe=r2—2rr 41

X XT

Nous pouvons généraliser I’ensemble des calculs a ’axe y et z dans le tableau suivant :

Selon I’axe X Selon I’axe y Selon I’axe z

2 2 2 2
e ) T i B ] Sy e I S A o ey

Puisque F =T, +Vt, nous aurons a développer r, :

r=F-i = r.=(r+vt)i,

= I, =rlo+V,t (ro=h-ketv,=V-i)

X

Nous pouvons généraliser I’ensemble des calculs a I’axe y et z dans le tableau suivant :

Selon I’axe X Selon I’axe y Selon I’axe z
r,="ro+Vvt r, =ry +V,t r,=r,,+Vv,t
No=T iT ryo_ro )T rzo:ro'kT
vV, =V-i; v, =V-j; v, =V-k;
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Développons maintenant 1’expression de r.> =(r, +v, t)* ce qui donne

2 2 2.2
r°=rg, +2r,v,t+vt

X

Nous pouvons généraliser I’ensemble des calculs a I’axe y et z dans le tableau suivant :

Selon I’axe X Selon I’axe y Selon ’axe z

2 2 2
B2 =rol+2rv, t+v, | r =17 +2rv t+v 2 t? | rf =r 2 +2r0v, t+v,  t?

X y z

Nous allons maintenant remplacer les expressions de x*, y® et z°dans 1’équation du tore :
2
(x2 +y*+2°+R,° - Rm.nz) — 4R 2(x* +y?)

2
((rx2 —2rr, + rxT2)+(ry2 21,1, + ryT2)+(rZ2 —2rr, + rZT2)+ Ru’ — Rmﬂz)

x ' xT yoyT
= 2 2 2 2 2
:4erlj ((rX —21,r s + 1 )+(ry —2ryryT I ))
2
(rx2 0,70 =20 = 2r N =20, + Ry ® R+ 1+ rZTz)
=

- 4Rmaj2(rx2 1,7 =20 =20, T+ ryTz)

Effectuons les changements de variable
2 2 2 2 2
=Ny +0; et Pi=Ry —Ru to+1,
ce qui donne I’expression simplifiée

2
(rx2 +0,7 41 =2 =2, r =211, +,Bl) = 4ij2(rx2 +1,° =200 —2r, 1, +a1) .

Nous allons maintenant remplacer les expressions de rxz, ry2 et r,> dans I’équation du tore
(2+r?er?—2nr, —2rr, -2 f=ar 2(r2+r2-2rr, -2 )
Lo+ +0" =2r 0 =2r,r; =2rr, + B, ) =4R ,°\r," +r,° =2rr, =2rr +o,

2
((rxo2 +2r,V, t +vX2t2)+(ryo2 +2r,0v, t +vy2 t2)+(rzo2 +2r,V,t +v22t2)—2rxrXT —2r, N = 2r,1, +,Bl)

=
2 2 2.2 2 2.2
=4R ((rXO +2r,v, t+v,t )+(ryO +2r,v, t+v,t )—2rxrxT—2ryryT+a1)
(v, 262 4V, 202 4V, 22 4 2000, T4 20,0V, L+ 20,00, T 20, — 21, — 2 2,2 arlf
- V, UV T Y T 2r v, U 2n 0Vt 210V, t = 2n g =200 =200+ BT T T,
2 242 2.2 2 2
=4R (vX v, U+ 2n0V, U+ 21,0V, t =211 =20 N o + 1"+ 1, )
2 2 2 )2 2 2 2 )2
VoV VTR 200V, TV, 0V, E =200 =20 N =260+ BT T 4T
=

2 2 2 )2 2 2
= 4ij ((vX +V, ) + 2(rx0vX + ryovy)t - 21,0, — 2ry fr+tay+h, +1, )
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Effectuons I’ensemble des changements de variable suivant :

2 2 2 2 2
O, =0+, +1, Po=Pi+Tg +1,y 1
2 2 2
1=V vy o=y +V,
M=rX0VX+ryOVy 771:lul+rzovz

Ces changements nous donnent I’expression

(6,67 +2m, t—2r,r, —2rr =200, + 3, f =4erj2(7/1t2 2t =200 — 20 taty)

yoyT

Remplagons maintenant les termes r,, 1, et r,

(6,67 +2mt—2rr =2 r —2r,r + B, =4R 2(nt? + 2t —2r,rg —2r,1 +a, )

yoyT

(5lt2 +2n,t=2(r, +V, t)r, — 2(ryo +V, t)ryT —2(r +Vv,t); + 8, )2

= o

=4R (;/lt + 2t —2(r g +V, t)ry — Z(ryo +V, t)ryT +a,)

(5lt2 + 2 8= 20N — 2V, Ny t =20 oF e — 2V, M t =200, — 2V, 1 t+ 3, )2
=

— 4R (P + 24t =20 F =2, r =200 =2V Kt a,)

2 2

(5lt +2(771—v e =V Fr =V, Iy )t+ﬂ2 =20 Fr — 20 oFr 2rZOrZT)

=

=4R, . (71'[ +2(ﬂ1_v Fer )t+0‘2 2ry0 e 2ry0ryT)

ny

Nous allons faire le changement de variable suivant :
Ay =0, — 2r-xOrxT _2ry0ryT 133 = /32 2r-xOrxT 2ryOryT - 2r-zOrzT

Hy = 2(/1’1 —Vylr Vy ryT ) m = 2(771 Ve — Vy ryT =V, Iy )
Ces changements nous donnent I’expression
(6.7 +m,t+ 8] =4R 2t +mt+a,)

Développons maintenant le carré du c6té gauche et réécrivons le tout sous la forme d’un polynome du
4 degré

(51t2+772t+,6’3) =4R (7/1 +y2t+a3)
(5t +772t+ﬂ3X5t +772t+ﬂ3) (ylt +y2t+a3)
5Pt + 0,8+, Bt? + 1,088 +1, 2 41, Byt + B, + Bt + B = 4R (it + iy t+ )

524+ 25,83 + 28, Bt +1,t2 + 20, Bt + B = 4R (}/lt T+ tray)

A

512 t + 25,87 +(251 B +7722 _4Rmaj27/1) (2772ﬂ3 ;uz )t +ﬂ3 —4Ry; 0{3 =0
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La derniére équation se déduit a un polyndéme du 4° degré
At* +Bt*+Ct*+Dt+E=0

tel que
A g B =257, C=(26,4,+n, 4R )

D =2n,p, _4Rrraj2:u2 E= :832 _4Rrraj2a3

ce qui conclut la preuve. =

L’intersection d’une calotte sphérique

En construction ...

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Calotte_spherique.svg
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