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Chapitre 6.2c – L’intersection de géométrie complexe 

                                          dans le ray tracer 

 

L’intersection d’un rayon avec un tube infini 
 

L’intersection d’un rayon avec un tube infini (un cylindre 

infini sans extrémité) de rayon R positionné à un point 
Tr   et 

aligné selon l’axe ŝ  se calcul grâce à la résolution d’un 

polynôme du 2e degré en temps t  

02  CBtAt  

tel que  
AA vvA

  , AA02 vrB


   et  

2

A0A0 RrrC 


 

   où      A0 0 T
ˆ ˆr s r r s      et   svsv ˆˆ

A 


     

 

v


 

x  

y  

rayr


 

Tr  

R  

0r


 

ŝ  

A 

z  

 

avec1 
0r  : Origine du rayon (position d’émission du rayon). 

v


 : Orientation du rayon ( 1v


, vecteur unitaire). 

 
Tr  : Position où passe le tube.  

 ŝ  : L’axe du tube.  

 R  : Rayon du tube. 

 

Preuve : 

En premier temps, il faut développer une 

expression nous permettant d’évaluer la 

distance D entre la position de l’intersection 

rayr


 et l’axe de référence que forme le tube. 

 

En utilisant le point Tr  sur l’axe du tube et 

une projection à l’aide de la fonction 

trigonométrique sinus, nous obtenons 

 ray T sinD r r    

 

v


 

A 
x  

y  

rayr


 

Tr  

ray Tr r  
ŝ  

  

D


 

z  
 

 

Cependant, évaluer l’angle   sera difficile. Pour contourner cette réalité, nous utiliserons le produit 

vectoriel2 avec l’axe du tube ŝ . 

 

                                                 
1 La lettre A faite référence à l’axe du tube. 
2 Produit vectoriel :  nBABA ˆsin 


  



Note de cours rédigée par Simon Vézina  Page 2 

Par la suite, on peut former le vecteur D


 de la façon suivante : 

 ray T
ˆ ˆD s r r s         0 T

ˆ ˆD s r vt r s        (Remplacer tvrr


 0ray ) 

      0 T
ˆ ˆD s r r vt s        (Réécriture) 

      0 T
ˆ ˆ ˆ ˆD s r r s s vt s          (Distribution) 

        0 T
ˆ ˆ ˆ ˆD s r r s s v s t         (Factoriser t) 

      tsvsrD ˆˆ
0A 


    (  A0 0 T

ˆ ˆr s r r s    ) 

     tvrD A0A


      (  svsv ˆˆ

A 


) 

 

En exploitant le calcul du produit scalaire3, nous pouvons formuler un polynôme du 2e degré selon le 

temps t qui permettra d’identifier le moment de l’intersection s’il y a lieu selon l’expression de D : 

D D     
A0 AD r v t      (Remplacer tvrD A0A


 ) 

  
A 0

2
2

AD r v t      (Mettre au carré) 

     tvrtvrD AA0AA0

2 
    (Propriété : 

2

A A A  ) 

  2

AAAA0A0A0

2 2 tvvtvrrrD

   (Distribution) 

  02 2

A0A0AA0

2

AA  Drrtvrtvv


   (Regrouper les termes) 

 

À partir de notre expression permettant d’évaluer le temps t requis pour effectuer une intersection entre 

un rayon rayr


 et une distance D à un axe, remplaçons la distance D d’un tube par la valeur R qui est 

constante et construisons notre polynôme du 2ième degré : 

02 2

A0A0AA0

2

AA  Drrtvrtvv


    (Équation précédente) 

   
22

A A A0 A A0 A02 0v v t r v t r r R           (Remplacer RD  ) 

        02 2

A0A0AA0

2

AA  Rrrtvrtvv


    (Réorganiser les termes) 

  02  CBtAt  ■      (Remplacer A, B et C) 

 

 

                                                 
3 Produit scalaire :   zzyyxx BABABABABA  cos
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L’intersection d’un rayon avec un tube 
 

L’intersection d’un rayon avec un tube de rayon R délimité par 

les deux points 
1Ar


 et 
A2r


 se calcul grâce à la résolution d’un 

polynôme du 2e degré en temps t  

02  CBtAt  

tel que  
AA vvA

  , AA02 vrB


  et 

2

A0A0 RrrC 


 

   où     
1A2A

1A2Aˆ
rr

rr
s 






   ,    srrsr ˆˆ

1A00A 


,    svsv ˆˆ
A 


    

 

v


 

A x  

y  

rayr


 

A1r


 

A2r


 

R  

0r


 

ŝ  

z   

avec4 
0r  : Origine du rayon (position d’émission du rayon). 

v


 : Orientation du rayon ( 1v


, vecteur unitaire). 

 
A1r : Position de l’extrémité 1 du tube. 

A 2r : Position de l’extrémité 2 du tube.  

 R  : Rayon du tube. 

 

En plus de solutionner un temps t réel et positif, la position de l’intersection rayr


 au temps t doit être 

située entre les deux extrémités 
A1r


 et 
A2r


 de l’axe ce qui correspond à satisfaire les deux contraintes  

  0ˆ
1Aray  srr


 et   0ˆ
2Aray  srr


 avec tvrr


 0ray . 

(côté intérieur à 
A1r


)  (côté intérieur à 
A2r


)   

 

Preuve : 

À partir de la démonstration précédente, nous pouvons affirme que le temps d’intersection d’un tube est 

un sous ensemble des solutions de l’intersection d’un tube infini.  

 

Pour satisfaire l’intersection entre les deux extrémités du 

tube 
A1r


 et 
A2r


, on peut construire les deux vecteurs 

A1ray rr


  et 
A2ray rr


 . 

Avec l’axe du tube ŝ  et le produit scalaire, une intersection  

rayr


 sera à l’intérieur du tube par rapport à 
A1r


 si 

                         0ˆ
1Aray  srr


    (même sens que ŝ ) 

et sera à l’intérieur du tube par rapport à 
A2r


 si 

                         0ˆ
2Aray  srr


 .   (sens contraire à ŝ )  ■  

 

v


 

A 
x  

y  

rayr


 

A1r


 

0r


 

ŝ  

A1ray rr


  

A2ray rr


  

A2r


 

z  

 

 

                                                 
4 La lettre A faite référence à l’axe du tube. 
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L’intersection d’un rayon avec un cône 
 

L’intersection d’un rayon avec un cône dont le centre 

de la base de rayon R est situé au point 
A1r


 et la point 

du cône est situé au point 
A2r


 se calcul grâce à la 

résolution d’un polynôme du 2e degré en temps t  

02  CBtAt  

tel que   

2

2
2

AA
H

R
vvvA s


 ,   

2

2

AA0 22
H

R
WvvrB s


 

                          et      
2

2
2

A0A0
H

R
WrrC 


 

 

v


 

A x  

y  

rayr


 

A1r


 

A2r


 

 hD  

0r


 

ŝ  

h  

H  

z   

   où     
1A2A

1A2Aˆ
rr

rr
s 






   ,    srrsr ˆˆ

1A00A 


,    svsv ˆˆ
A 


,   srrh ˆ

1Aray 


,    1A2A rrH


  , 

  srrh ˆ
1A00 


,     svvs
ˆ


     et    0max hhW    

avec5 
0r  : Origine du rayon (position d’émission du rayon). 

v


 : Orientation du rayon ( 1v


, vecteur unitaire). 

 
A1r : Position centrale de la base du cône. 

A 2r : Position de la pointe du cône.  

 R  : Rayon de la base du cône. 

 

En plus de solutionner un temps t réel et positif, la position de l’intersection rayr


 au temps t doit être 

située entre les deux extrémités 
A1r


 et 
A2r


 de l’axe ce qui correspond à satisfaire les deux contraintes  

  0ˆ
1Aray  srr


 et   0ˆ
2Aray  srr


 avec tvrr


 0ray . 

(côté intérieur à 
A1r


)  (côté intérieur à 
A2r


)   

 

                                                 
5 La lettre A faite référence à l’axe du tube. 
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Preuve : 

En premier temps, il faut définir la fonction D 

représentant la distance entre la position de  

l’intersection rayr


 sur le cône et l’axe du cône. Puisque 

la distance débute avec une valeur R étant le rayon de 

la base du cône situé au point 
1Ar


 et que cette distance 

varie linéairement jusqu’à une valeur nulle à la point 

du cône au point 
A2r


, l’équation D sera égale à 

l’expression suivante :  

  R
H

h
hDD 








 1  

 

v


 

A x  

y  

rayr


 

A1r


 

A2r


 

 hD  

0r


 

ŝ  

h  

H  

z   

où     srrh ˆ
1Aray 


 :  Distance parallèle à l’axe du cône entre le point 
1Ar


 et la position de 

l’intersection rayr


. 

         
1A2A rrH


  : La hauteur du cône. 

 

Développons la fonction D afin d’évaluer une expression pour 2D  : 

R
H

h
D 








 1        (Expression de D) 

  
 

R
H

srr
D 









 


ˆ
1

1Aray



      (   srrh ˆ
1Aray 


) 

  
 

R
H

srtvr
D 







 


ˆ
1 1A0


      ( tvrr


 0ray ) 

  
 

R
H

tsvsrr
D 







 


ˆˆ
1 1A0


     (Réécriture) 

  R
H

tsvh
D 







 


ˆ
1 0


      (   srrh ˆ

1A00 


) 

  R
H

tvh
D s








 
 01        ( svvs

ˆ


) 

   
H

R
tvhHD s 0        (Dénominateur commun) 

   
H

R
tvWD s        ( 0max hhW  ) 

   
2

2
22

H

R
tvWD s        (Mettre au carré) 

   
2

2
2222 2

H

R
tvtWvWD ss       (Calcul) 
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À partir de l’expression 

02 2

A0A0AA0

2

AA  Drrtvrtvv


 

développée précédemment pour évaluer l’intersection d’un rayon avec un tube infini, remplaçons 2D  

dans l’expression afin de formuler notre polynôme du 2ième degré pour l’intersection avec le cône : 

02 2

A0A0AA0

2

AA  Drrtvrtvv


      (Expression) 

    022
2

2
222

A0A0AA0

2

AA 









H

R
tvtWvWrrtvrtvv ss


   (Remplacer D) 

  022
2

2
2

A0A02

2

AA0

2

2

2
2

AA 



























H

R
Wrrt

H

R
Wvvrt

H

R
vvv ss


  (Réorganisation) 

  02  CBtAt  ■        (Rempl. A, B et C) 

 

Pour s’assurer que l’intersection au temps t est située entre les deux extrémités  
1Ar


 et 
A2r


 du cône, il 

faut utiliser la même démarche que pour le tube ce qui a déjà été démontré. 

 

L’intersection d’un rayon avec un tore 
 

Un tore est une forme géométrique qui a l’apparence d’un 

beignet. L’équation implicite d’un tore situé dans le plan xy et 

centré à l’origine est égale à l’expression 

   222

maj

22

min

2

maj

222 4 yxRRRzyx    

où Rmaj est la distance entre le centre du tore et le centre de la 

partir cylindrique du tore (major radius) et Rmin est le rayon 

du cylindre appartenant au tore (minor radius). 
 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Tore 
Un tore dans le plan xy centré à l’origine où Rmaj = 3Rmin 

 

Pour réaliser l’intersection du tore avec un rayon rayr , nous pouvons décrire nos concepts à l’aide des 

paramètres suivants : 

   
0r   : Origine du rayon (position d’émission du rayon). 

  v


  : Orientation du rayon ( 1v


, vecteur unitaire). 

   
Tr  : Position centrale du tore. 

  n


  : L’orientation de la normale au plan du tore. 

maxR  : Rayon du tore . 

 
minR  : Rayon du cylindre du tore. 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Tore
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L’intersection d’un rayon avec un tore centré à la position 
Tr


 dont l’axe de la normale au plan du tore 

est alignée selon n


 se calcul grâce à la résolution d’un polynôme du 4e degré en temps t  

0234  EDttCBtAt  

tel que   

2

1A  212 B   1

2

maj

2

231 42  RC   

2

2

maj32 42  RD   3

2

maj

2

3 4  RE    

 

et avec les changements de variable suivant : 

Changement de base avec ik


T  

(sinon, on peut prendre j


 comme référence dans le calcul de 
Ti


) 

n

n
k 


T  

T

T
T

ki

ki
i 







  TTT ikj


  

(pour avoir TTT kji


 ) 

 

 Projection des vecteurs dans la nouvelle base 

TTT irrx


  TTT jrry


  

TTT krrz


  

T00 irrx


  T00 jrry


  

T00 krrz


  

Tivvx


  Tjvvy


  

Tkvvz


  

   

Changement de variable en lien avec les coefficients A, B, C, D et E 

2

T

2

T1 yx rr   
2

0

2

012 yx rr   T0T023 22 yyxx rrrr   

2

T1

2

min

2

maj1 zrRR    
2

0

2

0

2

012 zyx rrr    T0T0T023 222 zzyyxx rrrrrr    

22

1 yx vv   
2

11 zv    

yyxx vrvr 001    
TT12 2 yyxx rvrv     

zz vr 011     
TTT12 2 zzyyxx rvrvrv     

 

Preuve : 

L’équation d’un tore centré à l’origine dans le plan xy est 

   222

maj

22

min

2

maj

222 4 yxRRRzyx    . 

 

Pour développer une expression d’un tore centré en 
Tr


 avec une normale au plan du tore n


, nous 

devons définir une nouvelles base 
Ti


, 
Tj


 et Tk


 tel que 

n

n
k 


T  et 

T

T
T

ki

ki
i 







  TTT ikj


  



Note de cours rédigée par Simon Vézina  Page 8 

ce qui assure TTT kji


 . Ce choix impose cependant que ik


T . On peut mesurer la distance x, y et z 

dans notre nouvelle base avec les équations 

  TT irrx

   ,     TT jrry


    et     TT krrz


  

où r


correspond à un vecteur position d’un point sur le tore. 

 

Effectuons le produit scalaire afin d’obtenir une notation plus compacte : 

  TT irrx

     

TTT irirx

   

  Txx rrx   

 

Nous pouvons généraliser l’ensemble des calculs à l’axe y et z dans le tableau suivant :  

Selon l’axe x Selon l’axe y Selon l’axe z 

Txx rrx   Tyy rry   
Tzz rrz   

Tirrx


  Tjrry


  

Tkrrz


  

TTT irrx


  TTT jrry


  

TTT krrz


  

 

Développons l’expression de  2T

2

xx rrx  ce qui donne  

2

TT

22 2 xxxx rrrrx     . 

 

Nous pouvons généraliser l’ensemble des calculs à l’axe y et z dans le tableau suivant :  

Selon l’axe x Selon l’axe y Selon l’axe z 

2

TT

22 2 xxxx rrrrx   
2

TT

22 2 yyyy rrrry   2

TT

22 2 zzzz rrrrz   

 

Puisque tvrr


 0 , nous aurons à développer xr  : 

Tirrx


       T0 itvrrx


  

  tivirrx TT0


  

  tvrr xxx  0    ( T00 irrx


  et Tivvx


 ) 

 

Nous pouvons généraliser l’ensemble des calculs à l’axe y et z dans le tableau suivant :  

Selon l’axe x Selon l’axe y Selon l’axe z 

tvrr xxx  0  tvrr yyy  0  tvrr zzz  0  

T00 irrx


  T00 jrry


  

T00 krrz


  

Tivvx


  Tjvvy


  

Tkvvz


  

 



Note de cours rédigée par Simon Vézina  Page 9 

Développons maintenant l’expression de  20

2
tvrr xxx   ce qui donne 

22

0

2

0

2
2 tvtvrrr xxxxx    . 

 

Nous pouvons généraliser l’ensemble des calculs à l’axe y et z dans le tableau suivant :  

Selon l’axe x Selon l’axe y Selon l’axe z 

22

0

2

0

2
2 tvtvrrr xxxxx   

22

0

2

0

2
2 tvtvrrr yyyyy   22

0

2

0

2
2 tvtvrrr zzzzz   

 

Nous allons maintenant remplacer les expressions de 2x , 2y  et 2z dans l’équation du tore : 

   222

maj

22

min

2

maj

222 4 yxRRRzyx   

  
      

    2

TT

22

TT

22

maj

22

min

2

maj

2

TT

22

TT

22

TT

2

224

222

yyyyxxxx

zzzzyyyyxxxx

rrrrrrrrR

RRrrrrrrrrrrrr




 

  
 

 2

T

2

TTT

222

maj

22

T

2

T

2

T

2

min

2

majTTT

222

224

222

yxyyxxyx

zyxzzyyxxzyx

rrrrrrrrR

rrrRRrrrrrrrrr




 

 

Effectuons les changements de variable  

2

T

2

T1 yx rr   et 
2

T1

2

min

2

maj1 zrRR     

ce qui donne l’expression simplifiée 

   1TT

222

maj

2

1TTT

222
224222   yyxxyxzzyyxxzyx rrrrrrRrrrrrrrrr   . 

 

Nous allons maintenant remplacer les expressions de 
2

xr , 
2

yr  et 
2

zr  dans l’équation du tore : 

   1TT

222

maj

2

1TTT

222
224222   yyxxyxzzyyxxzyx rrrrrrRrrrrrrrrr  

  
      

    1TT

22

0

2

0

22

0

2

0

2

maj

2

1TTT

22

0

2

0

22

0

2

0

22

0

2

0

22224

222222









yyxxyyyyxxxx

zzyyxxzzzzyyyyxxxx

rrrrtvtvrrtvtvrrR

rrrrrrtvtvrrtvtvrrtvtvrr
 

  
 

 2

0

2

01TT00

22222

maj

22

0

2

0

2

01TTT000

222222

22224

222222

yxyyxxyyxxyx

zyxzzyyxxzzyyxxzyx

rrrrrrtvrtvrtvtvR

rrrrrrrrrtvrtvrtvrtvtvtv








 

  
    

    2

0

2

01TT00

2222

maj

22

0

2

0

2

01TTT000

2222

2224

2222

yxyyxxyyxxyx

zyxzzyyxxzzyyxxzyx

rrrrrrtvrvrtvvR

rrrrrrrrrtvrvrvrtvvv
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Effectuons l’ensemble des changements de variable suivant : 

2

0

2

012 yx rr   
2

0

2

0

2

012 zyx rrr    

22

1 yx vv   2

11 zv   

yyxx vrvr 001   
zz vr 011    

 

Ces changements nous donnent l’expression  

   2TT1

2

1

2

maj

2

2TTT1

2

1 22242222   yyxxzzyyxx rrrrttRrrrrrrtt   . 

 

Remplaçons maintenant les termes xr , yr  et 
zr  

   2TT1

2

1

2

maj

2

2TTT1

2

1 22242222   yyxxzzyyxx rrrrttRrrrrrrtt  

  
      

    2T0T01

2

1

2

maj

2

2T0T0T01

2

1

2224

2222









yyyxxx

zzzyyyxxx

rtvrrtvrttR

rtvrrtvrrtvrtt
 

  
 

 2TT0TT01

2

1

2

maj

2

2TT0TT0TT01

2

1

222224

2222222









trvrrtrvrrttR

trvrrtrvrrtrvrrtt

yyyyxxxx

zzzzyyyyxxxx
 

  
  

  T0T02TT1

2

1

2

maj

2

T0T0T02TTT1

2

1

2224

2222

yyxxyyxx

zzyyxxzzyyxx

rrrrtrvrvtR

rrrrrrtrvrvrvt








 

 

Nous allons faire le changement de variable suivant : 

T0T023 22 yyxx rrrr   T0T0T023 222 zzyyxx rrrrrr    

 
TT12 2 yyxx rvrv     

TTT12 2 zzyyxx rvrvrv    

 

Ces changements nous donnent l’expression  

   32

2

1

2

maj

2

32

2

1 4   ttRtt    . 

 

Développons maintenant le carré du côté gauche et réécrivons le tout sous la forme d’un polynôme du 

4ième degré : 

   32

2

1

2

maj

2

32

2

1 4   ttRtt  

      32

2

1

2

maj32

2

132

2

1 4   ttRtttt  

   32

2

1

2

maj

2

323

2

1332

22

2

3

12

2

31

3

21

42

1 4   ttRtttttttt  

   32

2

1

2

maj

2

332

22

2

2

31

3

21

42

1 4222   ttRttttt  

      0442422 3

2

maj

2

32

2

maj32

2

1

2

maj

2

231

3

21

42

1   RtRtRtt  
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La dernière équation se déduit à un polynôme du 4e degré  

0234  EDttCBtAt  

tel que 
2

1A  212 B   1

2

maj

2

231 42  RC   

2

2

maj32 42  RD   3

2

maj

2

3 4  RE    

 

ce qui conclut la preuve. ■ 

 

 

 

L’intersection d’une calotte sphérique 
 

En construction … 

 

 
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Calotte_spherique.svg 

 

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Calotte_spherique.svg
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