Chapitre 6.2b — L’intersection d’un triangle
dans le ray tracer

La normale a la surface d’un triangle

A partir des trois points P,, P, et P, d’un triangle, on peut
former deux segments S, et S, afin de calculer une normale
a lasurface n al’aide de l’équation suivante :

e 5,=P -P, (segment P, a P)

P,—P, (segment P, a P,)

e N= §01 xS,  (normale du triangle)

(normale normalisée)

L’intersection d’un rayon avec un triangle par vecteurs intérieurs

A partir des trois points P,, P, et P, d’un triangle, on peut
former trois segments S,,, S,, et S,, puis une normale a la
surface n a1’aide des définitions suivantes :

e 5,=P,—P, (segment P, a P,)
e 5,=P,—P (segment P, a P,)
e 5,=P —P, (segmentP,aP,)

e 5, =-5, (segment P, a P,)

(normale selon 1’ordre des points)

Avec la définition de la normale A, on peut définir un
vecteur unitaire U,, pour chacun des segments du triangle a
I’aide de I’équation

i rlx Sap avec A Be{0,1,2}
|n><

représentant un vecteur pointant vers I’intérieur du triangle.
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A vpartir d’un rayon M. =T +Vt, on peut évaluer le temps t=t;, requis afin de reéaliser une
intersection avec le plan du triangle grace a I’équation démontrée précédemment? :

At+B=0 telque A=n-v et B=n-(F,—F,)

ou F, : Point de référence de plan du triangle, prenons r, = P, (le 1* point du triangle).

: La normale du triangle.

n
I, : L’origine du rayon.

V : L’orientation du rayon.

Avec le temps d’intersection t;,,, on peut évaluer la position de I’intersection T,

. avec le plan du
triangle avec 1’équation du rayon :

Pour que r,, soit situé a l’intérieur du triangle,

cette position doit satisfaire les contraintes y y
(fim - ﬁA)-GAB >0 Vi, e triangle i,
pour I’ensemble des vecteurs unitaires intérieurs Fin T..A:__PO A
l,g du triangle. Ceci correspond a satisfaire cette ) » 'f Uy
contrainte pour les trois vecteurs G,,, U, et U,,. o °
Cette méthode peut également déterminer si un X,

\

point est a l’intérieur d’une série de segments

A Test de I’intersection Test de I’intersection
formant un polygone planaire convexe. interne au segment 5 . interne au segment 5, .
L’interpolation
L’interpolation est une opération mathemathue Lo{ ooy, =
permettant de remplacer une fonction \" P
mathématique exacte par une autre étant 05 by ;o\
approximative et moins complexe, mais en oo \\ / ‘;t »
préservant une valeur de départ et une valeur ' » ;’ \
d’arrivée. —054{ ® data \ / “‘ 1
linear A\ ',‘ \/ |
o 5. . 104 ==- cubic ./ L] /
On utilisera alors [I’interpolation lorsque la . . . . -
fonction mathématique exacte n’est pas connue 0 2 4 6 8 10
ou trop complexe a calculer. L’interpolation sera
utilisée pour approximer la fonction exacte tel https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/tutorial/interpolate.html
5. , , . Approximation d’une fonction inconnue a partir d’une collection
qu illustré sur le schéma ci-contre. de donnée a I’aide d’une interpolation linéaire et cubique.

! Cette équation a été démontrée au chapitre 6.2a.

Note de cours rédigée par Simon Vézina Page 2


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/tutorial/interpolate.html

L’interpolation linéaire permet d’approximer la fonction mathématique exacte par une fonction
linéaire. Voici les équations de I’interpolation linéaire a deux paramétres :

Interpolation linéaire

d’une fonction scalaire entre V, et V,

Interpolation linéaire

d’une fonction vectorielle entre v, et v,

Vinter = VO (1_ t)+vlt vinter = \70 (1_ t) + \71t
ou Viver + Viner - Valeur/vecteur interpolé a un taux t.
t : Taux de I’interpolation ou t €[0...1].
V, ,V, :Valeur/vecteur de référencea t=0.
V, , v, :Valeur/vecteur de référencea t =1.

L’interpolation linéaire d’un vecteur normale

interpolated
normals

A, =N, (L—t)+nt

face normals vertex normal

® www.scratchapixel.com

https://www.scratchapixel.com/lessons/3d-basic-rendering/introduction-to-
shading/shading-normals

Le taux d’interpolation est 1—t pour la normale i, et t pour la normale n, et t €[0...1].

Le plan par interpolation linéaire

F=Pto+RL +Pt, ol t,,t,t, e[-oo,+0] mais t,+t, +t, =1

Le taux d’interpolation est la pondération t, du point P,, t, du point P, et t, du point P, .

(1,00) (1/2.1/2,0) (0,1,0)

Le triangle par interpolation linéaire

(W204,14)  (1412,1/4)

(a3

(1/2,0,1/2) (114172,1/2) 0,1/2,112)

(©.0.1)

ol t,t,t,>0 et ty+t+t,=1

A2 1414) (1412,104)

.
(1/3,173,1:3)

Le taux d’interpolation est la pondération t, du point P,, t,

201N (41412) fui212)

du point P, et t, du point P,.

0.0.1)

https://en.wikipedia.org/wiki/Barycentric_coordinate_system
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L’équation d’un plan en coordonnée barycentrique

Un plan en coordonnée barycentrique est formé a 1’aide d’un
point P, appartenant au plan et représentant I’origine de celui-

ci ainsi que de deux segments S, et S, correspondant a la base
du plan. Pour former les deux segments, on peut utiliser deux
autres points P, et P,.

L’équation d’un point F appartenant a la surface du plan
correspond a 1’équation

tel que
b, b, e[-o0,+0]
ou Equation d’un point r,; appartenant au triangle en
§1 =P - P0 et §2 =P, - P0 . coordonnée barycentrique.
Preuve :

Soit un point F situé dans le plan du triangle. Par interpolation linéaire, nous pouvons représenter ce
point par I’équation

r=Pt,+Pt, +P,t,

ou t,,t,,t, € [— 00, + oo] mais t, +t, +t, =1 correspondent a des facteurs d’interpolation linéaire des
points formant le triangle.

Réécrivons I’équation du plan F en utilisant la notation des segments 5, =P, —P, et 5, =P, - P, :

r=Pt, +Pt, +Pt, (Equation du plan)
= =Pt +(Bt-Pt)+(Bt, - B, )+ Pt, + B, (Ajouter de deux termes nuls)
= r=PB(t, +t,+t,)+ Pt — Pt + Bt, — B, (Factoriser P, )
= r=Bt,+t,+t,)+(F-P )k +(B,-B ), (Factoriser t, et t,)
= F=PB(t,+t+0,)+ 5L +5,t (Remplacer 5, =P, ~P, et 5, =P, - F,)

Appliguons la contrainte nécessaire a la formation du plan
t,+t +t, =1
ce qui donnera 1’équation
=P +5t +5t, .
En remplagant la notation t, — b, et t, —b,, nous obtenons la description d’un plan en coordonnée
barycentrigue ot la cordonnée (h;,b,)=(0,0) correspond au point P, et les différentes coordonnées

(b, ,b,) donneront tous les points du plan ol b;, b, e [-oo,+o0] puisque s, et s, forment la base du
plan. m
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La projection d’un point dans le plan d’un triangle
en coordonnée barycentrique

La projection d’un vecteur position I dans le plan d’un Coordonnée
A barycentrique

triangle formé par les points P,, P, et P, peut étre évaluée en y s i
coordonnée barycentrique (b, ,b, ) a I’aide des calculs

du triangle

b.b,)

ou

Si la contrainte
b,>0,b,>0et b +b, <1

est respectee, la projection du vecteur r dans le plan du triangle sera a I’intérieur du triangle. Autrement,
la projection sera a I’extérieure du triangle.

Preuve :

Debutons avec un vecteur T quelconque représenté dans la base 0,, U, et fi ou
o .0, xu

U -u,=0 et =12
o, < a,|

au lieu des vecteurs i, j et k . Les deux vecteurs u,, U, forment un plan et fi est perpendiculaire au
plan.

Dans cette base, le vecteur ¥ sera
r =P, +0t, +0,t, +At,

tel que t,,t,,t, € R et P, correspond & une translation de 1’origine.

Si I’on utilise cette nouvelle représentation du vecteur I' et qu’on la fait correspondre avec la base d’un
triangle en coordonnée barycentrique, nous obtenons

F=P,+5t +5,t, +At, ol  § =0 ets,=0,.

Par la suite, construisons un vecteur W représentant la distance entre © et P, pour obtenir :

r=PR +st +S,;t, +At, =  F-PF =5t +5,t, +it, (Regrouper F et P,)

=  |W=5t +5,t, +1t, (Remplacer W=7 —P,)
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A I’aide de la définition de la normale a la surface

)

. S5, xS .
n= % ! A SZ
5, x5, y
. L o , 5
construisons un vecteur S~ perpendiculaire a 5, (tout en étant
. _ . L W i
dans le plan du triangle) et un vecteur S,” perpendiculaire a S, R
(tout en étant dans le plan du triangle). Cette construction sera 5 v yo st
nécessaire dans notre calcul puisque nos deux vecteurs S, et S, ne o 4 i
int
sont pas paralleles (S-S, #0). Cette construction est possible ' X
gréce aux calculs Définitions des vecteurs perpendiculair:es aux
segments.
—~ 1 — = 1

S, =AxS, et S, =NxS5,

Avec ces deux nouveaux vecteurs, il est maintenant possible d’isoler t, et t, dans notre équation de W
en utilisant le produit scalaire pour annuler des termes de 1’équation. Débutons avec le vecteur
s, =NAxs, afin d’isoler t, :

W=St +S,t, +At, =  W-5 =(5t, +S,t, +At,)-5° (Produit scalaire avec s,")
=  W-S =St -5 +5t,-5 +At,-5  (Distribuer produit scalaire)
= WS =55t (5,°S, =0 et A5~ =0)

—~ =1
W-S
= t=— (Isoler t,)
525
W'ﬁxi —~ 1 A =
= t,= . 5 =Ax3
= e (5" =fixs,)
5, xS
W'( Alx‘Z jxgl
= t,= 5, S| (A=2""2)
i = S, XS, = | 1 §2|
27l o= |X%
| 1><52|
W- (5, xS, )xS L e
= |t,== (_1 _2) 2 (Simplifier terme |3, x5,| )
2 (1><52)>< 1

Avec I’identité du triple produit vectoriel

(ﬁxﬁ)xé :6(3-6)—3(6-6) ,
on peut reformuler 1’équation de t, sans faire 1’'usage du produit vectoriel® en remplagant les produits
vectoriels par 1’expression

Z Cette stratégie permet de calculer t, a I’aide d’un ordinateur plus efficacement.
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Cette reformulation rend le calcul numérique plus rapide a effectuer. Ainsi, nous avons 1’expression
suivante pour t, :

o Rl o W66 5)-5(6 5 ((axb)~c=b(a-c)-afb-c))
S2 '(Slxsz)x 1 S2 [52(51 'Sl)_sl Sy 52)]
= t,= (w Az)fgl _§1)__(A'§1)(:1 2§2) L (Distribuer produit scalaire)
(51 S1)(52 '52)_(31 52)
Par analogie, on peut utiliser 5, =Aix s, et exploiter le fait que
5,-S, =0 et A-s," =0

afin d’isoler la variable t; de I’équation I = P, +St; +S,t, +Nt, et donnant I’expression

t = (W'§1X§2 '§2)_(W'§2)(§1 '§2)
' (§1'§1)(§2'§2)_(§1'§2)2

L’intersection d’un rayon avec un triangle en coordonnee barycentrique

A partir d’un rayon y1 _(09) b>0Db,>0
rraly:r0+vt ) ‘ bl+b2S1
nous pouvons évaluer le temps t, . requis afin de réaliser aryoentio

barycentrique

'(blibz)

I’intersection du rayon avec le plan d’un triangle positionné
en P, ayant deux segments §, et S, a l’aide de I’équation

...... . I’Int
At+B=0 ~
o L p (10)
telque A=n-v et B:n-(r0 —PO) .
. iy : o L X
En évaluant la position de I’intersection a I’aide de 1’équation

N N N L’intersection sera a lintérieur du triangle si la
e =0 TV tint , coordonnée barycentrique de I’intersection (t;, to) respecte

les contraintes.

nous pouvons obtenir les coordonnées barycentriques de T,

int

avec les deux expressions

_(W'§1X§2'§2)_(W'§2 §1'§2) e :(W'gz)(gl'gl)_(w'gl)(
bl B t b2 (§1 ‘§1)(§2 ‘§2)_(§1 S, )2

ou

Pour évaluer I’état de ’intersection, nous avons deux scénarios a analyser :

Critere & satisfaire afin que Critere a satisfaire afin que
I, SOita l'intérieur du triangle I, Soita l’extérieur du triangle
b,>0,b,>0cet b +b, <1 b, <Oou b,<0ou b +b, >1
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L’interpolation linéaire de la normale a la surface d’un triangle a I’aide

des coordonnées barycentriques

Considérons un triangle formé a 1I’aide des trois points P, P,

et P, ot ’on a attribué une normale a la surface fi,, fi, et f,

distinctes pour les trois points du triangle. Ces normales seront
utilisées pour des calculs d’illumination et non des calcul
d’intersection.

Bien que la normale géométrique au plan formé par le triangle
demeure calculable par la formule

2]
%

2 _ _ _ _

n= ou s -B, §5,=PR-F ,

%

S
Il

—

1X
X

o

s:

(%
v

attribuer une normale a chaque point du triangle permet de
simuler un «effet de courbure» pour un algorithme
d’illumination.

http://cgi.tutsplus.com/tutorials/secrets-to-creating-low-
poly-illustrations-in-blender--cg-31770
Comparaison entre un smooth shading avec
interpolation des normales aux sommets d’un polygone
et un flat shading avec normales unique pour I’ensemble
du polygone.

Pour évaluer la normale a la surface du triangle en une coordonnée barycentrique (bl,bz) du

triangle, on peut utiliser 1’équation suivante pour effectuer le calcul de I’interpolation linéaire de la
normale a la surface en fonction de la coordonnée barycentrique du point dans le triangle :

r"\]interpolé = r4\]0 (l_ bl - b2)+ rA‘lbl + ﬁ2b2

ou Ninterpolé : Normale interpolée en coordonnée (b, ,b, ) du triangle.

A,, A, A, : Normales aux trois sommets P,, P, et P, du triangle.
(b, ,b, ) : Coordonnée barycentrique du point dans le triangle.
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