Chapitre 7.X1 — Autres applications des matrices
dans le ray tracer

La matrice de rotation selon ’axe x, y et 7

La matrice de rotation R_,_ effectuant dans I’ordre! une rotation autour de ’axe x, I’axe y et I’axe z
correspond au produit des trois matrices R, R et R, dans I’ordre tel que
R,=R-R R

que 1I’on peut résoudre algébriquement afin d’obtenir le résultat

cc. ssc—cs. csc+ss. 0
' c,s. sss.+cce. css. —sc 0
;T
s, s.C, c.c, 0
0 0 0 1
ou
c, =cos(d,), s, =sin(6,), ¢, = cos(ey), s, = s1n(t9y), c.=cos(f,) et s, =sin(4,) .
Preuve :

Deéveloppons Iexpression R, =R_- R -R_en réalisant algébriquement le produit des matrices :

R,=R R R (Calcul a effectuer)
c. =s, 0 0 ¢ O s, 0)1 0O 0 O
s, ¢ 0 0] 0 1 0(|0 ¢, -5, O
= R = (Remplacer R, R et R)
00 1 0f-s, 0 ¢, 0//O0 5, ¢ O g
0 O 1I)Lo 0 0 1){0 0 0 1
c. =s. 0 0)e¢ 55, cs, O
» s, ¢ 0 0] O c. -s. 0 (Calcul de R R -R)
= = alcul de =R, -
= 0 I Of-s, sc, cc, O ot
0 0 01 0 0 1
cc, ss,c.—cs. csc +ss. 0
cs, sss +cce, css. —sc, 0
= R, =" Y y [ (Calculde R, =R.-R )
i -, s.c, c.c, 0 i
0 0 1

! Ceci est valide en raison de la convention droite gauche des multiplications v = M i1
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La matrice de rotation selon ’axe z, y et x
La matrice de rotation R, effectuant dans I’ordre? une rotation autour de I’axe z I’axe y et I’axe x
correspond au produit des trois matrices R, R, et R, dans I’ordre tel que
R_.=R.-R R
que 1I’on peut résoudre algébriquement afin d’obtenir le résultat

c,c. -c,8 s

y-z y O
R = cs. +ss.c cc —sss, —sc, 0
Yo |ss.-ese. sce.+ess. ce, 0
0 0 0 1
ou
c, =cos(8,), s, =sin(6,), c, = cos(é’y), s, = sin(Hy), c. =cos(f.) et s, =sin(6.) .
Preuve :

Développons I’expression R, _ =R - R - R, enréalisant algébriquement le produit des matrices :

R,.=R-R R (Calcul a effectuer)
I 0 0 O0)e¢ O s, O)c, -5, 00
0 ¢, -s, O]l 0O 1 O Offs, ¢, 0O
= R = ’ (Remplacer R, R et R))
P10 s, ¢, Of=s, 0 ¢, 00 1 0 g
0 0 0 1 0 0 1){0 0 0 1
1 0 0 0)ce —cs s, 0
N R 0 ¢, -5, O s, c, 0 0 (Calculde R =R -R.)
= alcul de =R -
0 s, ¢, Of-se. oss.oc, O 0T
0 0 0 1 0 0 0 1
c,c. -8, s, 0
cs,+ssc cc —sss  —sc 0
= R, =|" Y ! g ] (Calculde R, =R, -R )
ss.—csc sc +ess  cce 0
0 0 0 1

2 Ceci est valide en raison de la convention droite gauche des multiplications Vv = M u

Note de cours rédigée par Simon Vézina Page 2



Déterminer les coefficients de rotation Rzyx

Pour déterminer les coefficients de rotation 6, , 6, et 6, pour ma matrice R_, que I’on doit utiliser

pour faire tourner un vecteur initial # dans une nouvelle orientation v, il faut :

Définir I’orientation de départ # et I’orientation finale v en vecteur unitaire.

Choisir I’ordre de I’application des matrices de rotations comme R_, .

Définir deux autres vecteurs en lien avec i pour former une base compléte dans R’ .
Connaitre 1’expression mathématique des deux autres vecteurs apres la rotation.

Résoudre un systéme d’équations couplées non linéaires regroupés dans des matrices.

Si I’on désire faire tourner le vecteur i; =(0 0 1 1)envecteur v, =(x y z 1)al’aidedela

matrice de rotation R_, , nous aurons besoin des angles suivants :

6. 6, 0.
Si x =sin(o, ), Si z= cos(&x)cos(ay ),
alors 0. =0 . alors 0, =0 .
Condition 0. :g
Si x =sin(o, +7), Siz= cos(@x)cos(ﬁ - Gy),
alors 0 =0 _+7. alors 0, =7 —o0,.
Outil X . y
= arctan| ———— - _
de caleul o, = arctan| ] = o, arcsm[ e "
Cas particulier v=(1 0 0) v=(-1 0 0)
(‘\}Zz+y2:0) QXZO 5 8),:% , 0220 0}(:0 , 9}}:—% , 02=O
Preuve :

Comment trouver les coefficients de rotation 6,, 6, et 6, afin de tourner un systéme d’axe classique

xyz en un systéme d’axe tel que le vecteur unitaire z passe de

ﬁ3=(0 0 1 1) vers \732()6 y z 1)

Avec les deux autres vecteurs

i, =01 0 0 1)
i,=(0 1 0 1)

Que I’on veut transformer en v, et v, tel que

v, L, et V, =V, XV,
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On peut également écrire les contraintes sur v, sous une forme isolée tel que

V, = V3 XV,

Pour ¥, L ¥,, il y a plusieurs solutions admissibles. Si* v, # ii, = (1 0 0 1), on pourrait prendre

Vy XU,

V= ———
7, <@

Ainsi, v, sera dans une direction tel que v, L v, et ¥, L u, qui est une solution particuli¢re, mais il y a

de toute facon plein de fagon de tourner notre systéme d’axe pour amener i, a v, . Calculons alors v, :

Uy xid iy rzk)x(17
PRSLUR N A8 YR30 (1
|v3 xu1| |v3 ><u1|
_zj-yk
:> v1:#
5, x|
_ zj-yk
. = J=Y
27 +y?
Calculons maintenant v, = v, XV, :
— — — — - = T Zﬂ'_ l;
V, =V, XV, = vzz(x1+y]+zk)>< %
z+y

= :%(x7+yj+zl€)x(z]—yl€)

z 4y
= 1 2 2\ = T
= %= - 2) - (= 2(0)7 + (k- H(0))é]
z°+y
_ 1 2 2\ = 7,
= v2=—[—(y +z )z+xy]+xzk]
22+’
= V=i ie—2 G+ f
’ J22+y T 2 4y?
Sous forme vectorielle regroupée en matrice, nous aurons
0 —Jz2 +y? X
z Xy y 1 00
V=R u _ \/Zz_'_yz \/Zz_'_yz R, 010
) -y Xz z 0 0 1
\/zz+y2 \/zz+y2 I 11
1 1 1

3 Le non-respect de cette contrainte correspond a notre cas particulier.

Note de cours rédigée par Simon Vézina Page 4



Remplagons I’expression de la matrice R_, et effectuons le calcul R u:

v=R_u
0 —z*+y’ X
z xy ’ cc, ss,c.—cs. csc+ss. 0)(1 0 0
. \/ZZ +7 \/ZZ + 7 | es. sess.tee, cess.—sce 00 10
-y Xz . -, s.c, c.c, 010 0 1
JZ2 4y 2y’ 0 0 0 11 11
1 1 1
0 —Jz2 +y? x
z Xy ’ c,C, $.5,0,—CS. CS.C +S.S,
— \/Z2 +y2 \/Z2 +y2 _ CySz SxSySz +Cxcz CxSySz —S,C,
-y Xz z -, s.C, c.c,
\/zz +y? \/22 +y? 1 1 1
1 1 1

Pour résoudre ce systéme d’équations, nous devrons comparer un ¢lément de la matrice de gauche avec
un ¢lément de la matrice de droit pour en tirer des conclusions.

Débutons notre analyse en supposant que/z> + y° # 0: (exclusion des cas v = (il 0 O) )

e Enligne 3, colonne 1 (M) :
y

_ = —§¢

Nous pouvons effectuer I’arcsinus et obtenir I’angle 6, :

y . _ y
_T);Z:—Sy — Sln(&y)—TJ/z
0 =lo ,7— . = el e
= ; {O'y T O'y} ou o, = arcsi > e

e Enligne 3, colonne 2 (M ,,) et en ligne 3, colonne 3 (M,,) :

Xz
=S5 C et zZ=cC.C

T xCy x“y
Jzi+y?
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En effectuant la division de ces deux expressions, nous obtenons 1’angle 4 :

Xz
[ s, - sin(@x)cos(é’y) _xz/zP+y°
z - c.c, cos(Hx)cos(Hy) - z
N sin(@, ) 3 X
cos0,) 1y
= 0. ={o,,n+o.} ou Gx:arctan#
e Enligne 1, colonne 1 (M) :
O=c,c,

Puisque ¢, peut prendre n’importe quelle valeur puisque 6, = {0' r—o, }, cette égalité sera vérifice

y b
uniquement si 6, = i% ,car ¢, =cos(6. )= cos(i gj =0).

Ainsi ;

Maintenant que nous avons deux choix d’angle pour nos paramétres 6_, @_ et @_, nous devons trouver
X y z

une fagon de les déterminer. Débutons par exploiter le fait que 6. = iE ce qui donnera des valeurs a

c. =0 et s, =*1. Remplagons les expressions de ¢, et s, dans notre systéme d’équations représente

matriciellement :
0 —Fer
z Xy c,c, s;8,0.—CS. €S +S.S,
\/Zz + 32 \/zz + 7 Y _| 6. sisysotec, oS, s
-y Xz z -5, 5.C, c.c,
J22+y 24P 1 1 1
1 1 1
[_2 2
2 ny+y * c, O) sty(O)—cx(J_r 1) cxsy(0)+ sx(i l)
. \/Zz +y2 \/22 +y2 Y _ cy(J_r 1) sty(i 1)+ c, 0) cysy(i 1)—Sx 0)
-y Xz -5, s.c, c.c,
N P ) 1 1 1
1 1 1
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0 —\Jz2+y? x
z xy 0 $Cx in
y
. \/zz +y7 \/zz+y2 _ fc, *s.5, *cgs,
-y Xz . -s, 8.,  cc,
\/Zz+y2 \/Zz+y2 1 1 1
1 1 1
z2+y° X e, ts
z 2xy y | ¥, Es.5, Fegs,
= \/z +y \/z +y = e
z Y
1 1 1
1 1 1

e Enligne 1, colonne 3 (M, ):

x==xs,
Imposons le choix 6, = % ce qui donnera 1’équation
X=+4+s,
Ainsi : (avec 6, =+ — 5 )
> Si x=sin(c,),alors 8, =o,.
> Six=sin(o, +7),alors 8, =c_+7.
e En ligne 3, colonne 3 (M,,) :
z=c.c,

Puisque 0. a été impose pour déterminer 6, utilisons 6, pour determiner 6, .

Ainsi :
e Siz=cos(d )cos(ay), alors 0, =0 .

X

e Siz=cos(@ )cos(;r—ay), alors 0, =7 —o0o,.

X

Dans les deux cas particuliers ot 7 =(1 0 0) et =(~1 0 0), le calcul de /z* +y* =0 ce qui

provoquera des divisions par zéro dans nos calculs. La détermination des dans pour ces deux cas étant
trivial sont laissé a la discrétion du lecteur. m
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La matrice de rotation selon un axe u

Soit un axe de rotation u# normalisé tel que

A - = T \ 2 2 2
u=uld+u,j+uk ou \/ux +u,” +u,” =1

dans un systéme d’axe xyz. La matrice de transformation permettant d’effectuer une rotation d’un
angle 6, autour de ’axe # passant par I’origine est

Cette matrice peut étre simplifiée sous la forme

uxz +(1—th2 )c” uxuy(l—cu)—uzsu uxuz(l—cu)Jr us, 0

R - uxuy(l—cu)+uzsu uy2+ l—uyz)cu uyuz(l—cu)—uxsu 0
! uxuz(l—cu)—uysu uyuz(l—cu)+uxsu uz2 + l—uz2 y 0
0 0 0 1

tel que
c, =cos(<9u) et s, = sin(@u) .

Dans Ia littérature, cette matrice porte le nom de la matrice des cosinus directionnels (direction cosine
matrix).

Preuve :

En construction ...
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La matrice d’homothétie, rotation xyz et translation

La matrice de transformation M,,,_ . effectuant dans I’ordre* une homothétie, une rotation autour de
’axe x, I’axe y et I’axe z et une translation correspond au produit des cinq matrices Sc, R, R, R, et

Tr dans I’ordre tel que

M s =Tr-R.-R - R, - Sc
(’ordre objet vers monde)
que 1I’on peut résoudre algébriquement afin d’obtenir le résultat
sc, (cycz) sc, (SxSycz _stz) sc, (chycz + stz) I,

sc, (cysz) sc, (sxsysz + cxcz) sc, (cxsysz - sxcz) i,

Mgense = —Scx(sy) sc, (sxcy) sc, (cxcy) tz;:
0 0 0 1
ou
c,=cos(d,), s, = sin(@x), c, = cos(ﬁy), s, = sin(Hy), c, = cos(@z) et s, = sin(@z) .
Preuve :

Deéveloppons I'expression M, .. =Tr-R.-R -R -Sc en réalisant algébriquement le produit des
matrices :

M s =Tr-R.-R,-R - Sc

= MTrRznyc = T]" ) Rzyx ’ SC
1 0 0 )fce, ssc.—cs. csc+ss, 0)se, 0 0 0
010 wi{cs sss +cc css —sc, 0| 0 sc, 0 O
= Mg = 0 0 1 try —ysy ' 5.C, ycxcv 0 0 Oy sc. 0
0 0 0 1 0 0 0 I)yo 0 0 1
1 0 0 tr \sc, (cycz ) sc, (s 5,6, —C,S, ) sc, (cxsycz +5.8, ) 0
M {01 0 | sc (cysz) sc (stysz +c.c ) sc, (cxsysz —chz) 0
- TS0 0 1 || —se, Sy) sc, (chy) sc, (cxcy) 0
0 0 0 1 0 0 0 1
sc, (cycz) sc, (sxsycz - cxsz) sc, (cxsycz + sxsz) I,
| sc, (c Sz) sc \s.s s + cxcz) sc, (cxs S, —sxcz) tr,
= M = —scjsy) ' Scyy (chy) Sc:(cxcy) trj .
0 0 1

# Ceci est valide en raison de la convention droite gauche des multiplications v = M i1
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La matrice de translation, rotation zyx et d’homothétie

La matrice de transformation M effectuant dans 1’ordre’ une translation, une rotation autour de

ScRxyzTr
I’axe z, I’axe y et I’axe x et une homothétie correspond au produit des cinq matrices 7r, R, R, R, et

Sc dans I’ordre tel que

Mgpper, =S¢ R-R,-R_-Tr

(’ordre monde vers objet)
que I’on peut résoudre algébriquement afin d’obtenir le résultat

sc, (cycz) —sc, (cysz ) sc, (sy) sc, (cycztrx —C,8.0r, + sytrz)

Y, _ sc Ry, sc R, —-sc\s.c,) sc\Rgtr,+ R, tr, - sxcytrz)
ScRxyzTr
sc.R,, sc.R,, scec, S \Rytr, + Ry, tr, + ¢ c tr,
0 0 0 1
ou
Ry=cs.+ss.c., Ri=cc.—sss., Ry=ss.—csc et R =sc +css. .
avec
c,=cos(@,), s, =sin(8,), c, = cos(¢9y), s, = sin(Hy), c.=cos(f,) et s, =sin(4,) .
Preuve :
Developpons I'expression M., =Sc-R.-R -R_-Tr en réalisant algebriquement le produit des
matrices :
M pper, =S¢ R -R, R -Tr
= M pyr, =Sc-R - Tr
sc, 0 0 ¢,c. —c,8, s, 0)(1 0 0
N Y, 0 sc 0fcs. +ss,c cc —sss —sc, 0]0 1 0
ScRxyzTr
0 0 wsc. Oflss.—c¢sc sc+ess. cc, 010 0 1 m
0 0 0 1 0 0 0 1)J0 0 0 1

Afin d’alléger la notation, introduisons les définitions

Ry=cs.+ss.c., Ry=cc =585, Ry=ss,—csc et R, =sc +cs.s, .

x“yTz 2 z xZyhz o

3 Ceci est valide en raison de la convention droite gauche des multiplications Vv = M u
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Apres avoir simplifié la notation de notre expression, complétons le calcul matriciel :

sc.. 00 O)ce —-cs. s, 0)1 0 0
M _ 0 sc¢, 0 O] Ry w —sec, 010 1 0 1
MO0 0 s, O| Ry Ry, cc, O[O0 0 1
0O o0 o0 1)L 0 0 0 I){o 0 0 1
sc, 0 0 O)ce —cs s, C,CIr —C s, Ir, + 5 1T,
— Y 10 s, 0 O|R, R, -—sc Rotr,+Rtr,—scir
SREr 0 0 se. O Ry, Ry cc,  Rytr,+ Ry tr, +cctr.
0 0 o0 1)L 0 0 0 1
sc, (cycz) —sc, (cysz) sc, (Sy) sc, (cycztrx —C,8.Ir, + sytrz)
— M sc, Ry, sc, R, —sc, sxcy) se,\Rytr. + R, tr, — sxcytrz) -
SR Se Ry, sc.R,, sc.ee, sc (Rzotrx + Ry tr, + cxcytrz)
0 0 0 1

La matrice de transformation objet-monde et monde-objet

La matrice de transformation A/, _de I’espace objet vers I’espace monde a été¢ définie tel que
M,,.=Tr R -R, -R -Sc
ce qui correspond a 1’expression

oom — M pRzpse
avec les paramétres
Sc = Sc(scx,scy,scz), R, =R.(6,), R, = Ry(Hy),
R =R(0.) et Tr= Tr(trx,try,trz) .

Pour ce qui est de la matrice de transformation A, de ’espace monde vers I’espace objet, il faut
s’assurer que 1’identité

I=M,, M, =M_ M

m—o0 m—o0 o—m

ou / est la matrice identité est belle et bien respectée.

Puisque les formes des matrices d’homothéties, de rotation et de translation sont semblables a leur
inverse, nous pouvons modifier les différents parameétres de ces matrices afin de respecter notre identité
et utiliser la forme de la matrice Mg, . pour construire la matrice de transformation M Ceci

m—o *

nous permet d’affirmer que

M M

m—o

ScRxyzTr

avec les parametres

Se=Sdl/sc,1/sc,,1/sc.), R, =R (-0,), R, =R (-06,), R, =R.(-6.) et Tr=Tr(-tr,,~tr,,~1r.).

y
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Preuve :
La preuve proposée nécessite d’effectuer le calcul

I :M0—>m .Mm—)o :MTrRznyc 'MSCR)Q/ZTI‘

avec des parametres
Sc=Sclsc,,sc,,sc.), R, =R.(0.), R, =R(6,), R.=R.(6.) et Tr =Tr(tr,,tr,.1r.)
pour la matrice M, etavec des paramétres
Sc=Scll/sc,,1/s¢,,1/sc.), R, =R.(-6,), R, =R (-6,), R. =R.(~0.) et Tr =Tr(~tr,,~tr,,~1r.)
pour la matrice M

ScRxyzTr *

Cependant, ce long calcul est laissé a la discrétion du lecteur.
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