Chapitre 7.2¢ — L’intersection de géomeétrie complexe
dans le ray tracer

L’intersection d’un rayon avec un tube infini

L’intersection d’un rayon avec un tube infini (un cylindre
infini sans extrémité) de rayon R positionné a un point 7. et
aligné selon 1’axe § se calcul grace a la résolution d’un
polynome du 2° degré en temps ¢

At* +Bt+C=0

telque A=V, -V, , B=2F, v, et C=F 7, R’

ol 7, =8x(f—7)x5 et ¥, =(§xvx5)

avec! 7, : Origine du rayon (position d’émission du rayon).
v : Orientation du rayon (||\7|| =1, vecteur unitaire).
7, : Position ou passe le tube.
§ : L’axe du tube.
R : Rayon du tube.

Preuve :

En premier temps, il faut développer une
expression nous permettant d’évaluer la
distance D entre la position de 1’intersection

Iy €t1’axe de réference que forme le tube.

En utilisant le point 7. sur I’axe du tube et

une projection a 1’aide de la fonction
trigonométrique sinus, nous obtenons

oy — 7 sin(6)

ray

|2]=

Cependant, évaluer I’angle @ sera difficile. Pour contourner cette réalité, nous utiliserons le produit
vectoriel® avec 1’axe du tube 5.

I La lettre A faite référence a I’axe du tube.
2 Produit vectoriel : 4x B = ‘ 2‘ B‘sin(@)ﬁ
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Par la suite, on peut former le vecteur D de la fagon suivante :

D=§x(r, —F)x§ =  D=8x((f+vt)-#)x3 (Remplacer 7., =7, +7t)
= D=5§x(# 7 +vt)x§ (Réécriture)
= D=5§x(7,— 7 )x§+8§xtx$ (Distribution)
= D=5§x(f 7 )x§+(§xVx3)t (Factoriser )
= D=7, +(Exvx§) (Foo =§x(7—7)x5)
=  |D=F,+V,t (v, =(§xvx5))

En exploitant le calcul du produit scalaire®, nous pouvons formuler un polynome du 2° degré selon le
temps ¢ qui permettra d’identifier le moment de I’intersection s il y a lieu selon 1’expression de D :

D= HDH = D= HFAO + \7A1H (Remplacer D =7, +¥,¢)
= D’ = HfAO +\7AIHZ (Mettre au carré)
= D’ =(Fy, +7,1) (P +V,u2) (Propriété : HZIHZ =A4-4)
= D’ =Ty Ty + 2T Vst +V, VL (Distribution)
= |V, V2T Vit + Ty Py — D’ =0 (Regrouper les termes)

A partir de notre expression permettant d’évaluer le temps # requis pour effectuer une intersection entre
un rayon 7, et une distance D a un axe, remplagons la distance D d’un tube par la valeur R qui est

constante et construisons notre polyndme du 2'°™ degré :

Vy Vb + 27 Vyt+ Ty Ty — D7 =0 (Equation précédente)
= Ty VNl 2R Tyl Ty Ty —(R) =0 (Remplacer D = R)
= (\7A “Va )t2 + (2 Tao *Va )t + (FAO Ty — R’ ): 0 (Réorganiser les termes)
= A +Bt+C=0 m (Remplacer 4, B et C)

3 Produit scalaire : 4.3 = ‘;1‘ ‘ B‘ cos()= A4,B, + A,B, + A.B,
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L’intersection d’un rayon avec un tube

L’intersection d’un rayon avec un tube de rayon R délimité par
les deux points 7,, et 7,, se calcul grice a la résolution d’un

polynome du 2° degré en temps ¢
At +Bt+C=0

tel que A=v, v, , B=2r-v, et C:?AO'FAO_R2

N N _ A (= - A A
on  §=AE AL =8x( =7y )X, v, =(xVx§)
|rA2 _rA1|
avec* 7, : Origine du rayon (position d’émission du rayon).

v : Orientation du rayon (||\7|| =1, vecteur unitaire).

.- Position de I’extrémité 1 du tube.

Ny

", . Position de I’extrémité 2 du tube.

=

: Rayon du tube.

En plus de solutionner un temps ¢ réel et positif, la position de I’intersection 7 au temps ¢ doit étre

ray
située entre les deux extrémités 7,, et 7,, de ’axe ce qui correspond a satisfaire les deux contraintes

(fray —fAl)'§>0 et (fray —fAz)'§<0 avec Tray =I7O +vt.

(coté intérieur a 7', ;) (coté intérieur a 7'y, )

Preuve :

A partir de la démonstration précédente, nous pouvons affirme que le temps d’intersection d’un tube est
un sous ensemble des solutions de I’intersection d’un tube infini.

Pour satisfaire I’intersection entre les deux extrémités du
tube 7,, et 7,,, on peut construire les deux vecteurs

Py ~ Tal et Ty ~Taz-

Avec I’axe du tube s et le produit scalaire, une intersection

- \or s s o
I,y Seraa l'intérieur du tube par rapport a 7,, si

(17 y _FAI)' $>0 (méme sens que S)

ra;

et sera a 'intérieur du tube par rapport a 7,, si

(17 — 7A2 ) §<0 . (sens contraire a §) |

ray

4 La lettre A faite référence a I’axe du tube.

Note de cours rédigée par Simon Vézina Page 3



L’intersection d’un rayon avec un cone

L’intersection d’un rayon avec un cone dont le centre
de la base de rayon R est situé¢ au point 7,, et la point

du cone est situé au point 7,, se calcul grace a la
résolution d’un polyndme du 2¢ degré en temps ¢

At* +Bt+C=0
tel que
RZ 2
A=V, -V, —v.. — , B=2F, v, +2Wv. —
—Va " Va e > A0 VA s 2
R2
- = 2
et C=FyTy—W —
H2
vy, —r
\ a A2 Al - aulz = A= AL=o A — — A — —
ou s:—|_ - | , erzsx(rO—rAl)xs, VA=(S><v><s),h=(rray—rAl)-s, H:|rA2—rA1 ,
r r
A2 Al

hy =7 —7, )-8, v, =v-§ et W=h_ —h,

avec® 7, : Origine du rayon (position d’émission du rayon).
v : Orientation du rayon (||\7|| =1, vecteur unitaire).
7, Position centrale de la base du cone.
7,, : Position de la pointe du cone.
R : Rayon de la base du cone.

En plus de solutionner un temps 7 réel et positif, la position de I’intersection 7, au temps 7 doit €tre
située entre les deux extrémités 7,, et 7,, de I’axe ce qui correspond a satisfaire les deux contraintes

(}7 —7A1)~§>0 et (me_FAz)'§<0 avec Ty =T VL.

ray

(coté intérieura 7, ) (coté intérieura 7,, )

5 La lettre A faite référence a I’axe du tube.
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Preuve :

En premier temps, il faut définir la fonction D
représentant la distance entre la position de
intersection 7, sur le cdne et I’axe du cone. Puisque

la distance débute avec une valeur R étant le rayon de
la base du cone situé au point 7,, et que cette distance

varie linéairement jusqu’a une valeur nulle a la point
du cone au point 7,,, ’équation D sera égale a

I’expression suivante :

D =D(h)= (1 —%)R

ou hz(? —FAI)-§: Distance paralléle a I’axe du cone entre le point 7,, et la position de

ray

- S
'intersection 7, .

H= |FA2 - FA1| :  La hauteur du cone.

Développons la fonction D afin d’évaluer une expression pour D’ :

D= 1—1]12
H
(l_/:ray _FA1)§j
= D=|1--= 27" IR
H
-  p- 1_(70+vz—fAl)-§jR
H

U
)
I

R
W—v.t)—
)&

2
= D*=W-vt) %

2

= D’ =(W2 —2stt+vfr2)§—

2
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(Expression de D)

(h=F, —7,)$)

(Ty =To +1)
(Réécriture)

(hy =5y =7)-5)

(v, =v-5)
(Dénominateur commun)
(W=h,, —h)

(Mettre au carré)

(Calcul)
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A partir de I’expression
Vy VN + 2T Vyl+ Ty Fag—D* =0

développée précédemment pour évaluer I’intersection d’un rayon avec un tube infini, remplagons D>
dans I’expression afin de formuler notre polyndme du 2" degré pour I’intersection avec le cone :

Vy VN + 2T Vyl+ Ty Fay—D> =0 (Expression)
R2
=V, VN 2T VT Ty — (W2 —2stt+vs2t2)? =0 (Remplacer D)
R’ R’ R’ _—
= Uy, =V, e 2 +| 27,V + 20, e t+| Frg Tro =W | 0 (Réorganisation)
= At> +Bt+C=0 | (Rempl. 4, Bet C)

Pour s’assurer que I’intersection au temps ¢ est située entre les deux extrémités 7,, et r,, du cone, il
faut utiliser la méme démarche que pour le tube ce qui a déja été démontré.

L’intersection d’un rayon avec un tore

Un tore est une forme géométrique qui a ’apparence d’un
beignet. [.’équation implicite d’un tore situé¢ dans le plan xy et
centré a I’origine est égale a I’expression
2
<x2 +y*+z° +Rmaj2 —Rminz) =4R 2(x2 +y2)

maj

ou Rmgj est la distance entre le centre du tore et le centre de la
partir cylindrique du tore (major radius) et Rmin est le rayon

du cylindre appartenant au tore (minor radius). https://fr.wikipedia.org/wiki/Tore
Un tore dans le plan xy centré a 1’origine ol Rinaj = 3Rumin

Pour réaliser I'intersection du tore avec un rayon 7, , nous pouvons décrire nos concepts a 1’aide des

parametres suivants :

}

: Origine du rayon (position d’émission du rayon).

o

v : Orientation du rayon (||\7|| =1, vecteur unitaire).
7, : Position centrale du tore.
i : L’orientation de la normale au plan du tore.

R .. : Rayon du tore .
R_., : Rayon du cylindre du tore.
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L’intersection d’un rayon avec un tore centré a la position 7, dont ’axe de la normale au plan du tore
est alignée selon 7 se calcul grace a la résolution d’un polyndéme du 4° degré en temps ¢

At* + B +CH*+Dt+E=0
tel que
A= 512 B =26, C= (251 B+ 7722 _4Rmajz7/1)

D =2n,p, _4Rmaj2lu2 E= ﬂ32 _4Rmaj2a3

et avec les changements de variable suivant :

Changement de base avec k; #
(sinon, on peut prendre j comme référence dans le calcul de 7;)

)

Jr =1€TX;T

— n - ZXT

k=L
T _ . =
z !

(pour avoir 7, X j; =k, )

FxE]

)

Projection des vecteurs dans la nouvelle base

Fer =77ty e =0 Jr P =07 Ky
Vo =1 "It Fo =% Jr Vo =Ty Ky
V. =V-ip v, =V j; v, =V-k;

Changement de variable en lien avec les coefficients 4, B, C, D et E

a3 = aZ _zrxorxT _2ry0’/:vT

2 2
o =rqy Ty

2 2
o, =, +1, +71,

2 2 2
ﬂl :Rmaj _Rmin +al +rzT

2 2 2
ﬁz :ﬁ1+rx0 +ry0 +rzO

ﬂ} = IBZ - 2rx0rxT - 2ry0ryT -

25ty

2 2
n=v, tv,

2
o=y, +v,

Hy, = 2(:”1 Ve~ vyryT)

772 = 2(771 _vx’/j\'T _VyryT _vzrzT )

;Lll = rxovx + ryOVy

Th =l + 1,4V

Preuve :

L’équation d’un tore centré a 1’origine dans le plan xy est

(x2 +y2 +z? +ij2 —Rminz)2 = 4ij2(x2 +y2)

Pour développer une expression d’un tore centré en 7, avec une normale au plan du tore 7, nous

devons définir une nouvelles base 7., j; et k, tel que

ky = et i"l':‘ _‘ Jr = ky ¥y
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ce qui assure i x j; =k, . Ce choix impose cependant que k, # i . On peut mesurer la distance x, y et z
dans notre nouvelle base avec les équations

x=(’7_77T)'7T > yz(F_FT).jT et Z:(F_FT)'kT

ou 7 correspond & un vecteur position d’un point sur le tore.

Effectuons le produit scalaire afin d’obtenir une notation plus compacte :

=G-RVE = amri-Rd

= X=r —Tg

Nous pouvons généraliser I’ensemble des calculs a I’axe y et z dans le tableau suivant :

Selon I’axe x Selon I’axe y Selon ’axe z
X=1 — Tl Y=r—Iy Z=r Iy
rX:F-fT FyZF'jT FZZF'ET
T =P iy ryT:’7T'jT VzT=‘T'/€T

, . 2 2 .
Développons I’expression de x™ = (rx — rxT) ce qui donne

2 2 2
X =1 =2rr +r,

Nous pouvons généraliser I’ensemble des calculs a I’axe y et z dans le tableau suivant :

Selon I’axe x Selon I’axe y Selon I’axe z

2 2 2| 22 N 2
X _rx 2rxrxT+7;rT Yy —l"y 2ryryT+ryT z _rz _2rzrzT+rzT

Puisque 7 =7, + V¢, nous aurons a développer r, :

r.="r-ip = rx:(r0+vt)-iT
= v, =T, iy +V-it
= rx:rx0+vxt (er:}_;O'Zl'etvx:‘?'lTT)

Nous pouvons généraliser I’ensemble des calculs a I’axe y et z dans le tableau suivant :

Selon I’axe x Selon I’axe y Selon I’axe z
r.=r,tvi r,=ry, tvi r,=r,tv,t
T =Ty Iy oo =Ty Jr rZO:FO-/;T
v, =V, v, =V jp v, =V-k;
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J . . 2 2 .
Développons maintenant 1’expression de .~ = (rxo +v, t) ce qui donne

2 2
ro=r, +2r

X x0 x

2.2
oV IV, 1

Nous pouvons généraliser I’ensemble des calculs a I’axe y et z dans le tableau suivant :

Selon ’axe x

Selon I’axe y

Selon ’axe z

X

2
7

_ 2 2.2 2
=r, +2r v t+v.t r

y

2 2
=7, +2ry0vyt+vy t

2

2
r

z

2 2
=r, +2r v t+v 't

2

Nous allons maintenant remplacer les expressions de x*, y° et z° dans 1’équation du tore :

(xz +y2 +z° +Rmaj2 —Rmmz)2 = 4Rmajz(x2 +y2)

2 2 2 2 2
((rx —2rr o +r, )+(ry =2r,ry + 1 )+(rz -2

maj

x'xT

=4R_° ((rxz =2rr,

y

2 2 2
+7, )+ (ry — 2ry P+ ))

rr.

2
z' T +rzT )+R

2 22
_Rmin )

maj

(2 2 29 ) ) R 2_p 2 2 2)2
rx +r y +rz rxrxT ryryT rzrzT + maj min +rxT + ryT + rzT

=4R °

maj

2 2
(rx +r, =2rrg, =2

2 2
rroe trhy +71yg )

Effectuons les changements de variable

a4 =T

2 2
+ Tyt

ce qui donne I’expression simplifiée

2 2 2
(rx +r, o+ = 2rrg =2

yoyT

et B =R_’

2
—2r.r, +ﬂ1) =4R

. . 2
Nous allons maintenant remplacer les expressions de 7",

2 2 2
(rx +r, T = 2r g = 2rr,

2 2
—2rr, +ﬂ1) =4R

maj

maj

y

maj

2 2
—R,, to +rg

2 2 2
(rx +ry _2rxrxT —27" r

2 2
(rx +r, =2rrg =2r,r

yyT

YT

ra,)

2 2 7 :
r,” et r.” dans I’équation du tore :

va,)

2 2 .2 2 2 .2 2 2.2
((er +2r v t+v t )+ (ryo +2rv, t+v Tt )+ (rzo +2r v, t+v. "t )— 2rrg =2r g =2rr,

maj

X

=4R_’ ((r 02 +2r v t+ sz t* )+ (ryoz + 2ry0vy t+ vy2 tz)— 2rr, — 2ryryT + 0{1)

+B)

2 2 2 2 2 2 \2
(vx t+ v, t+ Vv, t*+ 2r v t+ 2ry0vy t+2r, v, t=2rr, — 2ryryT =2rr.+ B +r, + T+ )

=4R °

2 2 21,2
((vx v, 4V, )t + 2(’”xo"x +10V, F oV, )t —2rrg —2rr,

=4R °’ ((vx2 + vy2 )‘2 + Z(rxovx +7,0V, )t —2r.r.

maj

maj

2.2 2.2
(vx AV, 2r vt 2r v E =2y

X
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-2rr

yoyT

-2rr

YT

2 2
ta, +r, +r, )

-2rr

2 2
ta tr, tr, )

2 2 2)2
z" T +ﬂ1 +rx0 +ry0 +rzO
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Effectuons I’ensemble des changements de variable suivant :

2 2 2 2 2
o, =Q,+1, +1, By =B +ry +7r, t7
—, 2 2 _ 2
7/1_vx +vy 6‘1_7/1—'_‘}2
Iul = xOVx+ry0vy 771 =lu1+r20vz

Ces changements nous donnent 1’expression
(6,62 +2m, t =200 =277y -2 V=ar, 2y, + 20t — 270y —2 )
2t =2y oV rrat+p,) = mag V1l H 2T — 28Ty rrrta,) .

Remplagons maintenant les termes r., r, et 7,

(51 £ +2nt=2rr, =2r,ry =2rr, + B, )2 = 4Rmaj2(y1t2 +2u,t =2rr, =2rr +a2)

z' T y' T

(51 tz + 277] r— 2(rx0 + Vx t)rxT - 2(”)}0 + Vy t yT - 2(1’20 + vz t)rzT + ﬁZ )2

= X 5
= 4Rmaj (}/11‘ + 24t — 2(rx0 +v, t)rxT — 2(ry0 +v, t)ryT + az)
2
- (51 t*+ 2t =2r vy —2v r t— 2ry0ryT — 2vyryT t=2r v =2vr t+ ,82)
= 4Rmaj2 (]/It2 +2ut =2r v g —2v 1t — ZryoryT — 2vyryT t+ 052)
2 ) 2
— (51 -+ 2(771 - vxrxT - VyryT - vzrzT I+ ﬂZ - 2rx0rxT - 2’ry0ryT - 2r20rzT)

2 2
= 4Rmaj (j/lt + 2(/’11 _vxrxT _VyryT )t + a2 - 2’/‘,r0rxT - 2ry0ryT)

Nous allons faire le changement de variable suivant :

=0y = 2r oy _2ry0ryT B =B —2r gy _2ry0ryT =21,y
/uz = 2(/'!1 - vx]/;cT - vyryT) 772 = 2(771 _vxrxT _vyryT - vzrzT )

Ces changements nous donnent I’expression
2 2
(51t2 +1, t+ﬂ3) =4Rmaj (71t2 + 1, t+a3)

Développons maintenant le carré du coté gauche et réécrivons le tout sous la forme d’un polyndéme du
4'°M¢ degré :

2
(51t2 +772t+:33) =4Rmaj2(71t2 +/U2t+a3)
(51 t? +772t+,33X51 t +772t+,b’3)=4Rmaj2(ylt2 +,u2t+a3)
512 '+ St +8, pit” +m,6, 8 +7722 £+, Bt + Bio +ﬂ3772t+ﬁ32 :4Rmaj2(71t2 +/Uzt+a3)

St 428t +268, Byt® +1," 12+ 2, Byt + B, = 4ij2(ylt2 + o, t +a3)

U U U

57 14 + 25,0 +(26, By + 1,7 — 4RG3 ) + 2By — AR )t + B —4R ey =0

maj
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La derniere équation se déduit a un polynome du 4° degré
At* + B +Ct* + Dt +E =0

tel que

A= 512 B =26, C= (251 B+ 7722 - 4Rmaj271)
D =2n,p, _4Rmaj2ﬂ2 E= :832 _4Rma‘2a3

Y

ce qui conclut la preuve. m

L’intersection d’une calotte sphérique

En construction ...

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Calotte_spherique.svg
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