Chapitre 6.1 — Le ray tracer en infographie

Un ray tracer en quelques mots

Un ray tracer est un logiciel permettant de Image
visualiser une scene modelisée en 3D fondé sur la ~ Camera Light Source
théorie de [I'optique géométrique inversée. [T% 8

d
View Ray Shac

L’ objectif est de lancer des rayons depuis un
point d’observation (une caméra) et de suivre la
trajectoire optique inverse® de ce rayon.

low Ray

Lorsqu’il y a une intersection entre le rayon et un
objet de  I’environnement, un  calcul
d’illumination (shading) détermine si I’objet
intersecté est éclairé par une source de lumiére et
evalue la couleur que celui-ci va réfléchir et http://en wikipedia.org/wiki/Ray tracing (qraphics)
transmettre vers le point d’observation. Description visuelle du fonctionnement d’un ray tracer.

\ Scene Object

Les résultats dépendent de la qualité de I’algorithme et du détail de la scéne :

Illumination directe et indirecte a un niveau avec des
sphéres peu et tres miroir. Une source de lumiére blanche
est au-dessus de la sphére bleue.

Illumination directe seulement avec source de lumiére
blanche au-dessus de la sphere bleue.

Termes techniques d’un ray tracer

Scéne

Une scéne représente un environnement en trois
dimensions ou I’on retrouve des objets (primitives)
que I’on désire visualiser a I’aide d’une image en deux
dimensions.

Caméra

La caméra représente le point de référence par rapport
auquel on effectue la visualisation de la scene.

http://oivdoc90.vsg3d.com/content/513-what-real-time-ray-tracing
Illustration de plusieurs rayons lancés depuis la caméra
par un ray tracer.

! Le trajet réel de la lumiére est toujours de la source de lumiére & I’eil (ou la caméra).
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Rayon

Un rayon correspond a la trajectoire inverse de la lumiére initialement partant de la caméra.
L’intersection de ce rayon avec un objet de la scéne permettra de déterminer la couleur de I’image a
générer.

Géométrie

Une géométrie représente la forme d’un objet (plan,
sphére, triangle, cube, etc).

Matériel

Un matériel représente les caractéristiques physiques et
visuelles d’un objet (couleur, indice de réfraction,
transparence, etc).

Primitive (objet de la scéne) / ; ' : \

Une primitive est un objet de la scéne que I’on caractérise http://www_sluniverse.com/php/vb/general-sl-discussion/68454-
y Lo - parametric-tools-2.html
par une géométrie et un materiel. Illustration de géométries typiques.

Source de lumiére

Une source de lumiere permet d’illuminer une scéne afin de rendre visible les matériaux des primitives
dont la géométrie a été intersectée par un rayon. Une source de lumiére peut étre bloquée par des
géométries ce qui reproduit I’effet d’ombrage.

Pyramide de vue (view frustum)

Une pyramide de vue correspond & la région de la scéne

qui sera vue par la caméra. Elle est délimitée par un écran | :
de face (near clipping plane) et un écran de fond (far e - o
clipping plane). posiion

http://www.lighthouse3d.com/tutorials/view-frustum-culling/
Pyramide de vue associée a une caméra.

Algorithme d’illumination (shader)

Un algorithme d’illumination est un calcul évaluant la
réflexion et la transmission d’une source de lumiére sur
une primitive. Ce calcul dépend de plusieurs facteurs
comme la géometrie et le matériel de la primitive éclairée.

Ecran de vue (viewport)

Un écran de vue est une grille réguliere de pixels.
L Ob,JeCtIf du raytrace_r Sera_de lancer un rayon depUIS Ia http://knowledge.autodesk.com/support/3ds-max/learn-

caméra dans chaque pixel afin de calculer une couleur qui  explore/caas/CloudHelp/cloudhelp/2015/ENU/3DSMax/files/GU
dépendra de I’intersection du rayon avec les différentes  D-4D919F24-FOBB-47F0-9C2D-28D393CIALDE-htm.html

N R . . . Scéne avec un rendu avec un algorithme
primitives de la scene et de leur illumination. d’illumination de haute qualité.
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L’équation d’un rayon

Un rayon T, est une structure ayant une origine F, et

une orientation v. Il permet de faire des calculs

d’intersection avec des formes géométriques d’une coordonnée du

\ .y N 7 . rayon au temps t
scene. On utilise un paramétre de temps t pour ordonnée  Z|  origine /y/ Y i
chronologique les intersections du rayon avec les objets du rayogy Vs A
de la scéne. —

/¥
Un rayon paramétré dans le temps aura la forme T v rayon
suivante : S sl
X
Moy =To TVt

ou I, - Coordonnge touchee par le rayon apres un temps t.
f, : Origine du rayon.
v : Orientation du rayon (V[ =1, vecteur unitaire).
t : Temps écoulé dans le déplacement du rayon.

En informatique, la définition d’un rayon aura besoin des variables suivantes :

Géométrie du rayon Information sur la géométrie intersectée

Le temps t pour intercepter la géométrie.

La normale a la surface n au site de I’interception.
Une coordonnée de texture uv (s’il y en a une).
Référence vers le matériel appliqué sur la géometrie
(ex : pour obtenir la couleur de la géométrie).

e Position d’origine du rayon ()

e Orientation du rayon (V)

La caméra

La caméra représente le site a partir du quel nous allons prendre une image en deux dimensions d’une
scene en trois dimension. Pour ce faire, il nous faut la position de la caméra, son orientation et la
définition du « haut » de la caméra.

by s -t'
Paramétres de la caméra : C‘;?ft'r;‘zj”e
F._ : Position de la camér * Iécran

. - Position de la caméra. 1 y /N
. . position de /
C, : Orientation I’avant de la camera la Cawp“ 7

A
(c.] =1, vecteur unitaire). rcam/é;é/ e /;/

C, : Orientation du haut de la caméra =
(e[| =1, vecteur unitaire).
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L’écran de vue (viewport)

L’ecran de vue (viewport) correspond a la portion de la
scéne qui sera visible par la caméra. Cet écran est

composé d’une grille réguliére a deux dimensions dont (O, O) N,_ N
chaque élément porte le nom de «pixel ». Iy a N, AN - >X
pixels en largeur (width) et N, pixels en hauteur 1 Al

(height). La largeur n’est pas necessairement égale a la
hauteur. De nos jours, la résolution d’un moniteur? est
de I’ordre de 1440 x 900.

En infographie, on fait correspondre un axe x de
nombre entier N, avec la largeur dont le sens positif

est vers la droite et un axe y de nombre entier N, avec

la hauteur avec un sens positif vers le bas. Le pixel de v
coordonnée (N, =0, N, =0) est alors situ¢ dans le Nyv

coin supérieur gauche de I’écran (voir schéma ci-
contre).

(N, -1, N, -1)

Afin d’affecter la bonne couleur a chaque pixel de I’écran de vue, il faudra lancer un rayon 1, depuis

la position de la caméra 1,

correspondre a chaque pixel (NX , Ny) une coordonnée (x, y,z) dans I’espace monde (world space)
de la scéne 3d tel que

dans chaque pixel (N Ny) de I’écran de vue. Il faudra faire

X 1

(N, , Ny) - 5=(xY,2)

afin de déterminer la position 1, d’entrée du rayon 1, dans la scene (puisque ce rayon n’est pas

officiellement lancé depuis la caméra). Ce calcul de transformation d’espace sera réalisé par la
pyramide de vue (view frustum).

Afin de clarifier certains termes techniques,
voici une représentation visuelle de plusieurs
éléments se retrouvant dans la description de
I’écran :

Monitor screen

Window

iewport

e moniteur (monitor screen)

e fenétre d’un programme (window) Soene

e écran de vue (viewport)

e scene 3d a visualiser (scene) http://techpubs.sgi.com/library/tpl/cgi-
bin/getdoc.cgi?coll=nt&db=bks&srch=&fname=/SGI

Developer/Cos3C_PG/sgi_html/ch09.html

2 pour un écran de 19”".

Note de cours rédigée par Simon Vézina Page 4


http://techpubs.sgi.com/library/tpl/cgi-bin/getdoc.cgi?coll=nt&db=bks&srch=&fname=/SGI_Developer/Cos3C_PG/sgi_html/ch09.html
http://techpubs.sgi.com/library/tpl/cgi-bin/getdoc.cgi?coll=nt&db=bks&srch=&fname=/SGI_Developer/Cos3C_PG/sgi_html/ch09.html
http://techpubs.sgi.com/library/tpl/cgi-bin/getdoc.cgi?coll=nt&db=bks&srch=&fname=/SGI_Developer/Cos3C_PG/sgi_html/ch09.html

La pyramide de vue (view frustum)

La pyramide de wvue (view frustum)
correspond a la région de la scéne qui sera
visualisée par la caméra. L’écran de face
(near clipping plane) représente une .
surface de taille L x H dans I’espace xyzde =

la scene sur laquelle la visualisation de la
scéne va s’effectuer. D’une certaine fagon,
elle représente I’écran de vue dans
I’espace de la scene. La profondeur de la
pyramide de vue est limitée par I’écran de

fond (far clipping plane).

Pour bien definir la pyramide de vue, il
faut préciser la distance n entre la caméra
et I’écran de face et la distance f entre la
caméra et I’écran de fond.

Définition des paramétres :

— -
p:lSlh.l:II'l. > f ™ - - BCTan

ce’rEtre de otam i de fond
Iécran *

n : Distance entre la caméra et I’écran de face (near clipping plane).
f : Distance entre la caméra et I’écran de fond (far clipping plane).

L : Largeur de I’écran (width).

N, : Nombre de pixels en largeur de I’écran de vue (viewport).

H : Hauteur de I’écran (height).

N, : Nombre de pixels en hauteur de I’écran de vue (viewport).

Comment déterminer L et H adéquatement

Afin de déterminer le plus judicieusement la
largeur L et la hauteur H de I’écran de face, il
est préférable d’utiliser un angle d’ouverture 6
selon I’axe vertical et d’utiliser un ratio a basé
sur le nombre de pixels N, en largeur et N, en
hauteur afin de produire une image sans
distorsion. Le nombre de pixels disponibles
dépend de la fenétre du rendu (viewport) utilisée
dans I’application.

Habituellement, on utilise un angle d’ouverture
tel que

0 =60°
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Figure 3-14 Perspective Viewing Volume Specified by glulerspectivel)

https://andrewharvey4.wordpress.com/2009/12/

N, ou w: Nombre de pixels sur la largeur.
N, ou h: Nombre de pixels sur la hauteur.
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C’est ce type d’implémentation que la librairie OpenGIl propose d’utiliser grace a la fonction
gluPerspective® pour configurer la pyramide de vue dans le calcul du rendu :

void gluPerspective(GLdouble fovy,
GLdouble aspect,
GLdouble zNear,
GLdouble zFar)y;

fovy
Specifies the field of view angle, in degrees, in the y direction.

aspect
Specifies the aspect ratio that determines the field of view in the x direction. The aspect ratio is
the ratio of x (width) to y (height).

zNear
Specifies the distance from the viewer to the near clipping plane (always positive).

zFar
Specifies the distance from the viewer to the far clipping plane (always positive).

Pour définir adéquatement la hauteur H de

I’écran & partir de n et @, nous pouvons utiliser
la relation trigonométrique

(9) H/2
tan| — |=——
2 n

ce qui nous donne

H= 2ntan(£}.
2

Pour éviter la distorsion de I’image, on utilise le ratio a a partir de N, et N, tel que

ce qui nous permet de définir la largeur L de I’écran a I’aide de I’équation
L=aH.

En résumé, nous pouvons déterminer L et H de la fagon suivante :

Angle d’ouverture

Ratio des pixels

Hauteur de I’écran

Largeur de I’écran

a définir
6 = 60° N, 0
a=—— = — =
(habituellement) N, : 2ntan(2J L=aH

% http://www.opengl.org/sdk/docs/man2/xhtml/gluPerspective.xml
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La localisation du pixel sur I’écran

Pour construire un rayon, on débute avec la osion N\ coordomee
localisation du pixel a colorer sur I’écran en utilisant centrede U plxel 0.0)
deux vecteurs « pixel unitaire » u, et d,. Ces deux , y / Ie({ran fJ Uz

vecteur permettent se déplacer sur la surface de I’écran plosmon de / N 4

de face a coup de « taille de pixel ». acaméra Jars

174
La position du pixel sera Cam/%/ /./
n

r0:rcam_'_nca_'_rini-'_lejl_'_NyU:Z / )?V
avec I’usage des vecteurs pixels unitaires — position du pixel
de coordonnée pixel (Ny,Ny)
_ C,xC, L _ C,xu, H
Uy=pt——h—— et 0=t
e, <IN e, < @[ N,

et I’'usage du vecteur

localisant le pixel de coordonnée (0,0) situé dans le coin supérieur gauche de I’écran de vue depuis le
centre de I’écran. Il faut preciser que 1, tel que défini donne une coordonnée (x,y,z) au pixel dans

I’espace de scene associé au coin supérieur gauche du pixel (Nx, Ny). Au besoin, on peut modifier

I’équation de r, pour avoir comme coordonnée le centre du pixel ou tout simplement une
coordonnee aléatoire dans le pixel.

Définition des paramétres :

f, : Position du pixel a colorer.
r., - Position de la caméra.

a

¢, : Orientation du haut de la caméra (||c, || =1, vecteur unitaire).

O)

 Orientation I’avant de la caméra (||c,| =1, vecteur unitaire).

n : Distance entre la caméra et I’écran de projection en 2D de la scéne.
r.. - Vecteur pour positionner le pixel de coordonnée (0,0) a partir du centre de I’écran.

N, : Coordonneée écran du pixel selon I’axe largeur de I’écran (N, [0.. N, —1], entier).
N, : Coordonnée écran du pixel selon I’axe hauteur de I’écran (N, [0.. N, —1], entier).
L : Largeur de I’écran (width).

N, : Nombre de pixels en largeur.

H : Hauteur de I’écran (height).
N,, : Nombre de pixels en hauteur.

0, : Vecteur pixel unitaire qui est orienté selon I’axe largeur de I’écran vers la droite.
u, : Vecteur pixel unitaire qui est orienté selon I’axe hauteur de I’écran vers le bas.
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La construction du rayon

La construction d’un rayon T,

ray
nécessite la position du pixel r, sur

I’écran et I’orientation v du rayon
que I’on définit comme étant

V= r0 — I?cam
[ = Feam

ce qui nous donne un rayon
M, =0 +Vt

ray

particulier pour tous les pixels de
coordonnée (N, , N, ) de I’écran.

iti cqordonnée
cpe(r)ftlrelodne U ’/\/ pixel (0,0)
I’écran L a
y /" \\ 4 v 2 rray —F 4Vt
\/(4Ch = /Y / K Y

/ >’ b/ s~ intersection
rcam/ /J e v avec une
géométrie

du pixel

A

v

position du pixel
de coordonnée pixel (Ny,Ny)

Il ne reste plus qu’a tester I’intersection de ce rayon avec les géométries de la scéne afin d’évaluer la
couleur du rayon et ainsi colorer adeéquatement le pixel (N,, N ).

Anticrénelage (anti-aliasing)

Le crénelage (aliasing) portant également le nom d’effet
escalier survient lorsque I’on doit reproduire une courbe a
couleur unique dans un espace en forme de grille réguliére T
(écran de pixels). Pour réduire I’effet visuel, il faut calculer
une couleur moyenne sur la ligne de demarcation des
couleurs afin d’adoucir la transition des couleurs. Pour une
ligne noire sur fond blanc, il faut remplacer certains pixels
blanc et noir en pixels gris sous différentes teintes afin

d’adoucir I’effet d’escalier.

http://www.linuxtopia.org/online books/q'r'aphics tools/
gimp_advanced_guide/gimp_guide_node36_007.html

Pour réduire le crénelage (anti aliasing) dans un algorithme de ray tracing, il faut lancer plusieurs
rayons dans chague pixel avec des coordonnées internes différentes (pas toujours dans le coin supérieur
gauche) et faire une moyenne des couleurs calculées. Ceci permet d’avoir une couleur « pondérée »

lorsqu’un rayon touche la bordure d’une géométrie. Certains rayons d’un méme pixel toucheront une
géomeétrie et d’autres non ce qui donnera une couleur nuancée.

Cependant, ceci peut représenter une
perte d’information si deux couleurs
vraiment  distinctes peuvent se
retrouver dans le méme pixel.

Exemple : Figure d’interférence

Note de cours rédigée par Simon Vézina

Patron d’interférence de Young
(d=2 mm, A =500 nm, L =3m).

Disparition du patron d’interférence
avec 5 rayons aléatoires.
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Chapitre 6.2a — L’intersection dans le ray tracer

position _ <,J\

centrede U coordonnée| = _ ¥ , o

Iécran _ pixel (0,0) rray =h+ vt
VL U,

Le calcul de I’intersection

Le calcul de I’intersection consiste a vérifier si  ,1 y /" \
un rayon position de 4 P
la caméra C, —
S NS A el &
rfay =h+ vt 7 X _&a j.// e~ intersection
Feam = 7'/ ~_ . avec une
partant de la caméra et traversant un pixel de y s r geometrie
I’écran de projection peut effectuer une  |[&Z
intersection avec une géométrie de la scene. Si n du pixel
plusieurs geometries réalisent une intersection N _
. . cps . fax position du pixel t "
avec le rayon, il faut identifier la géomeétrie la de coordonnée pixel (N Ny) 2

plus prés en utilisant le temps t pour ordonner

. . L, we R | 4 | éra.
les intersections réalisées. ayon fance parfa camera

Il 'y aura intersection si une coordonnée du rayon . a un temps t est égale a une coordonnée
Mo = o (x,y,z) d’une géométrie. Habituellement, nous exprimons la forme des géométries sous forme

canonique (surface quadriquel) ce qui représente une contrainte aux valeurs admissibles du rayon My

pour gqu’il y ait intersection. Si aucune valeur ne permet de satisfaire la contrainte, alors il n’y a pas
d’intersection avec le rayon T, .

Voici quelques exemples de forme géométriques sous forme implicite G(x,y,z)=0 :

Plan Triangle Sphére

ax+by+cz+d=0

(avec contraintes sur x,y et z)

ax+by+cz+d=0 (X—Xo)2+(y—yo)z+(2—zo)2:R2

L’analyse des solutions en temps t

Puisque le calcul de I"intersection d’un rayon T, avec une géométrie consiste a évaluer les multiples

solutions d’une équation paramétrée selon la variable du temps t, il y aura souvent plusieurs solutions.
Dans le contexte d’un ray tracer, la solution physique devra respecter les contraintes suivantes :
1) Le temps t doit étre réel. Un temps imaginaire ne

correspond pas a une intersection dans I’espace réel xyz. O v
2) Le temps t doit étre positif. Un temps negatif

correspond a une intersection dans la direction inverse

<

au rayon (dans le sens de—v ). y

3) Le temps t doit étre le plus petit de I’ensemble des N\A
solutions tout en étant positif afin de déterminer z X ﬁay(tl) rray(tz)
I’intersection valide la plus prés de I’origine du rayon. Intersections réalisées & deux temps positifs.

! Pour une forme générale, consultez le lien suivant : http:/fr.wikipedia.org/wiki/Quadrique
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L’équation vectorielle d’un plan

L’équation implicite P(x,y,z) d’un plan position

passant par le point (x,,y,,z,) dont lanormalea  z] y/
la surface est orientée selon (a,b,c) est sous la // AR
forme / T = 7
ax+by+cz+d=0 // W/ Sy
T
ou d = -ax, —by, —cz, etx,y etz correspond a s

X

une coordonnée sur le plan. o o
Visualisation d’un plan situé dans le plan xy.

On peut réécrire cette relation sous forme vectorielle a I’aide de I’équation suivante :

n-(r-r,)=0
ol F : Position d’un point sur le plan. (F=xi+y]j+zk)
r, : Position d’un point de référence sur le plan. (Fy = Xgl +Ys] +2K)
n : Normale & la surface du plan. (n=ai+bj+ck)
Preuve :

Considérons un plan passant par la coordonnée (xp, Yo, zp) ayant une normale a la surface sous forme
vectorielle fi=ai +bj+ck. Réécrivons I’équation implicite du plan sous forme vectoriel ol
F=xi+y]+zk correspond a une coordonnée (x,y,z) située sur le plan :

ax+by+cz+d=0 (Equation implicite du plan)
=  ax+by+cz+(—ax, —by, —cz,)=0 (d = —ax, —by, —cz,)
=  (ai+bj+ck)(xi+yj+zk)+(-ax, -by, —cz,)=0 (A-B=AB, +AB,+AB,)
=  n-F+(—ax, —by, —cz,)=0 (Définition de n et F)
=  n-f—(ax, +by, +¢z,)=0 (Factoriser signe négatif)
= n-r—(ai+bj+ck)-(xT +y,j+2z.k)=0 (A-B=AB,+AB,+AB,)
= n-r—n-r, = (Définitionde n et r,)
=

>l
—~

=l

|

oV
N—"

Il

o

|

(Factoriser n)
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L intersection d’un rayon avec un plan

Le temps t requis pour réaliser une intersection entre un rayon ., et un plan passant par la position T,

dont la normale a la surface est orientée selon le vecteur n se calcul grace a la résolution d’un
polyndme du 1°" degré

At+B=0

telque A=n-v et B=n-(f,-F.)

avec T, : Origine du rayon (position d’émission du rayon).
v : Orientation du rayon (|v| =1, vecteur unitaire).

r, : Position d’un point de référence sur le plan.
n : Normale a la surface du plan.

Preuve :

Pour évaluer I’intersection d’un rayon r,, avec un plan, il suffit d’interpréter la forme du plan comme
étant une contrainte aux différentes positions pouvant étre occupées par le rayon.

Rayon Contrainte de I’intersection avec le plan
Fay =Ty +Vt n-(F-r)=0

Si I’on impose que la position du rayon T, intersection une position r appartenant au plan, nous
obtenons la contrainte

A-(F, —F)=0.
Puisque r,, =T, +Vt est paramétre selon t, nous pouvons remplacer cette expression dans la contrainte
précédente afin de déterminer I’instant t ou il y aura intersection :

A-(F, —F)=0 (Equation précédente)
= n-((F,+vt)-r,)=0 (F,, =T, +Vt)
=  n-(fp,-F +Vt)=0 (Réécriture)
= n-(f,-F)+n-vt=0 (Distribuer le produit scalaire)
= n-vt+n-(f,-F)=0 (Réorganiser les termes)
= At+B=0 = (Remplacer A et B)

En isolant le temps t dans la derniére équation, on obtient ainsi un temps d’intersection t,, égal a
t __ﬁ'(ro_rp) — t _ﬁ'(rp_ro)
int — N int — ~
n-v n-v

pour intersecte le rayon ., avec le plan.
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Situation A : L’intersection d’un rayon avec un plan. Un rayon d’origine T, =2i —

3j+k et

d’orientation v =—i +2j -3k voyage dans une scéne 3d ol est situé un plan d’origine
r, =-2i +2]+2k dont la normale a la surface est orientée selon N =3i +4k . On désire (a)
évaluer la normale a la surface normalisée, (b) évaluer le temps requis afin que le rayon puis

intersecter le plan et (c) la coordonnée de I’intersection entre le rayon et le plan.

Evaluons la normale & la surface afin qu’elle soit unitaire :

ﬁ:ﬁ I (37+4IZ)
N 37 + 4k
_ (37+4IZ)

= A=

= |n=06i+08k| (a)

Evaluons le temps de I’intersection entre un rayon et un plan & partir de I’expression

n-v
1) E-F =  f-F=(-27+2]+2k)-(27 =37 +k)
= | -T,=-4i+5]+k
2) A =  n-v=(067+08K)- (-7 +27-3k)
= 1:7=(06)-1)+(0)2)+(08)(-3)

_ )( 4|+5]+k)
int (_3)

080+ 005)+08K)
)

- |t =05333| (b)

w
N—r”
~—
|
=il
—
5>
o
|
Oﬁl
SN
~+
I
o
(o))
-
+
o
e’
)

int

5l
<

Evaluons la position de I’intersection avec I’expression du rayon :

ayzﬁ)—i_\_[t = I_’}ntzﬁ)—i_Vtint

= By =27 =37 +k)+ (- +2]-3k)(0,5333)

in

— |r, =14677 -1933]-0,6k| (c)
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L’équation vectorielle d’une sphere

L’équation implicite S(x,y,z) d’une sphére de
rayon R centrée a la position (X, Ys,Z) est sous
la forme

(X_Xs)2 +(Y‘Ys)2 +(Z_Zs)2 =R’

ou x,y et z correspond a une coordonnée sur la
sphére.

Visualisation d’une sphére située dans lier cadran d’un espace xyz.
On peut réécrire cette relation sous forme vectorielle a I’aide de I’équation suivante :

F-T—2F-F+F, -, =R®

ou r : Position d’un point sur la sphere. (F=xi+y]j+zk)
f, : Position du centre de la sphére. (Fy = Xgi +Ys] +2K)
R : Rayon de la sphére.

Preuve :

Considérons une sphére centrée en coordonnée (xs, ys, ) de rayon R. Réécrivons I’équation implicite

de cette sphére sous forme vectoriel o0 F = xi +y j+zk correspond & une coordonnée (x, y, z) située
sur la sphére :

(x=xs ) +(y—ys) +(z—25)* =R? (Equation implicite de la sphére)
= (dx)2+(dy)2+(dz)2:R2 (d, =x-Xs,d, =y-ys,d, =2-12)
= d?=R? (d?=d,"+d," +d,")
= Jd-r (Jaf =)
= d-d=R’ (Jd] =d-d)
= (r-r)(r-r)=R’ (d=r-1)
= [ T-2Ff+f-,=R* = (Distribuer le produit scalaire)
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L’intersection d’un rayon avec une spheére
Le temps t requis pour réaliser une intersection entre un rayon . et une sphere de rayon R centrée a
la position F, se calcul grace a la résolution d’un polynéme du 2™ degré

At> +Bt+C =0

telque A=V-Vv , B=2T,-V et C=T T, —R* ol Ty, =T, —T; .

avec T, : Origine du rayon (position d’émission du rayon).
v : Orientation du rayon (|[V| =1, vecteur unitaire).
fs : Position du centre de la sphere.
R : Rayon de la sphere.

Preuve :

Pour évaluer I’intersection d’un rayon r,, avec une sphere, il suffit d’interpréter la forme de la sphere
comme étant une contrainte aux différentes positions pouvant étre occupées par le rayon.

Rayon Contrainte de I’intersection avec la sphere

= - o = Y
Moy =T +Vt r-r-2r-rg+r,-r; =R

Si I’on impose que la position du rayon T, intersection une position  appartenant a la sphere, nous
obtenons la contrainte

= = = = = = 2
rray-rray—Zrmw-rs+r3-rS =R

et puisque le rayon T, =T, +Vt est paramétrisé selon t, nous pouvons remplacer cette expression dans
la contrainte afin de déterminer I’instant t ou il y aura intersection :

Ty Tray = 2Ty *Ts +T5 - Ty =R’ (Equation précédente)
= (r +vt)-(r, +vt)-2(F, +Vt)-Fy + T, - Ty = R? (T =Ty +Vt)
= T +20 - Vt+V.-Vt° —2F, - T, - 2F, -Vt+T, -, —R*=0 (Distribuer produit scalaire)
=  V-Vt?+2(f, - V-F, -V)t+F,-F, —2F -F,+F, -, —R* =0 (Regrouper termes en t)
=  v-vt?+2(f, -F)-vt+(r, ) (F, -F)-R?*=0 (Factorier V)
=  V-VtP+2F, -Vt+Ty -F, —R* =0 (T =T —T5)
=  At’+Bt+C=0 m (Remplacer A, B et C)
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En isolant le temps t dans la derniére équation, on obtient ainsi les temps d’intersection t,, égaux a
~B++/B?*-4AC
tin'[ = 2A
ce qui nous donne les interprétations suivantes :
B?-4AC <0 B*-4AC =0 B> -4AC >0
0 solution (aucune intersection) 1 solution (une intersection) 2 solutions (deux intersections)

Dans le cas de deux solutions, il faut choisir la solution qui propose le plus petit temps positif étant le
1°" contact valide avec la sphere.

Situation B : L’intersection d’un rayon avec une sphére. Un rayon d’origine 7, =3i +2] et
d’orientation v = -3 +5k voyage dans une scéne 3d ol est située une sphére de rayon R = 3 centrée
a la coordonnée f, =i —3k . On désire évaluer les temps d’intersection entre le rayon et la sphére s’il
y a intersection.

A partir de I’expression

_ ~B++/B?-4AC

2A

At? +Bt+C=0 ou t

tel que
A=vV-V |, BZZFSO'Vyczrso'rso_Rz et rSOZrO_rS J

évaluons quelques termes puis évaluons les racines réelles du polynéme du 2™ degré afin d’évaluer le
temps des intersections entre un rayon et une sphére :

1) fso =T —Ts = rso:(:gi_"'zj)_(r_slz)

= |fp=2i+5]

2) A=vV-vV =

= A=34
3) B=2r, V =  B=2(27+5])-(-3]+5kK)
=  B=2((2)0)+(5)(-3)+(0)5))

4) C=ry fy—-R? = C=(27+5])-(2i +5])-(3)
= C=(

= C=20
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~B++/B?-4AC

5) At’ +Bt+C=0 = t =

int 2A

— (- 30)+ /(- 30) — 4(34)20)

= tint =
2(34)

30++/-1820

= it = " no
68

= Il n’y a pas de racine réelle, donc il n’y a pas d’intersection.
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Chapitre 6.2b — L’intersection d’un triangle
dans le ray tracer

La normale a la surface d’un triangle

A partir des trois points P,, P, et P, d’un triangle, on peut
former deux segments S,, et S,, afin de calculer une normale
a la surface n a I’aide de I’équation suivante :

e 5,=P —-P, (segment P, a P)
e 5,=P,—P, (segment P, a P,)

e N=5,xS, (normaledu triangle)

- X .
e N=-——"(normale normalisée)

L’intersection d’un rayon avec un triangle par vecteurs intérieurs

A partir des trois points P,, P, et P, d’un triangle, on peut
former trois segments S,,, S,, et S,, puis une normale a la
surface n a I’aide des définitions suivantes :

e 5,=P—P,  (segment P, a P,)
e 5,=P,—P  (segment P, a P,)

e 5,=P,—P, (segment P, a P,)

° 5, =-5, (segment P, a P,)

x§ s .
02 (normale selon I’ordre des points) Triangle avec trois segments et une normale & la

~ S
[ n= __Ol —
|301 X 502| surface.

Avec la définition de la normale A, on peut définir un
vecteur unitaire U, pour chacun des segments du triangle a
I’aide de I’equation

= 8- avec A,Be{0,12}

|n>< AB|

>
>
w

uAB

v

représentant un vecteur pointant vers I’intérieur du triangle.

Représentation des vecteurs intérieurs associés au
segment d’un triangle.

Note de cours rédigée par Simon Vézina Page 1



A partir d’un rayon M. =T +Vt, on peut évaluer le temps t=t, requis afin de realiser une
intersection avec le plan du triangle grace a I’équation démontrée précédemment? :

At+B=0 telque

ou P, : Point de référence du triangle.
n . Lanormale du triangle.

r, : L’origine du rayon.

v : L’orientation du rayon.

Avec le temps d’intersection t
triangle avec I’équation du rayon :

rint = rray (t = tint)

Pour que r,, soit situé a I’intérieur du triangle,

cette position doit satisfaire les contraintes

(ﬁm - ISA)'GAB >0 VU,, e triangle
pour I’ensemble des vecteurs unitaires intérieurs

U,z du triangle. Ceci correspond a satisfaire cette
contrainte pour les trois vecteurs U, , U, et Uy,.

Cette meéthode peut également déterminer si un
point est a I’intérieur d’une série de segments
formant un polygone planaire convexe.

L’interpolation

L’interpolation est une opération mathématique

permettant de remplacer une fonction
mathématique exacte par une autre étant
approximative et moins complexe, mais en

préservant une valeur de départ et une valeur
d’arrivée.

On utilisera alors I’interpolation lorsque la
fonction mathématique exacte n’est pas connue
ou trop complexe a calculer. L’interpolation sera
utilisee pour approximer la fonction exacte tel
qu’illustré sur le schéma ci-contre.

! Cette équation a été démontrée au chapitre 6.2a.

Note de cours rédigée par Simon Vézina

A=n-vetB=n-(f,-F)

> ON peut évaluer la position de I’intersection T,

int

=

nt —

Test de I’intersection

interne au segment §01 .

Test de I’intersection
interne au segment S, -

10{ 0—wy -~
Y A
% ﬁ L]
0.5 / \
f \
!" "1. ?
0.0 | | \ J
[ \ h
/ \ ]
-05-4 ® data ‘ '-‘ I
linear f \ ;]
) b [}
104 ==- cubic ./ Q‘_,
T T T T T
0 2 6 8 10

https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/tutorial/interpolate.html

Approximation d’une fonction inconnue a partir d’une collection
de donnée a I’aide d’une interpolation linéaire et cubique.

Page 2

avec le plan du


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/tutorial/interpolate.html

L’interpolation linéaire permet d’approximer la fonction mathématique exacte par une fonction
linéaire. Voici les équations de I’interpolation linéaire a deux parameétres :

Interpolation linéaire Interpolation linéaire
d’une fonction scalaire d’une fonction vectorielle
Vinter = VO (1_ t)_{_Vlt vinter = \70 (1_ t)+ \71t
ou Vier » Viner - Valeur/vecteur interpolé a un taux t.
t : Taux de I’interpolation.
V, .V, :Valeur/vecteur de référencea t=0.
V, , Vv, :Valeur/vecteur de référencea t =1.

L’opération mathématique de I’interpolation peut étre utilisée dans plusieurs occasions :

La moyenne pondérée Le calcul du centre de masse
N-1 N-1
Pi Ni Z m; X;
i=0 i=0
Npondérée =- N-1 XCM = IN,1
2P m,
i—0 i=0
Le taux d’interpolation est la pondération de la Le taux d’interpolation est la masse m,
note P, de valeur N;. positionné en x; .

L’interpolation linéaire d’un vecteur normale

interpolated
normals

A, =0, (L—t)+nt

face normals vertex normal

@ www.scratchapixel.com

https://www.scratchapixel.com/lessons/3d-basic-rendering/introduction-to-
shading/shading-normals

Le taux d’interpolation est 1—t pour la normale f, et t pour la normale n,.

Le plan par interpolation linéaire

F=Pt, +Pt, +Pt, ol t,,t,t, e[-oo,+0o0| mais t,+t +t, =1

Le taux d’interpolation est la pondération t, du point P,, t, du point P, et t, du point P,
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L’équation d’un plan en coordonnée barycentrique

Un plan en coordonnée barycentrique est formé a I’aide d’un
point P, appartenant au plan et représentant I’origine de celui-
ci ainsi que de deux segments S, et S, correspondant a la base
du plan. Pour former les deux segments, on peut utiliser deux
autres points P, et P,.

L’équation d’un point r appartenant a la surface du plan
correspond a I’équation

F =P, +5b, +5,h,

tel que
b, b, €[-o0,+ ]
ou Equation d’un point F,; appartenant au triangle en
§l =P - Po et §2 = P2 — PO . coordonnée barycentrique.
Preuve :

Soit un point F situé dans le plan du triangle. Par interpolation linéaire, nous pouvons représenter ce
point par I’équation

r=PRt, +Pt, + P,

ol t,,t,,t, € [0, + 0] mais t, +t, +t, =1 correspondent & des facteurs d’interpolation linéaire des
points formant le triangle.

Réécrivons I’équation du plan T en utilisant la notation des segments 5, =P,-P, et s, =P, - P, :

r=PRt, + Pt +P,t, (Equation du plan)
=  r=Pt,+(Pt-Pt)+(Pt,~Bt, )+ Bt, + B, (Ajouter de deux termes nuls)
= =Rt +t +t,)+ Pt —Pt, + P,t, - Pyt, (Factoriser P, )
=  F=P(t, +t +t2)+(|5l -P X, +(F‘>2 -Pk, (Factoriser t, et t,)
= F=PB(t,+t,+1,)+ St +5,1, (Remplacer 5, =P, —P, et 5, =P, - R)

Appliquons la contrainte nécessaire a la formation du plan
t,+t +t, =1
ce qui donnera I’équation
F=P +5t+5t, .
En remplagant la notation t, — b, et t, — b,, nous obtenons la description d’un plan en coordonnée
barycentrique ot la cordonnée (b, b, )=(0,0) correspond au point P, et les différentes coordonnées

(b, ,b,) donneront tous les points du plan o0 b,, b, € [~ oo, + ] puisque §, et s, forment la base du
plan. m
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La projection d’un point dans le plan d’un triangle
en coordonnée barycentrique

La projection d’un vecteur position r dans le plan d’un Coordonnée

A barycentrique

triangle formé par les points P,, P, et P, peut étre évaluée en y g i
coordonnée barycentrique (b, ,b, ) & I’aide des calculs

du triangle

(by.b, )

ou

Si la contrainte
b,>0,b,>0et b +b, <1

est respectee, la projection du vecteur r dans le plan du triangle sera a I’intérieur du triangle. Autrement,
la projection sera a I’extérieure du triangle.

Preuve :

Débutons avec un vecteur F quelconque représenté dans la base d,, U, et 1 ou

<

u,-u,=0 et n=

o, > |

au lieu des vecteurs 7, J et k . Les deux vecteurs u,, U, forment un plan et A est perpendiculaire au
plan.

Dans cette base, le vecteur T sera
F =P, +0t, +0,t, +At,

tel que t,,t, ,t,€ R et P, correspond & une translation de I’origine.

Si I’on utilise cette nouvelle représentation du vecteur F et qu’on la fait correspondre avec la base d’un
triangle en coordonnée barycentrique, nous obtenons

F=P +St +S,t,+At, ol § =0,ets,=0,.

Par la suite, construisons un vecteur W représentant la distance entre © et P, pour obtenir :

F=P +st,+S,t, +At, =  [-PB =5t +5S,t, +ft, (Regrouper T et P,)

= |W=5§t +5,t, +At, (Remplacer w=r —P,)
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A I’aide de la définition de la normale a la surface

~ S5, x§
A= 42 ) 4 S,
5, %5, | y
. L o , 5
construisons un vecteur S, perpendiculaire a S, (tout en étant A
H = L . . . W .n
dans le plan du triangle) et un vecteur S,~ perpendiculaire a §, ‘\J
(tout en étant dans le plan du triangle). Cette construction sera _ ofst
necessaire dans notre calcul puisque nos deux vecteurs S, et S, ne R “ 5
. N . A int )
sont pas paralleles (S-S, #0). Cette construction est possible X
gréce aux calculs Définitions des vecteurs perpendiculair'es aux
segments.

5, =fixs, et 5,5 =fixs,

Avec ces deux nouveaux vecteurs, il est maintenant possible d’isoler t, et t, dans notre équation de W
en utilisant le produit scalaire pour annuler des termes de I’équation. Débutons avec le vecteur
s,” =fixs, afin d’isoler t, :

W=St +5,t, +it, = W5, =(St, +5,t, +iit,)-5" (Produit scalaire avec s, ")
=  W-S, =8§t-S +5,t,-5" +0t, -5 (Distribuer produit scalaire)
I =~ ~ 1 ~ ~ 1 A 1
= W-S,~ =5,-5t, (5,-S, =0etn-s57 =0)

o1
W-S
= t=— (Isoler t,)
S, S,
W-Ax§ .
= t, =—— L (§1L:nxsl)
S, -Nx§;
§, X8
S, XS 8§ x§
= t, = Lo (n= _1 _2 )
_ [ 5 xS, | . |Sl><82|
S, | 272 |x5
5. %5,|
W-(§, xS, )xS§S. . - o
= b= (_l _2) = (Simplifier terme [, x5, | )
Sz'(slxsz)x 1

Avec I’identité du triple produit vectoriel

(axb)xc=b(a-c)-alp-c) ,
on peut reformuler I’équation de t, sans faire I’usage du produit vectoriel? en remplagant les produits
vectoriels par I’expression

—~
2
X
v
N
~
X
2
=
Il
v
N
—~
)
wl
=
~
|
%2
=
—~
v
N
1%
=
~

2 Cette stratégie permet de calculer t, a I’aide d’un ordinateur plus efficacement.
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Cette reformulation rend le calcul numérique plus rapide a effectuer. Ainsi, nous avons I’expression
suivante pour t, :

W- (S, xS,)xS,

t, =

5, -(5,x5,)x5, 5,[5,(5.-5)-5.(5-5,)]
= t,= (W-5, )5, -5) (W 5,5, 5,) n (Distribuer produit scalaire)
(5,5, )5, -5,)—(5,5,)
Par analogie, on peut utiliser 5, = Ax s, et exploiter le fait que
5,-5, =0 et A-s,” =0

afin d’isoler la variable t, de I’équation T = P, +S;t, +5,t, +it, et donnant I’expression

t = (w'§1X§2 '§2)
1

(W’§2X§1 '§2)
)= (55,

L’intersection d’un rayon avec un triangle en coordonnée barycentrique

—
)
i
2]
i
==
v
N
w
N
N

A partir d’un rayon

b,>0b,>0

r‘ray:ro_'_\7t ’ bl+b231
nous pouvons évaluer le temps t,, requis afin de réaliser bCOOrdOtn_née
. . . ... , arycentrique
I’intersection du rayon avec le plan d’un triangle positionné (b1 b )
= N . ; . 12
en P, ayant deux segments S, et S, a I’aide de I’équation
f
At+B=0 @5
telque A=n-vetB=n-(r,-P,) . X
=

En évaluant la position de I’intersection a I’aide de I’équation

~ L’intersection sera & Iintérieur du triangle si la
rim = I’0 +V tim ) coordonnée barycentrique de I’intersection (ty, t) respecte
les contraintes.

nous pouvons obtenir les coordonnées barycentriques de T,

int

avec les deux expressions

et

ou

Pour évaluer I’état de I’intersection, nous avons deux scénarios a analyser :

Critere a satisfaire afin que Critere a satisfaire afin que
r,. Soita l’intérieur du triangle I, Soita I’extérieur du triangle
b,>0,b,>0et b +b, <1 b, <Oou b,<0ou b, +bh, >1
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L’interpolation linéaire de la normale a la surface d’un triangle a I’aide

des coordonnées barycentriques

Considérons un triangle formé a I’aide des trois points P,, P,

et P, ot I’on a attribué une normale & la surface fi,, fi, et A,

distinctes pour les trois points du triangle. Ces normales seront
utilisees pour des calculs d’illumination et non des calcul
d’intersection.

Bien que la normale géométrique au plan formé par le triangle
demeure calculable par la formule

(2]
v

X

)

. ol 5,=P-P,, 5,=P,-P, ,

n= 2
5.5,
attribuer une normale a chaque point du triangle permet de

simuler un «effet de courbure» pour un algorithme
d’illumination.

=

X

(%]
v

http://cgi.tutsplus.com/tutorials/secrets-to-creating-low-
poly-illustrations-in-blender--cg-31770
Comparaison entre un smooth shading avec
interpolation des normales aux sommets d’un polygone
et un flat shading avec normales unique pour I’ensemble
du polygone.

Pour évaluer la normale a la surface du triangle en une coordonnée barycentrique (bl,bz) du

triangle, on peut utiliser I’équation suivante pour effectuer le calcul de I’interpolation linéaire de la
normale a la surface en fonction de la coordonnée barycentrique du point dans le triangle :

~

n

interpolé

=fi,(L-b, —b, )+ b, +i,b,

ou ninterpolé : Normale interpolée en coordonnée (b, ,b, ) du triangle.

~

A,, fi,, A, : Normales aux trois sommets P,, P, et P, du triangle.

(b, ,b,) : Coordonnée barycentrique du point dans le triangle.
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Chapitre 6.2¢c — L’intersection de géométrie complexe
dans le ray tracer

L intersection d’un rayon avec un tube infini

L’intersection d’un rayon avec un tube infini (un cylindre
infini sans extrémité) de rayon R positionné a un point r, et
aligné selon I’axe § se calcul grace a la résolution d’un
polyndme du 2° degré en temps t

At> +Bt+C=0

telque A=V, -V, , B=2F, -V, et C =Ty Ty —R’

-

ol T =8x(f—F)x$ et v, =(§xvx§)

avec? : Origine du rayon (position d’émission du rayon).

< s

 Orientation du rayon (|| =1, vecteur unitaire).

: Position ou passe le tube.

: L’axe du tube.
: Rayon du tube.

o v 3

Preuve :

En premier temps, il faut développer une
expression nous permettant d’évaluer la
distance D entre la position de I’intersection
., €t 1’axe de référence que forme le tube.

En utilisant le point ; sur I’axe du tube et

une projection a I’aide de la fonction
trigonométrique sinus, nous obtenons

|D|= r —fT|sin(¢9)

r-ray

Cependant, évaluer I’angle @ sera difficile. Pour contourner cette réalité, nous utiliserons le produit
vectoriel? avec I’axe du tube § .

1L a lettre A faite référence a I’axe du tube.
2 Produit vectoriel 1 AxB = ‘A“B‘sin(e)ﬁ
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Par la suite, on peut former le vecteur D de la fagon suivante :

D=8x(fy 1 )x§ =  D=8x((f,+vt)-F)x3 (Remplacer T, =T, +Vt)
=  D=8§x(f-F +Wt)x$§ (Réécriture)
=  D=8x(f—F)x8§+8xvtx$§ (Distribution)
=  D=8x(I—F)xS+(5§xvx3)t (Factoriser t)
=  D=ry+(Exux3)t (Fyo =8x(, — 1 )x8)
= D=y, +V,t (V, = (§xVx9))

En exploitant le calcul du produit scalaire®, nous pouvons formuler un polynéme du 2°¢ degré selon le
temps t qui permettra d’identifier le moment de I’intersection s’il y a lieu selon I’expression de D :

D=, +V,t - D= ‘[‘)‘ = |Fao + V1] (Evaluer le module)
= D =|ry +V,t| (Mettre au carré)

= D% =(Fy +Vut) (Fo +Vat) (Propriété : |A| = A-A)
2

= D?=Tyy Tay +2F Vat +V, -V, t2 (Distribution)

= |V, VU tP 4+ 20, -Vat+T,, T,y — D> =0  (Regrouper les termes)

A partir de notre expression permettant d’évaluer le temps t requis pour effectuer une intersection entre

un rayon .. et une distance D a un axe, remplagons la distance D d’un tube par la valeur R qui est
constante et construisons notre polyndme du 2™ degré :

Vp Vpt? + 20, -Vt 4T, T, —D? =0 (Expression de D)
= (VU (20 T+ (P - Fg —R?)=0 (D =R, une constante)
= At +Bt+C =0 m (Remplacer A, B et C)

% Produit scalaire : A.B = ‘AHE‘COS(@)= AB,+AB,+AB,
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L intersection d’un rayon avec un tube

L’intersection d’un rayon avec un tube de rayon R délimité par
les deux points T, et r,, se calcul grace a la résolution d’un
polyndme du 2° degré en temps t

At?+Bt+C=0

avec* T, : Origine du rayon (position d’émission du rayon).
v : Orientation du rayon (|[V| =1, vecteur unitaire).
r,, . Position de I’extrémité 1 du tube.

r,,: Position de I’extrémite 2 du tube.
R : Rayon du tube.

En plus de solutionner un temps t réel et positif, la position de I’intersection T,

I

., AU temps t doit étre
situee entre les deux extrémités r,, et r,, de I’axe ce qui correspond a satisfaire les deux contraintes

(rl'ay_rAl)'§>O et (ﬁay—fAz)-§<0 avec Moy =T +VL.

(cOté intérieur a Ty, ) (coté intérieur & Ty, )

Preuve :

A partir de la démonstration précédente, nous pouvons affirme que le temps d’intersection d’un tube est
un sous ensemble des solutions de I’intersection d’un tube infini.

Pour satisfaire I’intersection entre les deux extrémités du
tube r,, et r,,, on peut construire les deux vecteurs

M, —Ta et My —Tas
Avec I’axe du tube § et le produit scalaire, une intersection
I, Seraa l’intérieur du tube par rapport a r,; si
(f — rAl)- §>0  (mémesensque §)

ray

et sera a I’intérieur du tube par rapport a r,, Si

(fray — Ty, ) §<0 . (senscontrairea §) W

4 La lettre A faite référence a I’axe du tube.
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L’intersection d’un rayon avec un cone

L’intersection d’un rayon avec un cone dont le centre
de la base de rayon R est situé au point r,, et la point

du cone est situe au point r,, se calcul grace a la
résolution d’un polynéme du 2° degré en temps t

At* +Bt+C =0
tel que
) R2 2
A=V, -V, -V, el B =21y -V, +2Wv, —
L R’
et C=TFyFy-W'—
H
. . T, -T, _ PO A A
o §=—22 AL —8x(F,—Fy)xS, V,=(8xVx$
|rA2_rAl|
he=(f, —Fy)-§, v,=v-§ et W=h_ —h,
avec® T, : Origine du rayon (position d’émission du rayon).

v : Orientation du rayon (|[V| =1, vecteur unitaire).
: Position centrale de la base du cone.

: Position de la pointe du cone.

I_;Al
rA2
R : Rayon de la base du cone.

En plus de solutionner un temps t réel et positif, la position de I’intersection

., au temps t doit étre

I

située entre les deux extrémités r,, et r,, de I’axe ce qui correspond a satisfaire les deux contraintes

(rray a

(coté intérieura T,,)

(rray _rAZ)'§<0

(cOté intérieura T,,)

Fy)-§>0 et avec

5 La lettre A faite référence a I’axe du tube.
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Preuve :

En premier temps, il faut définir la fonction D
représentant la distance entre la position de
I”intersection T, sur le cone et I’axe du cone. Puisque

i
la distance débute avec une valeur R étant le rayon de
la base du cone situé au point r,, et que cette distance
varie linéairement jusqu’a une valeur nulle a la point

du cone au point f,,, I’équation D sera égale a
I’expression suivante :

D=D(h)= (1—£jR

H

ou h:(ﬁay—rAl)é: Distance paralléele a I’axe du cone entre le point r,, et la position de

I”intersection T, .

H =|r,, —Ty| : Lahauteur du cone.

Développons la fonction D afin d’évaluer une expression pour D? :

D= 1—£JR
H
= D= 1_(rray_rA1).§JR
H

Note de cours rédigée par Simon Vézina
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A partir de I’expression
Uy Upt? + 27, -V t+T, T, —D* =0

développée précédemment pour évaluer I’intersection d’un rayon avec un tube infini, remplagons D?
dans I’expression afin de formuler notre polynéme du 2'°™ degré pour I’intersection avec le cone :

Uy Vpt? + 20, -V t+ T, T, —D* =0 (Expression)
= VU, VU tP 420, Vbt 4Ty Tag — (\/VZ—ZthJrvztz)R—2 =0 (Remplacer D)
A Va a0 VA a0 Tao s s ne |- p
R? R? R?
= (VA V-V, thz +(2 Fao " Va + 2Wy, F]t +(er Ty —W? F] =0 (Réorganisation)
=  At?’+Bt+C=0 n (Rempl. A, B et C)

Pour s’assurer que I’intersection au temps t est situee entre les deux extrémités r,, et r,, du cone, il
faut utiliser la méme démarche que pour le tube ce qui a déja été démontré.

L’intersection d’un rayon avec un tore

Un tore est une forme géométrique qui a I’apparence d’un
beignet. L’équation implicite d’un tore situé dans le plan xy et
centre a I’origine est égale a I’expression

<x2 +y?+2° + Ry, - Rmmz)z = 4Rmaj2(x2 + y2)

ou Rmaj est la distance entre le centre du tore et le centre de la
partir cylindrique du tore (major radius) et Rmin est le rayon

du cylindre appartenant au tore (minor radius). https://fr.wikipedia.org/wiki/Tore
Un tore dans le plan xy centré a I’origine oU Rmaj = 3Rmin

Pour réaliser Iintersection du tore avec un rayon T, nous pouvons décrire nos concepts a I’aide des
parametres suivants :

r, : Origine du rayon (position d’émission du rayon).
v : Orientation du rayon (|[V[ =1, vecteur unitaire).
r; : Position centrale du tore.

n : L’orientation de la normale au plan du tore.

R..« : Rayon du tore .
R.in : Rayon du cylindre du tore.
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L’intersection d’un rayon avec un tore centré a la position r; dont I’axe de la normale au plan du tore

est alignée selon n

tel que
A=5}

D=2n,B,- 4Rmaj2:u2

At* +Bt* +Ct?+Dt+E =0

B=26n,

E=A"-4R,, @

et avec les changements de variable suivant :

n se calcul gréace a la résolution d’un polynome du 4° degré en temps t

C= (251 Bs "'7722 _4Rma1271)

Changement de base avec k; # 1
(sinon, on peut prendre j comme référence dans le calcul de i)
IZT:Q r:TXlET L:IZ x iy i
| ! ‘Tx kT‘ (pour avoir i, x j; =k;)
Projection des vecteurs dans la nouvelle base
Ne =Tt IAT ryT:F:I"TT rzT:rT'lzT
rxo:ro'rT ryozro'iT rzozro'RT
vV, =V-i v, =V-J; Vv, =V -k,
Changement de variable en lien avec les coefficients A, B, C, D et E
o =T + 1, R T Oy = 0y = 20l = 20 gFyr
P = Rmaj2 - Rmin2 ta+ rzT2 Bo=pi+ rxo2 + ryo2 + rzo2 P =B = 2l = 2ry0ryT — 20
7=V, v, S, =y, +V,°
Hy =TV + 1,0V, Hy = 2(/11 - —Vy ryT)
=+, n, = 2(771 Vil =Vylr =V, I )

Preuve :

L’équation d’un tore centré a I’origine dans le plan xy est

(x2 +y 4zt + R

= Rminz)z = 4Rma\jz(x2 + yZ) '

Pour développer une expression d’un tore centré en r; avec une normale au plan du tore n, nous

devons définir une nouvelles base i., J; et k. tel que

Ky =

| S,
|
-
X
~

=1
_|
=7
X
=
e I

)

et

Note de cours rédigée par Simon Vézina
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ce qui assure i x J; = k; . Ce choix impose cependant que k; = i . On peut mesurer la distance x, y et z
dans notre nouvelle base avec les équations

X:(r_rT)'rT, y:(r_rT)']T et Z=(r_rT)'kT

ou F correspond a un vecteur position d’un point sur le tore.

Effectuons le produit scalaire afin d’obtenir une notation plus compacte :

x=(F-F) i, =  X=FL-Fi

= X=r It

Nous pouvons généraliser I’ensemble des calculs a I’axe y et z dans le tableau suivant :

Selon I’axe x Selon I’axe y Selon I’axe z
X=l =l y="r -y Z2=10 =Ty
ro=r-i r,=FJj; r,=r-k;
he =T IAT ryT:rT'jT rZTer-IZT

Développons I’expression de x* = (rX —ry )2 ce qui donne
X =1 =20+

X XT

Nous pouvons généraliser I’ensemble des calculs a I’axe y et z dans le tableau suivant :

Selon I’axe x Selon I'axe y Selon I’axe z

2 2 2 2
GESY Gu] o GEEY S BRVAE L SRR e I ST ) o Gy

Puisque I =T, +Vt, nous aurons a développer r, :

ro=r-i = r=(F+vt)i;

= r,="0-i, +V-it

X

- -

= I, =T, +Vt (ro=rh-1;etv,=v-i;)

Nous pouvons géneraliser I’ensemble des calculs a I’axe y et z dans le tableau suivant :

Selon I’axe x Selon I’axe y Selon I’axe z
r,="r,+Vt r,=ry,+Vvt r,="r,,+V,t
o =Tl o =T Jr Mo =T Kr
V, =V-i; v, =V-j; v, =V-k;
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Développons maintenant I’expression de rx2 = (rXO +V, t)2 ce qui donne

2 2 242
N =r, +2rov, t+v't

X

Nous pouvons généraliser I’ensemble des calculs a I’axe y et z dans le tableau suivant :

Selon I’axe x Selon I'axe y Selon I’axe z

2 2 2
R2=rg +2rov, t+v 2 | P =r,’ +2rv t+v, 7 | rf =t 4 2r0v, tv, 1

X y z

Nous allons maintenant remplacer les expressions de x*, y? et z*dans I’équation du tore :
2
(x2 +y +2° + Ry, - Rminz) = 4Rmaj2(x2 + y2)

2
((rx2 21 + rxT2)+(ry2 21T + ryT2)+ (rz2 —2rr, + rZT2)+ ij2 - Rminz)

x ' xT yyT
= 2 2 2 2 2
= 4Rmaj ((rX —2r,r s + 1, )+ (ry - 2ryryT +hr ))
2 2 2 2 2 2 2 2 \?
- (rX +0 4 =200 =2 N =20, + RS =R+ 0+ )

2(rx2 1,7 =20 =20, ryTz)

=4R

maj

Effectuons les changements de variable

2 2 2 2 2
=Ny +r; et Bi=R.. —Ru. +o,+r;

maj

ce qui donne I’expression simplifiée

2(rX2+ry2—2rerT—2r r +ocl) .

2
(rx2 1,7 =20, = 2r, N = 2r,0, +ﬂ1) = 4R ST

maj
Nous allons maintenant remplacer les expressions de rxz, ry2 et rz2 dans I’équation du tore :
(2+r2+n2-2rr, —2rr, -2 f=ar 27 +r, —2rr, -2 )
Lo+ 0 =200 =2, =201 + ) = N+ =2rr. =2rr,. +a

maj y'yT

2
((rxo2 +2rv t+v,’ t2)+(ry02 +2r,,v, t +vy2t2)+(rzo2 +2r,v, t+v,° tz)—ZrXrXT —2r, N = 2r,1, +ﬂ1)

=
2 2 2.2 2 2.2
=4R ((rXO +2r,v, t+v, t )+(ry0 +2r,v, t+v,t )—ZrerT—ZryryT+al)
2.2 2.2 2.2 2 2 2 )2
VOV T Y T 200V, T 200t 210V, T 20 N — 20 N =200 4 B T T T
=
2 242 2.2 2 2
=4R ., (vX U +v, U+ 200V, U+ 21,0V t =211 =20 N+ + 1"+, )
2
((vx2 +v,° +v22)t2 21V, + TV + gV, =20 F =25 1 =26 E + B+ TP 4100+ rzoz)
=

- 4Rmaj2((vx2 +vy2}2 + 2(rx0vX +1,0V, )t — 200 =2, Ny oy 1T+ ryoz)
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Effectuons I’ensemble des changements de variable suivant :

2 2 2 2 2
o, =0, th, +1, By =P+ 1, +lo t1ho
2 2 2
7/1:Vx +Vy 51:7/1+Vz
zulz xOVx+ryOVy 771::u1+rzovz

Ces changements nous donnent I’expression

(6,47 +2pt=2rr —2rr —2rr + B, f = 4R 2(nt? +2ut -2, 21,0 +a,)

yoyT
Remplagons maintenant les termes r,, r, et r,

2
(5lt2 + 21t =20 Ny — 25,1 — 21,1, +,82) = 4R,mu.2(7/1t2 + 2t =20y —2r, Ky +a2)

(6,2 + 27, = 2(rg +V, ) — Z(ryO +V, t)ryT — 2y +V, ) + B, )

—

=4R,,* (ylt2 +2ut—2(rg +V, )y — 2(ryo +V, t)ryT + az)

(51 12+ 2t =2 Ny — 2V, N t =20 F =2V, Nt =260 — 2V, T+ B, )2
R 4R, (it? + 2p,t = 25,01 — 20,10 t— 20y — 2V, I b+ a,)
N (51t2 + 2(771 —V,Fp =V, I =V, I )t + = 20Ny — 2N ol — 20T )2

= 4Rmaj2(7/1t2 + 2(,ul —V, I =V, Ty )t +a, =20 — 2ry0ryT)

Nous allons faire le changement de variable suivant :
Ay =y — 2l gl — 2ry0ryT By =P =204l — 2ry0ryT =21,y

Hy = 2(:”1 Ve _VyryT) m= 2(771 —Vlr _VyryT =V, Iy )
Ces changements nous donnent I’expression
2
(51t2 +n,t +,B3) = 4Rmaj2(;/1t2 +,uzt+a3)

Développons maintenant le carré du coté gauche et réecrivons le tout sous la forme d’un polynéme du
4*Me degré :

(5lt2 +1,t +ﬂ3)2 = 4Rmaj2(7/lt2 + 41yt +a3)
= (51t2 +772t+ﬂ3X51t2 +772t+,83)= 4Rmaj2(;/1t2 +,uzt+a3)
= P Ot + 8, Bt + 0, e, Bt + B, + Bt + Byt = AR [ty t+ )
= 5P 26,8 426, Bt 4, P+ 2, Byt + B = AR Pt + it + )

= 512 th+ 251772'[3 + (251 Bs+ 7722 - 4Rmaj271)t2 + (Zﬂzﬂa - 4Rmaj2/u2 )t + 1332 - 4Rmaj2a3 =0
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La derniére équation se déduit a un polynéme du 4° degré
At* +Bt* +Ct°+Dt+E =0

tel que

A= 512 B= 251772 C= (251 ﬂs +7722 _4Rmaj27/1)

D=2n,5 _4Rmaj2/u2 E= ﬂ32 _4Rmaj2a3

ce qui conclut la preuve. m

L’intersection d’une calotte sphérique

En construction ...

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Calotte spherique.svg
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Chapitre 6.3 — Les couleurs dans un ray tracer

La couleur

Une couleur S est un triplet représentant les trois canaux de couleur
élémentaire rouge (red), vert (green) et bleu (blue). Un canal doit idéalement
avoir une valeur entre 0 et 1 afin d’éviter la saturation®:

é.:(SR’ S SB)

ou Sk : Niveau de rouge dans la couleur de la surface (S; €[0..1]).
S : Niveau de vert dans la couleur de la surface (S €[0..1]). e /R C.5
Sg @ Niveau de bleu dans la couleur de la surface (S, €[0..1]). color_model

On utilise la notation S, pour désigner un canal quelconque d’une couleur S dans une
équation mathématique utilisant des couleurs :

S, telque 1e{R,G,B} et S, e[0.1]

Voici différentes représentations de couleur en fonction du vecteur couleur S :

=(0.0, 0.0, 0.0) =(1.0,0.0,0.0) S=(0.0,1.0,0.0)  $=(0.0,0.0,1.0)

=(1.0,1.0,1.0) =(0.8,08,08  S=(050505 5=(0.20202)

=(1.0,05,0.0) S=(1.0,0.9650.0) S =(0.6350010) S

! La majorité des logiciels ou classe (comme Bufferedimage de java) n’accepte pas un canal de couleur supérieur & 1.

(0.1, 0.0, 0.46)
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L"addition des couleurs

L addition de deux couleurs S, et S, permet d’obtenir une couleur amplifiée S, plus lumineuse.

L addition s’effectue en additionnant les composantes des vecteurs des couleurs S, et S, canal A par
canal A :

SX +SY :(SRX +SRYI S(;)( + SGY’ SBX +SBY)

ou S,y : Canal A de la couleur S,. (A€ {R, G, B})
S,y : Canal A de la couleur S, . (4 € {R, G, B})

S, =(1.0,0.0, 0.0) + S, =(0.0,1.0, 0.0) = S =(1.0,1.0,0.0)

Saturation d’une couleur

Lorsque I’on réalise des additions de couleur, il est possible qu’un canal S, sature ce qui correspond a

avoir une valeur supérieure a 1. Il est primordial de régler cette situation avant de dessiner cette
couleur. 1l existe plusieurs algorithmes complexes? pour gérer cette situation.

Lalgorithme le plus simple consiste a réduire a tous les canaux excédant la valeur limite (qui est de 1)
a la valeur limite. Avec la fonction mathématique « min », on peut alors formater toutes les couleurs de
facon adéquate avant qu’elle soit affichée avec I’équation

§. =min(§, 1.0)= (min(S, 1.0), min(Sg, 1.0), min(S, 1.0))

ou la fonction min(Sl, 1.0) prend la valeur la plus petite entre S, et 1.0 pour chaque canaux R, G et B
de la couleur a afficher S .

Voici un exemple d’addition de deux couleurs avec la normalisation a I’affichage :

S, =(1.0,0.5, 0.0) + S, =(0.0,1.0, 0.0) = S =(1.0,1.5,0.0)

S, =(1.0,1.0,0.0)

2 On peut normaliser la saturation en fonction du canal plus dominant dans la couleur. Le canal dominant ce fait réduire a
1.0 et les autres se font diviser par un facteur de proportion (exemple S, ).
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La multiplication d’une couleur par un scalaire

La multiplication d’une couleur S, par un scalaire k correspond & accentuer (k >1) ou atténuer
(k <1) chacun des canaux de la couleur S, par une facteur commun en multipliant chaque canal S,x

par le scalaire k. A moins d’une application trés particuliére, une couleur est traditionnellement
toujours positive ce qui interdit I’existence d’un scalaire négatif (doit respecter k >0) :

kS =(kSg, kSg, kSg)

ou S,x : Canal A de la couleur Sy. (4 € {R, G, B})
S,, : Canal A de la couleur S,. (4 €{R, G, B})

k=0.6 S =(0.8,1.0,0.5) kS =(0.48, 0.6, 0.3)

k=15 S =(0.9,05,0.8) kS =(1.35,0.75,1.2)

(Attention : couleur
saturée 1)
(S,s =(1.0,0.75,1.0))

La multiplication entre deux couleurs

La multiplication entre deux couleurs S, et S, correspond & effectuer un filtrage entre deux couleurs.
La multiplication nécessite le produit d’un par de composante S,,et S,, que I’on attribue a la
composante de la couleur résultante :

SXSY :(SRXSRY' SGXSGY’ SBXSBY)

ol S,, :CanalAdelacouleur S,.(1¢e{R, G, B}
S,y :Canal L delacouleur S, . (A€ {R, G, B})

§. =(050307) §,=(0210,04) = (0.1,03 0.28)
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Chapitre 6.4a — L illumination direct dans un ray tracer

Informations nécessaires au calcul d’illumination

Afin de réaliser un calcul d’illumination pour un
rayon ayant réalisé une intersection a un temps

t

inter

sur une géométrie de la scene, il nous faut

les informations géométriques suivantes :

source de
lumiére

Er

r|UI’T'I

point de surface
en calcul de luminosité
(point d’intersection)

,/\/ IT-inter = ﬁ) +\7tinter

. . . Position de la | Orientation de \ Couleur de la
L’orientation Point Normale a la
,- . source de la source de source de
du rayon d’intersection s ] surface -
lumiére lumiére lumiéere
\Y rinter - r0 +Vtinter I’.Ium d N L

A I’aide du matériel appliqué sur la géométrie, nous avons accés aux informations suivantes :

Couleur de Conlstant_es de Plasticité® Ipdlce_de Transparence Réflectivité
base réflexion réfraction
S ka1 kdl ks p n kt kl‘

Luminosité par réflexion ambiante

La reflexion ambiante permet de simuler I’inter réflexion de
la lumiére entre toutes les différentes surfaces d’une scéne.
Cette luminosité habituellement faible se retrouve sur toutes

les surfaces.

La contribution a la luminosité par réflexion ambiante pour
chaque canal A de couleur est obtenue par I’équation

suivante :

Lamb A= La/l ka/l S/l

ou L., : Luminosité ambiante de couleur A.

http://wwwa0.cs.ucl.ac.uk/staff/ucacajs/bo

ok_tmp/CGVE/chapter_6.htm

Luminosité ambiante sur trois spheres.

L., : Intensité de la lumiére ambiante de couleur A (L,, €[0..1]).
k,, : Constante de réflexion ambiante de la surface pour la couleur A (k,, €[0..1]).
S, :Couleur de base de la surface de canal A (S, €[0..1]).

Si I’on utilise la notation en triplet avec une constante de reflexion ambiante k,unique pour les trois
canaux de couleur A (k, est un scalaire et non un triplet), nous avons

S

amb a “a

o § —k§.

! Un matériel « plastique » aura tendance & réfléchir la couleur de la source de lumiére i et non la couleur du matériel §'.

Note de cours rédigée par Simon Vézina
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Luminosité par réflexion diffuse (réflexion lambertienne)

La réflexion diffuse permet de simuler la dispersion de
la lumiere par une surface. La lumiere percue par un
observateur va dépendre de I’angle entre la normale a
la surface et I’orientation de la source de lumiére
(plus la normale a la surface fait face a la lumiere, plus
il y aura de réflexion). Cette luminosité donne la forme
a la surface.

La contribution a la luminosité par réflexion diffuse
pour chaque canal A de couleur est obtenue par
I’équation suivante :

http://wwwa0.cs.ucl.ac.uk/staff/ucacajs/book_tm
p/CGVE/chapter_6.htm

_ N | . B Luminosité ambiante et diffuse sur trois sphére.
Ldif A Ld/l kdl (N L)Sl

ou Ly, : Luminosité diffuse de couleur A.
Ly, : Intensité de la lumiere diffuse de
couleur A (L, €[0..1]).

, . . rayon
ky, :Constante de réflexion diffuse de la surface

source de incident

pour la couleur A (k,, €[0..1]). lumiére ;
N : Normale a la surface du point de réflexion K
diffuse (‘N‘ =1).
I

L : Vecteur lumiére orienté du point de diffusion
vers la source de lumiére (‘[‘ =1,L=-d).

S, :Couleur de base de la surface de canal A
(S, €[0..1]).

Il est important de préciser que la luminosité diffuse L, ne peut pas étre négative (une source de
lumiére ne retire pas d’éclairage). Ainsi, il faut satisfaire la contrainte suivante :

N'I:<0 fu— Ldif=0

Si I’on utilise la notation en triplet avec une constante de réflexion diffuse k, unique pour les trois
canaux de couleur A, nous avons
>0

ou S, =k.S.
<O} d d

N-L
i N-L

Note de cours rédigée par Simon Vézina Page 2
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Luminosité par réflexion spéculaire

La réflexion spéculaire simule la réflexion de la lumiere sur
la surface polie produisant des régions a haute intensité qui
porte le nom de highlight. Une surface métallique aura
tendance a réfléchir spéculairement la couleur de la surface

S et une surface plastique aura tendance a réfléchir

spéculairement la couleur de la lumiére L .

La contribution spéculaire sera forte lorsque le rayon
réfléchi R est fortement orienté vers I’ceil E.

http://wwwa0.cs.ucl.ac.uk/staff/ucacajs/book_tm

p/CGVE/chapter 6.htm
Luminosité ambiante, diffuse et spéculaire
sur trois sphere.

La contribution & la luminosité par réflexion spéculaire pour chaque canal A de couleur est obtenue a

I’aide des deux modeéles suivants :

Avec : S

(1_ p)s,l +p

Modele spéculaire de Phong

Modele spéculaire de Blinn

Lspé/l = Ls/l ksﬁ (ﬁ | E)n Sﬁ(plas)

Lspéi = Ls/lksl (N ' I:l )n S/1(plas)

rayon

rayon
incident incident
source de source de
lumiére lumiére
d * d
TS
I | I
ol R=d+2(C-N)N oo H-rcth
(selon la loi de la réflexion) ‘E + L‘
ou Ly, - Luminosité spéculaire de couleur A.

L., : Intensité de la lumiére spéculaire de couleur A (L, € [0..1]).
k., : Constante de réflexion spéculaire de la surface de couleur A (k, < [0..1]).

=(1-p)S, +p)).

L
E : Orientation de la lumiére se dirigeant vers I’ceil (‘E‘ =1,E =-v).
R
N : Normale & la surface du point de diffusion (‘N‘ =1).
H : Vecteur bissecteur entre L et E (‘H‘ 1).
p : Portion de la réflexion plastique de la surface (p [0 1])
n : Rugosité de la surface (n =1 : surface rugueuse, n — oo : miroir) (n e [1 oo])
S, :Couleur de base de la surface de canal A (S, €[0..1]).
S (pias) - Couleur spéculaire sous I"effet plastique du matériel (S )

Note de cours rédigée par Simon Vézina

: Vecteur lumiére orienté du point de diffusion vers la source de lumiére (‘E‘ =1,L=-d).

: Orientation de la lumiére refléchie par la surface selon la loi de la réflexion (‘ﬁ‘ =1).
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Au niveau de la rugosité de la surface, plus n est
élevée, moins le highlight sera diffus (voir image ci-
contre).

n=4

Il est important de préciser que la luminosité

speculaire L, ne peut pas étre négative (une

source de lumiere ne retire pas d’éclairage). Ainsi, il
faut satisfaire la contrainte suivante :
R-E<0 ou N-H<0

= Ldif =0 http://www.iro.umontreal.ca/~dift3355/notes/05_illumination.pdf

Réflexion spéculaire de Phong sur un plastique
(réflexion dont la couleur est celle de la lumiére).

C O
«

n=l6 n=32

n=128 =256 =512

Si I’on utilise la notation en triplet avec une constante de réflexion spéculaire k, unique pour les trois

canaux de couleur A, nous avons (pour la réflexion spéculaire de Blinn)
Lo = (N-A)S, s l\_IH_ >0l on S, = ks((l— p)S + pl) avec 1=(1.0,1.0,1.0)
0 si N-H <0

Atténuation de la lumiére en fonction de la distance

Une source de lumiere peut réduire sa contribution a la .

F, =F +Vt rayon
luminosité en fonction de sa distance d avec le point de  sourcede o E incident
diffusion. L’atténuation peut étre constante, linéaire et  lumiere point de surface
méme quadratique (pour simuler une source ponctuelle). ik en calcul de

On peut évaluer [Ieffet de [I’atténuation A de la
lumiere grace a I’équation suivante : [

1
o 2
Cconst + Clinéd + Cquadd
ou A : Facteur d’atténuation de la lumiere.
C.ne - Constante d’atténuation a taux constant de la lumiere (C_,, > 0).
C.ns : Constante d’atténuation a taux linéaire de la lumiére (C, > 0).
Couee - Constante d’atténuation a taux quadratique de la lumiere (C,,,, > 0).

d : Distance entre la source de lumiere et le point de surface.

N.B. ldéalement, le facteur d’atténuation doit toujours respecter A<1 afin que la luminosité
maximale ne dépasse pas celle de la source elle-méme étant L . Cependant, cette condition peut
étre difficile a respecter lorsque d <1. Il faudra alors bien choisir I’algorithme de
normalisation? des couleurs afin d’obtenir le résultat désiré.

2 Ce sujet a été discuté dans le chapitre 6.3.
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Equation de la luminosité directe du pixel a plusieurs sources de
lumiére
Lorsqu’il faut additionner la contribution de plusieurs sources de lumiére a la luminosité d’un pixel

L, de canal de couleur A, il faut itérer sur I’'ensemble des sources et faire I’addition de la

contribution diffuse et spéculaire en n’oubliant pas d’ajouter la contribution ambiante qu’une seule
fois :

I—pixelﬂ, — Lamb/l + Ldiff/i + Lspé/”t

N N - = \n
= La/lkaisfl +le\ lLdlikdl (N ' Li)Sﬂ, + LS/liksi (N ) Hi) Sﬂ«(plaS)]

ou I’indice i représente I’indentification des
sources de lumiéres pouvant contribuer a la \
luminosité (retirer les sources dans I’ombre ou \
celle trop loin) avec les variables particuliéeres

qui en découlent (A, Ly, L., L, H;).

N/,

P

Comparaison entre une réflexion spéculaire
et une réflexion diffuse.
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Chapitre 6.4b — L’illumination avancée dans un ray tracer

La source de lumiere directionnelle

La source de lumiére directionnelle représente une source de

lumiere ayant une orientation unique dans I’ensemble de la

scéne sans étre localisable dans la scéne. Ce type d’éclairage e de
simule d’une certaine fagon la lumiére du Soleil.

, . ] ] \ l_;ray — F‘O +\7t .ra.yon
Sans effet d’ombrage, la source de lumiére directionnelle /incident
Lyrecionmene SETA €gale & I’expression suivante : \ d g
\ point de surface
SN en calcul de luminosité
i _ L si N-L>0 (point d’intersection)
directi lle — - r r+V
ectionmele 0 si N-L<O Finter = To +V ey
tel que |
d estconstant et L =-d
ou L : Vecteur lumiére orienté du point de diffusion vers la source de lumiére (||E|| =1).
N : Normale & la surface du point de diffusion (||N|| =1).
L : La couleur de la source de lumiére.
La source de lumiere ponctuelle
La source de lumiére ponctuelle représente une source de
lumiere ayant une orientation pointant vers le point
d’éclairage. Ce type d’éclairage simule d’une certaine fagon
une ampoule ponctuelle (de taille négligeable).
r|'ay = rO +Vt - rayon
Sans effet d’ombrage, la source de lumiére ponctuelle source de - incident
, <y . . . lumiére ponctuelle _
Loponcwene  SETA €gale a I’expression suivante : 5 N _
point de surface
Lo~ .. en calcul de luminosité
SI -L > (point d’intersection)
L N-L>0 S
Lponctuelle = 0 si N- ) |: < Flum Miner = To + Ve
| |
tel que
a — rinter — rIum et [ = _a
[Foer = P

ou M. . Position de la lumiére ponctuelle.
r. ... . Position de I’intersection sur la géométrie (T,

rinter inter

N : Normale & la surface du point de diffusion (||N| =1).

= rO + Vtinter )

L : La couleur de la source de lumiére.

Note de cours rédigée par Simon Vézina Page 1



La source de lumiére ponctuelle orientée

La source de lumiere ponctuelle orientée représente
une source de lumiere ayant une localisation et une
orientation de préférence. Ce type d’éclairage simule
d’une certaine fagon un « spotlight » ponctuel. P

source de rra :ro 4Vt rayon
lumiére spotlight y .0

point de surface
en calcul de luminosité
(point d’intersection)

(o T =T +Vt
|

Sans effet d’ombrage, la source de lumiere ™
eclalrggg.

«spotlight » L Sera égale a I’expression nter inter

suivante :
Cul si N-L>0 et 6-d>cos(6/
Lspm"ght:{ 0 si N-L<0 ou o-d<cos(@/ }
tel que
g =t hom o G o
[Foer = P

ou M. . Position de la lumiére ponctuelle.
M - POsition de I’intersection sur la geométrie (T, ., =T, + Vi, )-

N : Normale a la surface du point de diffusion (||N| =1).

 Orientation centrale de la source de lumiére (|o]=1.
: Angle d’ouverture de la source de lumiere (6 €[0°, 180°])

0

o

L : La couleur de la source de lumiére.

C,. : Constante d’atténuation (C,, [0, 1])

Le facteur C,, représente un facteur d’atténuation permettant de modulé I’éclairage en fonction du
positionnement dans la zone d’éclairage. Voici I’interprétation de la constante :

C,. =0 : atténuation complete C.. =1 : sans atténuation.

Il existe plusieurs modeles mathématiques pour representer ce facteur d’atténuation. Par exemple, en
utilisant une interpolation linéaire, nous pouvons formuler I’expression suivante :

Cpe=0-d(1-f)+f

ou fe [0,1] représente le facteur de lumiere restant en périphérie de la zone d’éclairage.

Note de cours rédigée par Simon Vézina Page 2



Le rayon d’ombre

http://web.cse.ohio-state.edu/~shen.94/681/Site/Slides_files/shadow.pdf

IHlumination indirecte

-,

“Shadow
rays

Refraction ray

https://docs.chaosgroup.com/display/VRAY3SOFTIMAGE/Basic+Ray+Tracing
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Chapitre 6.5 — Les matrices de transformation
dans le ray tracer

Le vecteur a 4 dimensions dans un ray tracer

Pour bien représenter la position d’un point en trois dimensions, il faut utiliser trois coordonnées. En

coordonnée cartésienne, la position r d’un point par rapport & I’origine du systéme d’axe xyz
correspond aux représentations suivantes :

Vectorielle algébrique Vectorielle colonne Visualisation

F=xi +y]j+zk

=
Il
N < X

Pour des raisons calculatoires, il sera intéressant de représenter le méme concept en vecteur a quatre
dimensions puisque nous allons effectuer des modifications a nos vecteurs a I’aide du produit matriciel
et une representation matricielle en format 4 x 4 sera plus polyvalente lors de nos calculs.

Ainsi, nous devrons faire correspondre un vecteur 3d sous la forme d’un vecteur 4d a I’aide de la
définition suivante :

Vecteur colonne 3d Vecteur colonne 4d
X
X
r=\y r = y
Z
Z
1

Afin de nous permettre d’effectuer des transformations d’homothétie (changement d’échelle, scaling en
anglais), de rotation et de translation sur nos vecteurs en utilisant strictement une série de multiplication
matricielle de format 4 x 4, I’introduction de la 4°™ composante® égale & « 1 » sera nécessaire. Ce
type de choix a été implémenté dans toutes les cartes graphiques afin d’uniformiser les calculs
acceélérant ainsi I’affichage d’image a I’écran.

La convention du produit entre une matrice et un vecteur

Puisque le produit entre une matrice M et un vecteur G n’est pas commutatif (MG =a'M ), il faut

choisir une convention lors de ces multiplications. Ces notes de cours proposeront I’'usage de la
convention droite-gauche suivante

V=MU ou U estlevecteura transformer et vV est le vecteur transformé par M.

! Ce choix permettra d’inclure la translation dans le produit des matrices.
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L’usage de la matrice 4 x 4 dans le ray tracer

Une matrice 4 x 4 M composé des valeurs

tel que i correspond au numéro de la ligne et j

correspond au numero de la colonne de I’élément de matrice M est représentée sous la forme

3

3 3 3

3 3 3

mOS

13

Cependant, le début de la numérotation dépend habituellement de la discipline qui en fait I’'usage. En
matheématique, on début traditionnellement par la composante m,,, mais en informatique, on débute

avec la composante my, puisque I’adressage d’un tableau débute avec I’adresse « 0 » (exemple :

tab[0]).

Dans le ray tracer, nous utiliserons ces
matrices pour transformer la
représentation mathématique d’une
géométrie afin de la déplacer
(translation), de la faire tourner autour
d’un axe (rotation) et de la déformer
(homothétie) dans I’espace de la scéne.
Par  exemple, savoir  résoudre
I’intersection d’un rayon avec une
sphére et utiliser ces matrices de
transformation permettra de visualiser
des spheres déformée.

De plus, un artiste peut réaliser un
modeéle 3d comportant un tres grand
nombre de points regroupés afin de
former plusieurs triangles et I’usage des
matrices de transformation permettra de
copier le modeéles 3d a différents
endroits, de les tourner et de les
déformer sans avoir a modifier la
définition du modéle.

C’est un avantage considérable quand
on pense qu’un modéle complexe peut
étre composé de plus de 25000
triangles et qu’il requiére plusieurs
heures de travail & un artiste.

Note de cours rédigée par Simon Vézina

Le modéle 3d comprenant 29 014 triangles a été

Sphére unitaire déformée en x et z et Cylindre unitaire déformée en x, y et z,
déplacée en x et z. tourné de 90° selon I’axe y et déplacé en x.

transformé a quatre reprises.
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La matrice de translation

La matrice de translation Tr est la matrice de transformation
affine permettant de déplacer un point dans un systeme d’axe xyz.
Appliquée a une forme géométrique, elle sera alors déplacée tout

en conservant son orientation.

En coordonnée cartésienne xyz, les paramétres de translation tr, ,

tr, et tr, se retrouve dans la
construite de la fagon suivante :

Tr :Tr(trx,try,trz):

ou Tr : Matrice de translation.
tr, : Translation selon I’axe y.

Preuve :

4iéme

colonne de la matrice et elle est

100 tr
01 0 tr,
00 1 tr
000 1

La fléche a subit une translation

en+yet+ztouten
préservant son orientation

tr, : Translation selon I’axe Xx.
tr, : Translation selon I’axe y.

A partir d’un vecteur position F=xi+y]+zk, effectuons une translation a I’aide d’un produit
matriciel avec la matrice Tr et identifions la position des parametres tr, , tr, et tr, dans la matrice Tr

afin de former un vecteur position T,

rans

définition de notre translation du vecteur F :

X +1r,
y+ try
trans

Z+tr,
1

X+1tr,

y+itr,

Z+tr,
1

X+1r,
y+tr,

Z+tr,
1

o O O -

o O — O

3
3

01

1

[

2

2 33
3 3 3

3 333
3 333
R N < X

31

Moo X + My, Y + My, Z + Mg
My X+ MY+ M,z +my,
My X + My Y + MyZ + M,y
m30 + m31 + m32 + m33

Moo X + My Y + Mg, Z + My,
X +my,y+m,Z+m;,
My X+ My Y +MyZ + My,

n0’30 + mBl + m32 + m33

0 tr
0

y ou
1 tr 0
0 autre =

Note de cours rédigée par Simon Vézina

= (x+tr )T +(y+tr,)j+(z+tr,)k qui correspond a la

(Remplacer r, T,

r-trans

et Tr)

(Produit entre Tr et 1)

(Identifier les termes inutiles)

Moy =My =My, =My, =1
Mo =tr, My =tr,, My, =tr, > m
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Situation A : La translation d’une sphere. Une sphére de rayon R = 1 est située a la position
I, =20 +3] +0Kk et subit une translation définie par le vecteur 5 = -5i —2] . Evaluez la position de

la sphére r aprés la translation en utilisant la matrice de translation pour effectuer le calcul.

A partir du vecteur S, nous pouvons définir les
parameétres de la matrice de translation :

§=-51-2]
donc tr,=-5, tr,=-2 ettr,=0
Appliquons le produit du vecteur r,, a la matrice Tr en
utilisant un vecteur r,, en 4 dimensions :

I =Trr

0
1
0
00

o O B+
= O O
|
N
R O W N

o
[EEN

2+0+0-5 -3
3+0+0-2 1
0+0+0+0
0+0+0+1 1

Vuedehaut Y

sphére

sphere
rans|atée

\

o

=
L
2

Représentation graphique de la
translation de la spheére.

f,=-3+]

La matrice de translation appliquée a un vecteur orientation

Lorsque I’on transforme un vecteur orientation vV avec une
matrice de translation Tr, il est important de préserver son
orientation et son module. Puisqu’un vecteur orientation v est
toujours défini a I’aide de deux points dont I’un est I’origine, il
faudra :

1) Transformer I’origine tel que T,
Ce calcul donne le résultat

r

Otrans

=Trr, et T1,=0.

trans

=tr, 0 +tr, J+tr, k

2) Transformer I’orientation initiale Vv du vecteur orientation en
vecteur temporaire tel que

V., =Trv.

3) L’orientation du vecteur transformé v, .. sera égale a

I’expression V, ..« =V, —Toans CE qui correspond au calcul

Note de cours rédigée par Simon Vézina

Vuedehaut Y

vegteur i
iedtati \ =
Hentati Vltrans /Vt

finale (

mp

vecteu
orientati
initiate

<

Représentation d’un vecteur orientation en
vert translaté et représenté en bleu (deux
points) dont la construction nécessite la
présence d’un vecteur orientation temporaire
et d’un origine translaté représenté en rouge.
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La matrice d’homothétie

La matrice d’homothétie Sc est la matrice de transformation

linéaire permettant de déformer les dimensions d’un systéme
d’axe. Appliquée a une forme géométrique, elle sera agrandie ou

rétrécie.

En coordonnée cartésienne xyz, les paramétres de déformation
sc, et sc, se retrouve sur la diagonal de la matrice Sc et

sc,,
elle est construite de la fagon suivante :
sc, 0 O
0 sc 0
Sc = Sclsc,,sc,,sc, )= Y
( o Z) 0 0 s
0O 0 O
ou Sc : Matrice d’homothétie.
sc, : Déformation selon I’axe y.
Preuve :

La fleche a subit un agrandissement en
y et z suivit d’une translation en z.

, O O O

sc, : Déformation selon I’axe x.
sc, : Déformation selon I’axe y.

A partir d’un vecteur position F=xi+y]+zk, effectuons une homothétie & I’aide d’un produit
matriciel avec la matrice Sc et identifions la position des parametres sc,, sc, et sc, dans la matrice

Sc afin de former un vecteur position T,

définition de notre homothétie du vecteur T :

— (sc,X) +(sc,y) 7 +(sc,2)k qui correspond & la

SCXX IrnOO mOl m02 m03 X
- - sc,y| |my, m, m, m,l|y o
Foo =SCF = P (Remplacer 7, T et Sc)
SC,Z My My My My || Z
1 m30 m3l m32 m33 1
SCX ) (MgX+My, Y +MyZ+my,
sc,y | | myX+my,y+m,z+m : i
- Ol S e t 12 ' (Produit entre Sc et F)
SC,Z My X+ My Y +MyyZ + My
1 m30 + m31 + m32 + m33
SC,X ) MypX + Mg, Y + Mg, Z + My,
sC,y | | M X+m,y+m,z+m .. -
- A e t 12 ' (Identifier les termes inutiles)
SC,Z | | Py X+M, Y +Mm,,Z+m,y,
1 My, + iy, +my, + My,
s, 000 m,, = SC,, M, =SC,, M,, =SC
00 — X! 11— y! 22 z
| 0 s, 0 O . B
= Sc = ou my =1 n
0 0 s O
autre =0
0 0 0 1

Note de cours rédigée par Simon Vézina
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Situation B : L’homothétie sur un triangle. Un triangle est construit a I’aides des trois vecteurs
positions , =0, F,=2i-2] et F,=2i+1]. Evaluez la forme du triangle aprés avoir subit une

homothétie définie par sc, = -2, sc, =2 et sc, =1.

A partir de nos paramétres décrivant la matrice
d’homothétie, nous obtenons la matrice

sc, 0 0 0) (-2 00 0
| 0 s 0 0 0 200
0 0 sc, 0] |0 010
0o 0o 0 1) (0 001

Appliquons le produit des vecteurs 1,, I, et , ala
matrice Sc en utilisant des vecteurs a 4 dimensions :

-2 0

= _ N 0 2

* rOtrans Sr rO = rOtrans = 0 0
0 O

-2 0

~ ~ N 0 2

i r1trans = Sr rl = r1trans = O 0
0 O

-2 0

~ _ ~ 0 2

* r2trans = Sr If-2 = r2trans = O
0

Note de cours rédigée par Simon Vézina
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T,
2trans trialpgle
défarmé rz
= D
fo triangle
X
ns
O—
I
rltrans
0
. 0
= rOtrans = O
1
—4
) -4
= rltrans = O
1
—4
R 2
:> r2trans = O
1
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La matrice d’homothétie appliquée a un vecteur orientation

Vue de haut Yy

Lorsque I’on transforme un vecteur orientation vV avec une vegteur| _

matrice de d’homothétie Sc, I’orientation ainsi que son A Pt 1

module seront changés. Bien qu’un vecteur orientation soit y /i

constitué de deux points dont un situé a I’origine, I’homothétie Y |

n’a pas d’effet sur un point a I’origine car é/
. . P vecteur X
lb=SCT, si fy=0. {'sc, =05 drention—§

o . . . o | sc, =4
Ainsi, le résultat de la transformation du vecteur orientation v Y
est directement égal au calcul | sc,=1

[ T T 7T

Représentation d’un vecteur orientation vert
ayant subit une transformation d’homothétie
représenté en bleu.

La rotation autour d’un axe X, y et z

Pour définir des matrices de rotation autour des axes X, y et z, nous devons utiliser trois angles de
rotation ¢,, ¢, et 6,. La construction de ces matrices de rotation R nécessite les fonctions

trigonomeétriques cosinus et sinus. Afin d’alléger I’écriture, nous allons utiliser les expressions
suivantes :

Rotation autour de I’axe x
avec un angle 6,

Autour de I’'axe y
avec un angle &,

Autour de I’axe z
avec un angle 6,

¢, =cos(6,)

c, = cos(ey)

c, =cos(6,)

s, =sin(6,)

s, =sin(6,)

s, =sin(4,)

La matrice de rotation autour de I’axe x, y et z

Les matrices de rotation R,, R, et R, autour des axes x, y et z sont des matrices de transformation

linéaire permettant de tourner un vecteur position ou une forme géométrique autour des axes d’un
systeme d’axe xyz.

Rotation de 60° autour de I’axe x | Rotation de 60° autour de I’axe y

Page 7
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Les parametres 6, , 6, et 6, caracterisent successivement les matrices de rotations R,, R, et R, et
déterminent les angles de rotation autour des axes. Un angle € =360° (ou 27 radians) ne procure

aucun changement .

Axe de Matrice de rotation Matrice de rotation
rotation (forme détaillée) (forme compacte)
1 0 0 0 1 0 O
X _ _
R <R.(0,)- 0 cos(g,) -sin(g,) 0 R —R.(0,)- 0c -s O
(plan yz) 0 sin(¢,) cos(6,) 0 0s ¢ O
0 0 0 1 0 0 0 1
(:05(6?y ) 0 sin(Hy ) 0 c, 0 s, O
y R—R(G)— 0 1 0 0 R—R(H)— 0 1 0 O
(plan x2) oo —sin(ay) 0 cos(ey) 0 oo l=s, 0 ¢, 0
0 0 0 1 0 0 0 1
cos(9,) —sin(g,) 0 0 c, -s, 00
7 :
R ZR.(0,)= sin(@,) cos(@,) 0 O R —R(0,) s, ¢, 00
(plan xy) 0 0 10 0 0 10
0 0 01 0 0 01

Preuve : (selon I’axe 2)

réécrivons le sous une forme polaire dans le plan xy

R=4x*+y? et 6, =arctan(y/x) .

Si on fait tourner ce vecteur d’un angle @, autour de I’axe z afin de satisfaire notre définition de
rotation autour de I’axe z, nous obtenons alors le vecteur

=Rcos(g, +6,)i +Rsin(6, +6,)] +zk .

A partir d’un vecteur position F =xi +y]j+zk,
tel que
F =Rcos(d, )i +Rsin(8,)]+zk o

rot z

Avec les identités trigonométriques
cos(8 + ¢) = cos(6)- cos(¢)—sin(8)-sin(¢) et sin(8+¢)=sin(8)-cos(p)+ cos(8)-sin(g),

Nnous pouvons réécrire notre vecteur 1. sous la forme compacte suivante :

rot z

R(cos(8, )-cos(,)—sin(8, )-sin(8,))
R(sin(8, )-cos(8, )+ cos(d, )-sin(6, ))

R(COCZ - SOSZ)
R(SOCZ + COSZ)

Rcos(6, +6,)

Rsin(6, +6,) |
z - z z

1 1 1

rotz =
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A partir du vecteur position r, effectuons une rotation autour de I’axe z (dans le plan xy) a I’aide d’un
produit matriciel avec la matrice R, et identifions la position des parametres &, sous la forme des

équations trigonométriques ¢, =cos(@,) et s, =sin(6,) dans la matrice R, afin de former le vecteur
position T, ,, qui correspond a la définition de notre rotation du vecteur T :

R(Cocz - Sosz) Moy Moy Mg Mgz ) X
F =R TF R(Socz + Cos’z) _ My My My My |y
rrotz -z r = -
z I’nZO m21 IfnZZ m23 A
1 m30 m31 m32 m33 1
R(Cocz _Sosz) Mo X+ My Y + My, Z + Meg
R(S,C, +C,S,) | | MoX+myy+m,z+mg,
- =
z My X+ My Y +MyyZ + My,
1 My, + My, + My, + My,
Rc,C, — RS,s, Mgy RCy + My RSy + My, Z + My,
Rs,C, + Rc,s, | | myRe, +my,Rsy +my,z+m, ( x = Rcos(6, ) = Re, )
= = .
z M,,RC, + M, RSy + M,z +m,, y = Rsin(6, )= Rs,
1 m30 + m31 + m32 + m33
Rc,C, — RS,s, my,RC, + My RS, + M,z + Mg,
Rs,c, + Rc,s m,,Rc, + m RS, + M,z +m .
= 0 R s e (Iden. les termes inutiles)
z m,Re, +m,Rs, +m,,z +m,,
1 My, + My, + Mg, + My,
Cz - Sz 00 mOO = Cz’ mOl = _Sz
S c 0 0 . |m,=s,m,=cC
:> RZ — RZ(HZ): z z OU 10 z 11 z -
0 0 10 m,, =mg, =1
0O 0 01 autre =0

La matrice de rotation appliquée a un vecteur orientation

Vuedehaut Y
Lorsque I’on transforme un vecteur orientation vV avec une cctebr
matrice de rotation R selon x, y ou z, seule |’orientation sera orfentation | Vi vefteur| |
changée.(pas le module). Bien qu’un vecteur orientation soit thnstorme o
constitué de deux points dont un situé a I’origine, la rotation n’a o, P
y . T P N
pas d’effet sur un point a I’origine car = =
f,=RT, si p=0. X
16,=0

Ainsi, le résultat de la transformation du vecteur orientation v | 6,=0
est directement égal aux calculs suivant : | 6, =120°

Vians =RV .  —

trans
Représentation d’un vecteur orientation vert ayant

subit une rotation selon I’axe z et représenté en bleu.
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Situation C: La rotation d’un vecteur orientation autour de I’axe z. Un vecteur orientation
V=-41 +3] subit une rotation autour de I’axe z de 150°. Evaluez (&) le vecteur orientation

transformé v (b) vérifiez que le module du vecteur demeure inchangé et (c) vérifiez que I’angle

trans ?

entre vV et V,,.. est bien de 150°.
A partir de nos paramétres décrivant la matrice de rotation Veedehat Y
autour de I’axe z, nous obtenons la matrice
c, -s, 00 -0866 -05 0 O h 5
s, ¢, 00 05 -0866 0 O
RZ = RZ (92): = \7
0 0 10 0 0 10 ST
N
0 0 01 0 0 01 X
15 }°\\ v \

car ¢, =cos(d, )= cos(150°) = 0,866
s, =sin(@, ) =sin(150°) = 0,5

z

Vtrens
a) Appliquons notre matrice de rotation a notre vecteur v afin d’évaluer v, :
-0866 -05 0 0)-4
_ _ _ 05 -0866 0 Of 3
Vtrans = Rz v = Vtrans =
0 0 1 0} O
0 0 0 1)l 1
(-4)-0,866)+(~0,5)3)+(0)0)+(0)2) 1,964
_ _ — 4,598
~ g 05)-4)+(-0866)3)+(0)0)+ (ON) | _ | _

(0X-4)+(0)3)+(2)0)+(0)1) o
(0)-4)+(0)3)+ (0)0)+ (1)) 1

b) Evaluons le module de nos deux vecteurs orientations et vérifions qu’ils sont égaux :
V= v, +v,” +v,? =N |\7|:\/(—4)2 +(3)* +(0)? = [v|]=5

|\7trans| = \/thrans2 + Vytran52 + Vztrans2 = |\7 | = \/(1’964)2 + (_ 4’598)2 + (0)2 = |\7trans| =5

trans

c) Vérifions que I’angle entre nos deux vecteurs est de 150° a I’aide du produit scalaire et de la
représentation de nos vecteurs en trois dimensions :

lcos(@) =  cos(9)= vy

91V,

trans

= COS(@) _ vaxtrans + |\:7y|\|i_;,trans + Vzvztrans

trans |

- _ arccod (©4)0.964)+(3)(- 4598)+(0)0) - s
o 68 )
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Les matrices de transformation inverse

Toutes les matrices de transformation M possedent une matrice de transformation inverse
M ! permettant de retrouver les positions des vecteurs et les formes des géométries d’origine. Leur

définition respect la propriéte tel que

MM*=M"'M=1 ol 1=

o O O -
o O +— O

o O O

est la matrice identité.

O O O

En raison de leur forme, on peut toujours construire une matrice de transformation linéaire inverse
M ! & partir de la matrice de transformation linéaire M en changeant judicieusement les paramétres

de la matrice M .

Matrice de transformation Matrice de transformation inverse
10 0 tr, 100 -t
Tr:Tr(trX,try,trZ): oL Tr’lzTr(—trX,—try,—trz): 010 -
00 1 tr 00 1 —tr
0 00 1 0 00 1
sc, 0 0 O 1/sc, 0 0 0
1
Sc=Sc(scX,scy,scz): 0 s, 000 Sc™ =Sc i,i,i | © fse, 00
0 sc, O sc, SC, sc, 0 0 1l/sc, O
0O 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 0
R = R.(0,)= 0 C?S(@X) —sin(g,) 0 R_R(0,)- 0 c.os(—HX) —sin(-6,) 0
0 sin(@,) cos(6,) 0 0 sin(-6,) cos(-6,) O
0 0 0 1 0 0 0 1
cos(9y ) 0 sm(ey ) 0 cos(— 0, ) 0 sin(— 0, ) 0
R-rfo)-| 0 1 0 0 Ri-r(0)e| 1 0 0
v sine,) 0 cosle,) © v T sin(-6,) 0 cos(-6,) 0
0 0 0 1 0 0 0 1
cos(d,) —sin(@,) 0 0 cos(-,) -sin(-0,) 0 0
R ZR.(0,)= sin(@,) cos(@,) 0 0 R R (L0,) sin(-0,) cos(-@,) 0 0
0 0 10 0 0 10
0 0 01 0 0 01

Preuve : Les preuves sont laissées en exercice au lecteur.

Note de cours rédigée par Simon Vézina
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Chapitre 6.6 — Les transformations dans le ray tracer

L’espace monde et I’espace objet

L’espace monde est I’espace dans lequel la scéne est
définie. Ceci comprend la position et I’orientation de la
caméra ainsi que la position et la forme des
géométries. Une géométrie définie dans un autre espace
devra étre transformée préalablement vers I’espace
monde avant qu’elle puisse étre adéquatement
visualisée.

En infographie, un artiste réalise toujours la
construction d’un modele 3d (ensemble de géométries)
dans un espace propre au modeéle. Cet espace porte le
nom d’espace objet. Habituellement, le modéle est
représenté dans le plan xy et il centré avec I’origine.

Puisque les dimensions choisies par I’artiste ne
coincident pas toujours avec les dimensions requises en
espace monde, il est important de transformer le modele
adéquatement. C’est pour cette raison que I’on applique
des matrices de transformation comme I’homothétie
(agrandir  ou  rétrécir), la rotation (tourner
adéquatement) et la translation (positionnement
adéquat) aux modeles 3d.

http://mike.newgrounds.com/news/
Scéne comprenant plusieurs sphéres unitaires
transformées permettant a celles-ci d’étre visualisées a
différentes positions avec des rayons différents.

K i, il it e PR RSO
http://www.deskeng.com/de/seeing-ray-tracing-
in-a-different-light/

Logiciel permettant a un artiste de construire un
modele 3d dans un espace objet.

La transformation de I’espace objet vers I’espace monde

Puisque le produit matriciel n’est pas commutatif, il est important de choisir un ordre dans lequel nous
allons transformer nos geométries. Puisque nos transformations linéaires sont définies par rapport a

I’origine, nous allons choisir I’ordre® suivant :

1 2 3 4 5
Homothétie Rotation Rotation Rotation Translation
Sc R, Ry R, Tr

En raison de notre convention® de notre produit entre nos matrices et nos vecteurs, nous devons
transformer un vecteur r, dans I’espace objet en un vecteur f, dans I’espace monde a I’aide de

I’expression

=M T,

o—->m "0

ou M, =Tr-R -R, -R,-Sc estla matrice de transformation de I’espace objet vers I’espace monde.

= fm=Tr-RZ~Ry~RX~ScrO

! Cet ordre est traditionnel, mais il est possible de changer I’ordre des matrices de rotation.

2 Convention droite-gauche : V.= M 0

Note de cours rédigée par Simon Vézina

Page 1


http://mike.newgrounds.com/news/
http://www.deskeng.com/de/seeing-ray-tracing-in-a-different-light/
http://www.deskeng.com/de/seeing-ray-tracing-in-a-different-light/

Exemple :

Dans I’espace monde

Caméra en position :
F., =15i +15] +15k

I’observation :

rregard

Position de

=0 (origine)

Géométrie unitaire visualisée dans

I’espace monde sans transformation.

Matrices de transformation

Homothétie Sc
Exemple de gauche :
1 Sc=(2,2,2)
Exemple de droite :
Sc=(1.5,1.5, 0.5)

Rotation R,
Exemple de gauche :
2 0, = 45°
Exemple de droite :

6, =-90°

Rotation R,
Exemple de gauche :
3 0, =60°
Exemple de droite :

0, =-135

Rotation R,
Exemple de gauche :
4 6, =90°
Exemple de droite :

6, =-90°

Translation Tr
Exemple de gauche :
5 Tr=(5,0,5)
Exemple de droite :

Tr = (5,10, 0)

Visualisation dans I’espace monde apres
I’application des transformations

P.S. La géométrie semble plus grosse, car elle est plus prés de la caméra.

Note de cours rédigée par Simon Vézina
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La transformation de I’espace monde vers I’espace objet

En raison de I’ordre précédent dans la transformation de I’espace objet vers I’espace monde, nous
pouvons réaliser une transformation inverse afin de passer de I’espace monde vers I’espace objet si I’on
respecte I’ordre de matrice suivante avec les valeurs numériques appropriées :

1 2 3 4 5
Translation Rotation Rotation Rotation Homothétie
Tr71 Rz—l Ry—l Rx_l Sc—l

Avec cette transformation, nous pouvons transformer un vecteur T, dans I’espace monde en un vecteur
I, dans I’espace objet a I’aide de I’expression

L=M,,, T = Tf,=Sc"R-R-R-Tr'r,

m—0 "'m 0

ol M,,,=Sc*-R"-R, TR, -Tr" est la matrice de transformation de I’espace monde vers

I’espace objet.

L"algorithme du calcul de I’intersection dans un ray tracer avec I’usage
des matrice de transformation

Dans le ray tracer, on utiliser les matrices de transformations pour déformer des géomeétries de base
(sphere, cylindre, céne), mais réaliser le calcul de I’intersection sur ces nouvelles géométries devient
théoriquement trés difficile. Ainsi, on utilise la transformation monde vers objet pour transformer un
rayon afin de réaliser un calcul d’intersection dans I’espace objet ce qui a été préalablement
implémenté. Cette transformation permet de contourner une difficulté théorique.

Voici ce qui est connu avant de réaliser les calculs appropriés :

Espace monde Espace objet
0 : Origine de I’espace monde (0 =0).
I, : Position initiale du rayon dans I’espace o : Origine de I’espace objet (0 =0).
monde.
vV :  Orientation du rayon dans I’espace M, : Transformation de I’espace objet a
monde. I’espace monde.
M, ., : Transformation de I’espace monde a
I’espace objet.
» Rayon: T, =T +Vt » Rayon: 1, aobtenir par transformation
» Calcul de I’intersection : non implémenté » Calcul de I’intersection : implémenté

Voici ce que I’on désire déterminer :
e t. : Temps afin que le rayon réalise I’intersection avec la géométrie (invariant).

e 1., : Normale a la surface de la géométrie a I’endroit de I’intersection dans I’espace monde.
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Voici un algorithme de calcul d’intersection entre un rayon et une géométrie en utilisant les
matrices de transformation :

Etape #1 : Transformation du rayon Iy =T +Vt del’espace monde vers I’espace objet

a) Transformer de I’origine du rayon 1, de I’espace monde vers I’espace objet :

I_;00 = Mm%OFE)
b) Transformer de I’orientation du rayon v de I’espace monde vers I’espace objet :
O =M, .0 (origine)
Vo =M,V (direction a transformer)
Vy =Vis0 — 0o (nouvelle direction)

P.S. Il est important de ne pas normaliser V_, car c’est ce qui permet d’avoir t comme invariant.

Etape #2 : Réalisation du test de I’intersection

a) Construire le rayon transformé 1, =T, +V,t.

ay(o)

b) Tester I’intersection entre le rayon transformé 1, et la géométrie dans I’espace objet.

c) Obtenir le temps d’intersection approprié t=t,.

d) S’il y a eu intersection, évaluer la normale a la surface n a I’endroit de I’intersection. Sinon, il

n’y a pas eu d’intersection.

Etape #3 : Transformation de la normale a la surface
a) Transformer la normale a la surface n de I’espace objet vers I’espace monde :

Oym=M_,,0 (origine)
Nym =M 0 (direction a transformer)
Ny =0, ,m —0,.n (nouvelle direction)

b) Normaliser la normale a la surface :

Conclusion :

Nous obtenons le temps d’intersection t,, dans les deux espaces avec une normale a la surface .,

dans I’espace monde.

Note de cours rédigée par Simon Vézina
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Situation A : L’intersection d’une sphere transformée. Une sphére unitaire posséde un rayon égal
a 1 et est centré a I’origine de son espace objet. On désire faire I’intersection de cette sphere dans
un espace monde aprés avoir effectué une transformation d’homothétie Sc = (3, 2, 1), une rotation

autour de I’axe z tel que 6, =45° et une translation Tr=(—3, 1, 0). Le rayon qui realisera
I’intersection aura une origine r, =3i +4 ] et une orientation v = -2i — j.

Espace objet Y Espace monde Y
ro/zlsf 143
L R
V=R2-]
3 X g ]
position de
Aé@ / Iintersectign
\ I~
sﬁhér X % \ﬁ X
unjitaire ~—— §s=-3i+]

sphere
transformée

On désire (a) évaluer la matrice de transformation de I’espace objet-monde et la matrice de
transformation monde-objet, (b) évaluer le temps t,, requis pour réaliser I’intersection et (c)

vérifier que le temps t. . est un invariant dans les deux espaces.

int

Evaluons les expressions c,(6,), s,(6,) pour la matrice de rotation R, selon z ainsi que c,(-6,) et
s,(—6,) pour la matrice de rotation inverse R, “selon z :

e ¢,(8,)=cos(8,) =  ¢,(0,)=cos(45°) = ¢c,(0,)=+2/2
¢ s,(6,)=sin(6,) = 5,(0,)=sin(45°) =  5,(6,)=+2/2
e c,(-6,)=cos(-6,) = ¢,(-0,)=cos(-45°) = ¢, (-6,)=+212
o s5,(-6,)=sin(-0,) = 5,(-0)=sin(-45°) = s,(-6,)=—2/2

Evaluons la matrice de transformation M, de I’espace objet & I’espace monde :

M, =Tr-R,-Sc
1 0 0 tr,)(c(0,) —s,(6,) 0 O)(sc, O 0 O
I i S 5,(,) ¢c,(6,) 0 0|0 sc, 0 O
" 10 01 tr,|| O 0 10[0 0 s, O
000 1)L 0 o o01)lo o0 o0 1
100 -3)(v2/2 -v2/2 0 0}(3 0 0 0
oM |01 0 1)V2/2 J2/2 0 00 200
" 1001 0 0 0 1 00010
000 1 0 o o0 1)l0 001
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1 0 0 =3\(3J2/2 =42 0 0
010 113/2/72 V2 00
= IVloam:
001 O 0 0 1 0
000 1 0 0 0 1
3W2/2 -2 0 -3
= M, .., = N2/2 2 0 1 (a) partie 1
0 0 1 0
0 0 0 1

En utilisant les expressions des matrices inverses tel que
st =sc(l/sc, 1/sc, lisc,) , R, =R,(-6,) et Tr*=Tr(-tr, —tr, tr,)

évaluons la matrice de transformation M, de I’espace monde a I’espace objet :

M, ., =Sct-R*Tr
1/sc, O 0 0Yc,(-6,) —-s,(-6,) 0 01 0 0 -tr,
oM. | O Us, 0 0 s,(-6,) ¢, (-6,) 0 0|0 1 0 -tr,
m-o 0 0 1/sc, O 0 0 1 0[0 0 1 —tr,
0 0 0o 1 0 0 0 1/0 0 0 1
1/3 0 0 0Y +2/2 +2/2 0 o)1 0 0 3
:M_01/2oo_\/§/2\/§/200010—1
mTl 0 0 10 0 0 1 0[/0 01
0 0 01 0 0o 0 1/0 0 0 1
1/3 0 0 0Y +2/2 2/2 0 3J2/2-42/2
oM | O V20 0f-v2/2 J2/2 0 -3J2/2-42/2
"0 0 10| o 0 1 0
0 0 01 0 0 0 1
1/3 0 0 0Y +2/2 2/2 0 2
o 0 1/2 0 0| —+2/2 J2/2 0 -242
™10 0 10 0 0 1 0
0 0 01 0 0 0 1
J216 216 0 4213
= M, . V214 V214 0 -2 (a) partie 2
0 0 1 0
0 0 0 1
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Représentons le rayon T, dans I’espace objet en transformant I’origine 1, = 31 +47 durayon ainsi

ay(o
(ue son orientation V = -2i — j :

Transformation de I’origine du rayon :

rOOZI\/Im~>Or0
V216 216 0 N2/3)(3) (V2/2+242/3+0++/2/3
Lo |24 V214 0 V2 4| | -3V2/4442+0-42
o 0 o 1 o0 |0 0
0 o o 1 Jl1 1
3W2/2 2121
_ ~1,061
= o = 3\/5/4 ce qui donne |I, =
0 0
1 1
Transformation de I’orientation :
Gmaonmaoém
V216 216 0 +/2/3)(0
N | =~214 214 0 420
me 0 0o 1 o0 ||O
0 0o 0 1 J\1
J213 0,471
_ ~1,414
= 0o = V2 cequidonne 0, ,, =
0 0
1 1
Vmao:Mmaov
V216 216 0 N2/3)(=2) (=242/6-+2/6+0++2/3
L g _|Y2ra Nzia 0 Nz | -1l | 2V214-214+0-42
mee 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 1 1
_J2/6 —0,2357
_ ~1,0607
= Voo = 2/4 cequidonne Vv, =
0 0
1 1
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Pour obtenir la direction transformée :
V, =V, ..—0, . (nouvelle direction)

= ¥, =(-0,23577 -1,0607 j)- (0,471 1,414 )

- |v,=-07077 +0,353]

Voici une représentation de la transformation du rayon T, dans I’espace monde en rayon ,, ,, dans
I’espace objet :
Espace monde Y Espace objet Y
T, =31 +4]
i 3 I
3 X V=r21- position de
o ositipn de Iintersegtion| - -
< 45 / I’? tersection \ v, =—0,707i +0,353]
N N &
> \\/\ X sphere \\/. X
Nl § - 37+ I unitaire | _ - Aem
sphére f,|=—0.7071 + 0,353
transformée

Evaluons le temps de I’intersection t, . a I’aide de I’équation de I’intersection de la sphére :

At? +Bt+C =0 ou A=V-V , B=2r, -V et C=TF, T,,—R? ol Iy, =T, — T,

Voici les valeurs particulieres de notre calcul dans un contexte de calcul d’intersection dans I’espace
objet de la spheére :

Orientation du rayon Origine du rayon . . S
(V=V,) (F,=F.) Origine de la sphére foo =T — T
vV =-0,7071 +0,353 ] r,=2121i —1,061] =0 f, = 21211 —1,061]

Evaluons nos paramétres A, Bet C :
A=V-V =  A=(-0,7077 +0,353])-(-0,7077 +0,353])
=  A=(-0,707)-0,707)+(0,353)0,353)
=
2(21217 -1,061j)- (- 0,707 +0,353 )
2((2,121)(-0,707)+(~1,061)0,353))

B
B
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C=ry -Fp-R? =  C=((21217 -1,061j)- (21217 —-1,061]))- (1)’
=  C=((2121)(2121)+(~1,061)-1,061))- (1)’

-

Nous pouvons évaluer le temps t ou il y aura une intersection (nommé t, ) en résolvant notre polynéme
du 2™ degré At’>+Bt+C=0:

. _-B2 VB? —4AC oy T (—3,748)+ /(- 3,748)* — 4(0,6245)(4,6244)
" 2A " 2(0,6245)
- | 3,748+ ,[2,4957
" 1,249

= t,, =1{.7360, 4,2656}

= |t,=17360| (b)

Afin de vérifier que le temps t,, est un invariant dans nos deux espaces, évaluer la position de
I’intersection dans les deux espaces et veérifions qu’elles sont égales apres une transformation.

Débutons en évaluant la position de I"intersection T, ,dans I’espace objet :

int(o

Frcio) = Foo + Volin = T = (21217 1,061 )+ (- 0,707 +0,353 ] )1,7360)

= [Fo) =089067 —0,4482]

Transformons la position de I’intersection ., vers I’espace monde :

r,=M r,

int o—m lint(o)
3J2/12 -2 0 -3)( 08906 1,8892 +0,6339+0-3
. _|32/2 N2 0 1 |-04482| |18892-0,6339+0+1
int — 0 O 1 0 - 0
0 0 0 1 1 1
—-0,4769
2,2553 . = = =
= F = 0 ce qui donne |F,, =—0,4771 +2,26 ]
1
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Evaluons la position de I’intersection dans I’espace monde avec le temps de I’intersection t, . :

B =T +Vt, =  F,=(37+47)+(-27 - ])17360)

= |r,=-04727 +2,264]

En raison des précisions numérigues, nous obtenons des coordonnées pour I’intersection une légeére
différence :

Fe =—0,4771 +2,26 ] versus r,=-04721 +2,264 ]

(par transformation objet-monde) (par évaluation de temps dans I’espace monde)

Cependant, nous pouvons affirmer que le temps pour réaliser I’intersection t,,
les deux espaces puisque nos deux positions peuvent étre calculées a I’aide de la méme valeur de t,
dans les deux espaces.

est un invariant dans

Voici une représentation de la position de I’intersection dans les deux espaces :

Espace monde Y Espace objet Y
t,, =17360 F0/:l3i T4] t,, =17360
J J
i A
V=211—1 position de | — T— H
2 ® positior \;e g Pinfersettion| ™) 089061104482
C@ / ™| Fintersedtion v, =-0,707i +0,353]
'2\\@ r=-0,472i +2,264} N g X
> \\/\ X sphgre \\/. X
N~ 53+ ] unitpire | - i
sphére B . |=—0,7071 + 0,353 ]
transfprmée
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Chapitre 6.7 — Les textures dans le ray tracer

La texture et le texel

Une texture est une grille de valeurs dont chaque élément de la grille
porte le nom de texel. Une texture est habituellement représentée en

deux dimensions dont chaque texel est accessible par une coordonnée (0, 0) T,
NN > T
(r.7,) telque T, e[0T -1, T, e[0T, ~1] *
ou T, correspond au nombre de texels en largeur (width) et T, T
correspond au nombre de texels en hauteur (height). Selon H
I’interprétation de la texture, I’origine peut étre localisée dans le coin
supérieur gauche (selon DirectX) ou dans le coin inférieur gauche T
(selon OpenGL) y (NL ~LN, _1)
Texture de pouleur (drapga_u de la France)
On utilise les textures pour emmagasiner des informations comme des en espace image ou I"origine est dans e

, . . coin supérieur gauche de la grille.
couleurs (texture de couleur) et des déformations de normale a la

surface (bump map) afin de les appliquer sur des formes géométries
(texture mapping).

La coordonnée de texture uv

Une coordonnée de texture C,, est un doublet représentant deux

coordonnées exprimées en nombre réel qui permettent de localiser un
texel (TX,Ty) dans une texture :

Cuv :(U,V) tel que U,VE[O, 1]

ot C,, : Coordonnée de texture.
u :Coordonnée u de latexture. ue(0,1]
v : Coordonnée v de latexture. vel0,1]

Cette approche est nécessaire afin de permettre aux géométries Texet:fzcdeelfvoghef,ﬁ?f?rfeezlsltd;a:]as Téag;i) en
appliquées de texture de subirent des transformations d’homothétie ce P supériegr gauche.
qui permet de déformer adéquatement la texture lors de son application

sur la géomeétrie.
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L’équation de correspondance entre coordonneée uv et texel

Une coordonnée uv peut cependant étre a I’extérieur de I’intervalle
[0,1]. Dans ce cas, il faut recadrer la coordonnée uv entre 0 et 1. Pour

ce faire, il existe deux méthodes : (soit x e [0,1])
e Lacoupure (clamp):u=1+x—>u=1, u=-1+x—>u=0

e Larepétition (repeat) : u=1+X >u=X,Uu=-1+xXx—>u=1-X

Pour faire la correspondance entre une coordonnée uv (u,v) et une
coordonnee de texel (TX,Ty), on utilise la régle’ suivante :
(wv)-(T.T,)

tel que
T, =[u(N_-1)] et T, =[v(N, -1)].

L’application d’une texture (texture mapping)

(1.4,0.5)

1 (u,v)

Texture de couleur (drapeau de la France) en
espace uv ou I’origine est dans le coin
supérieur gauche. Un exemple de recadrement
est également disponible pour illustrer la
méthode par coupure et par répétition.

Lorsqu’un artiste décide d’utiliser une texture pour attribuer plusieurs couleurs différentes sur une
méme surface géomeétrique, il utilise des textures de couleurs. Le role de I’artiste sera de faire
correspondre des coordonnées (x,y,z) de I’espace objet de son modéle 3D en coordonnées (u,v) de

texture tel que
(x,y,2)=>(u,v)

afin d’associer une couleur appropriée a appliquer sur chaque surface du modéle 3D.

Rendu sans texture d’un modeéle 3D. Rendu avec texture de couleur d’un modele 3D.
e

R G

]
-

Texture en espace image utilisée pour attribuer différentes couleurs sur les différents triangles du modele 3D ci-haut.

! En informatique, on utilise la fonction planché (floor) pour transformer (TX,Ty) en entier :

T, =[u(N, -1)]= floor(u(N, -1)) et T, =[v(N, —1)|= floor(v(N,, —1))

Note de cours rédigée par Simon Vézina
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L’interpolation des coordonnées de texture dans un triangle
barycentrique

Pour un triangle en coordonnée barycentrique, on peut calculer
pour une coordonnée

o = To + Vi, b4 (0;1) b,>0b,>0
d'un rayon ayant intersecté un triangle et d’obtenir une b +b, <1
coordonnée barycentrique (b,,b,) associée & la coordonnée Coordonnée

barycentrique

(x,y,z) de I’intersection de position F,,. En définissant une

Fing

coordonnée uv pour chaque sommet du triangle (C,,, ,C,, et
C,,, ), hous pouvons évaluer par interpolation linéairement une

coordonnée uv C, ) associé a la position (b,b,) de

I’intersection du triangle gréace a I’équation suivante : X
iy iy iy iy Représentation d’un point dans le plan d’un triangle
Cuv(inter) = (1— bl — b2 ) Cqu + blCuvl + bZCUVZ en coordonnée barycentrique.
00 Cyymer : Coordonnée uv interpolée en coordonnée (t,,t,) dutriangle . Cimer) = (Upner + Vinger)
C,o : Coordonnée de texture uv au sommet P, du triangle. Cvo = Uy, Vp)
C,. :Coordonnée de texture uv au sommet P, du triangle. Cop = (u,,v,)
C,., :Coordonnée de texture uv au sommet P, du triangle. Cor =(U,,V,)

(b1 : bz) : Coordonnee barycentrique du point dans le triangle ou la coordonnée uv est localisée.

Espace uv de la texture : 1 Espace objet du triangle :

Coordonnée
barycentrique

(5,0,

CrTY

o
S
o
Py

o,
..
..
.
.,
.,

Vv (uinter ) Vinter ) ......................... o .

.
4 .
g .
e, et
LETTTTT L

Application d’une texture de couleur (drapeau de la France) en coordonnée uv sur
un triangle dans un espace objet.
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L application d’une texture sur une geomeétrie

Afin d’automatiser I’association d’une coordonnée uv a une coordonnée d’espace, il est possible de
calculer une association (x,y,z)— (u,v) selon la forme géométrique sur laquelle on désire appliquer la

texture.

Voici quelques exemples d’associations de coordonnée uv (uv mapping) :

Sphére? : (sphére de rayon R)

arctan2(d,,d, )
T

u=0.5+

et

v=05 arcsm(d /R)

avec

d=P- rsphére

ol d est la distance entre la position du centre de la
sphére T,...et le point P sur la sphére (site de

sphére
I’intersection dans le ray tracing) ou la coordonnée de
texture est évaluée.

Cylindre : (base circulaire dans le plan xy et paralléle a
I’axe z dans le sens positif d’une hauteur H)

e O=arctan2(y,x) (angle par rapport a x)

e U= 9 (indépendant du rayon)
27
z
V=— Z<H
. o ( )

3-D Model UV Map

i

p =3z p=(uvy) Texture

Q-

https://en.wikipedia.org/wiki/UV_mapping#/media/File:UVMapping.png

http://www.fundza.com/rman_shaders/surface/

2 puisque la fonction arctan géneére toujours deux solutions principales, la fonction arctan2 prend deux parameétres et
détermine le bon choix d’arc de cercle généré par la fonction arctan en comparant les signes des deux parametres.
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Chapitre 6.X1 — Autres applications des matrices
dans le ray tracer

La matrice de rotation selon ’axe x,y et z

La matrice de rotation R, effectuant dans 1’ordre' une rotation autour de I’axe x,’axe yet’axe z
correspond au produit des trois matrices R, R, et R_ dans I’ordre tel que
R,=R_-R R,

que I’on peut résoudre algébriquement afin d’obtenir le résultat

cc. ssc.—cs. csc+ss. 0
R - c,s. sss.+ce. css. —sc. 0
zyx
-, 5,C, c.c, 0
0 0 0 1
ou
c.=cos(d,), s =sin(8.), c, = cos(By), s, = sin(é?y), c,= cos(é’z) et s, = sin(é’z) .
Preuve .

Développons I’expression R, =R, - R, - R, en réalisant algébriquement le produit des matrices :

R,=R R R, (Calcul a effectuer)
c. =s. 0 0 ¢ O s O)I O O O
s, ¢ 00| 0 1 0 OO0 ¢, =5, O
= R, = (Remplacer R, R, et R,)
: 0 L Off-s, 0 ¢, 0}JO 5, ¢ O T
0 0 01 0 0 1)10 0 1
c. =s. 0 0\ ¢, s, ¢s5, 0
s, ¢, 0 0] O c. -5 0
= R, = (Calculde R, =R, -R))
; 0 0 I Of-s, sc, cc, O
0 0 0 1){ O 0 0 1
ce. ss.cc.—cs. csc +ss. 0
cs, ss.5 +cc, css5. —-sc, 0
= R, = "° te ’ ] (Calculde R, =R_-R )
: -, 5.C, c.c, 0
0 0 0 1

' Ceci est valide en raison de la convention droite gauche des multiplications v = M i
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La matrice de rotation selon ’axe z, y et x

La matrice de rotation R effectuant dans I’ordre” une rotation autour de I’axe z I’axe y et I’axe x
correspond au produit des trois matrices R_, R, et R dans I’ordre tel que
R,.=R R, R

que I’on peut résoudre algébriquement afin d’obtenir le résultat

c,c, —c,8, s, 0
R - ¢S, +ssc ccC —ssSs,. —SC 0
Vg s —csc. sc.+css. cc. 0
x"z xPyrz X7z xPyYz X7y
0 0 0 1
ou
c, = cos(ﬁx), s, = sm(ex), ¢, = cos(ey), s, = sm(ﬁy), c, = cos(ﬁz) et s, = sm(ﬁz) .
Preuve :

Développons I’expression R, =R, R, - R, enréalisant algébriquement le produit des matrices :

R,.=R R R (Calcul a effectuer)
1 0 0 O0)e¢ 0 s, O)c —-s. 00
0 ¢, =5, O O 1 Olls, ¢ 0O
= R, = ' ‘ (Remplacer R, R et R))
0 s, ¢ Ofl=-s, 0 ¢, 0JO O 1 O
0o 0 o 1){O O 0 1)JO O 0 1
1 0 0 O0)ce -—cs s, 0
0 ¢, -5, 0 s, c, 0 0
= R, = ‘ (Calculde R =R -R.)
0 s, ¢ Of—-sc. ss. ¢ 0
0 0 1 0 0 0 1
c,c, —c,8, s, 0
cs,+ssc, cc,—sss —sc, 0
= R, = "° v ' v ’ ] (Calculde R, =R ‘R )
s;s.—csc. sc.+ess. cc, 0
0 0 0 1

? Ceci est valide en raison de la convention droite gauche des multiplications v = M i
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Déterminer les coefficients de rotation Rzyx

Pour déterminer les coefficients de rotation 6, 6, et €, pour ma matrice R_, que I’on doit utiliser

pour faire tourner un vecteur initial # dans une nouvelle orientation v , il faut :

e Définir ’orientation de départ i et I’orientation finale v en vecteur unitaire.

® Choisir I’ordre de I’application des matrices de rotations comme R_, .

e Définir deux autres vecteurs en lien avec ii pour former une base compléte dans R .
¢ Connaitre I’expression mathématique des deux autres vecteurs apres la rotation.

¢ Résoudre un systeme d’équations couplées non linéaires regroupés dans des matrices.

Si I’on désire faire tourner le vecteur #, =(0 0 1 1)envecteur v, =(x y z 1)al’aidedela

matrice de rotation R__, nous aurons besoin des angles suivants :

yx

ex 9)’ ez
Si x=sin(o,), Si z= cos(ﬁx)cos(ay ).
alors 8 =0 . alors 6, =0 .
‘ V4
Condition 6, = E
Si x= sin(O'X +7), Siz= Cos(Hx )cos(n' — ay),
alors 8 =0 +7. alors 6 =7 —-o0,.
Outil X ) y
o, = arctan —— o, = arcsin| ———
de calcul 22+ y? y /Zz 4y

Cas particulier v=(1

0 0) v=(-1 0 0)
(\}Z2+y2:()) ex:() s 9»:% N 9220 0)5:0 s 0}*:

T 9 =0
2

Preuve :

Comment trouver les coefficients de rotation 8, , 6, et 6, afin de tourner un systeme d’axe classique

xyz en un systeme d’axe tel que le vecteur unitaire z passe de

ﬁ3=(0 0 1 1) vers \73=(x y z 1)

Avec les deux autres vecteurs

Que I’on veut transformer en v, et v, tel que
v, Ly, et vy =V, XV,
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On peut également écrire les contraintes sur v, sous une forme isolé tel que

V, =V XV,

Pour v, L v, il y a plusieurs solutions admissibles. Si® Vy £l = (1 0 0 1),on pourrait prendre
_ VXU
V1 — 43 Al
v, xii, |
Ainsi, v, sera dans une direction tel que v, L v, et v, L u, qui est une solution particuliere, mais il y a

de toute facon plein de facon de tourner notre systeme d’axe pour amener i, a v,. Calculons alors v, :

‘71:|‘j3><bjl . vl:(xf+yj+§l;)x(lf)
V3 1| |\i3><ul|
= vl—Z]_{k
v, xii, |
= 7 ij—ykz
-ty

Calculons maintenant v, =V, XV, :

zj—vyvk

V, =V, XV, = sz(xf+yj+zlg)x -

22+ y

:—z21+y2 (7 + 3+ 2k )x(e - vF)
= 7, =ﬁ[(— V2 =22 )i = (= 2y = 2(0)) 7 + (xz — y(0))k ]

:%[—(y2+z2)f+xyj+le€]
Z y
= P =y T k

j+ XZ
\/Zz +y2 \/Z2 +y2

Sous forme vectorielle regroupée en matrice, nous aurons

0 -z 4y’ X
z xy I 00
y
v=R_u = VO +y 24y =R 0 10
o —y xz >0 0 1
Z
\/z2+y2 \/z2+y2 1 1 1
1 1 1

? Le non-respect de cette contrainte correspond 2 notre cas particulier.
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Remplagons I'expression de la matrice R_, et effectuons le calcul R u:

v=R_u
0 —Jzi+y? X
Z xy cc, ssc . —cs, csc+ss. 0)(1 00
y
_ \/Z2+y2 \/Z2+y2 _les. ssysotee, s, oS 00 1 0
-y Xz Z -, 5,C, c.c, 0|0 0 1
V2 +y: 4y 0 0 0 111
1 1 1
0 —\Jz2+y? X
z xy y c,C, 8.5, —CS. C.SC +5.5,
. \/ZZ +y? \/Z2 +y2 _|ese sesys.tec, oS —sc
—y Xz . -, 5.C, c.c,
\/Zz +y? \/Zz +y? 1 1 1
1 1 1

Pour résoudre ce systeme d’équations, nous devrons comparer un élément de la matrice de gauche avec
un élément de la matrice de droit pour en tirer des conclusions.

Débutons notre analyse en supposant que+/z> + y” # 0: (exclusion des cas ¥ = (1 0 0))

¢ Enligne 3, colonne 1 (M) :

Y

Nous pouvons effectuer Iarcsinus et obtenir I’angle 6, :

S S— = sin(@y)z )

For e

= 9),2{0'), ,ﬂ—O'y} ou o, =arcsin

Y

¢ En ligne 3, colonne 2 (M ,,) et en ligne 3, colonne 3 (M ,, ) :

XZ
=5 cC et Z=cC.C

X7y X~y
[Z2+y2
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En effectuant la division de ces deux expressions, nous obtenons 1’angle &, :

Xz
NZi+yh s, - sin(ﬁx)cos(é’) ) _xzl P4y’
Z - c.c, cos(&x)cos(ey ) - Z
N sin(6, ) _ X
cos(0) e
= 0.={o,,n+0.} ou O, = arctan, S —
IZZ +y2
® Enligne 1, colonne 1 (M) :
O0=c,c,

Puisque ¢, peut prendre n’importe quelle valeur puisque 6, = {O'y ,T—0, }, cette égalité sera vérifiée

) . V4
uniquement si 6, = iz, car ¢, = cos(6’Z )= cos(i

Ainsi :

T
EJ‘O)'

Maintenant que nous avons deux choix d’angle pour nos parametres @, @ et €., nous devons trouver
X y z

une facon de les déterminer. Débutons par exploiter le fait que 6, = iE ce qui donnera des valeurs a

¢, =0 et s, =%1. Remplagons les expressions de ¢, et s_ dans notre systeme d’équations représenté

c,c, .5, —CS,
c,s. s.8,5 +cc,
-, 5.C,

1 1

CxSyCz -|'SXSz
CxSySz —S,C,

Cny

matriciellement :
0 —Jz7+y? X
Z Xy
2 2 2 2 y
J2+y: 4y _
— X
2 y 2 2 - 2 <
NEFTCRN
1 1 1
0 —Jz2+y? X
z xy y
. \/Zz +y2 \/z2+y2 B
- X
2 y 2 2 - 2 <
Ja2 eyt Y2+
1 1 1
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0 —Jz 4y’ X
z xy 0 +c Ts,
Yy
- \/Z2+y2 \/z2+y2 _ te, 55, *egs,
—y Xz . —-s, s, c.c,
\/z2+y2 \/z2+y2 1 1
1 1 1
—yz+y’ X Fe, +s
X
ZZ = 2y = y ic‘ iSXS‘ _CXS)
- =
e
z t
1 1 1
1 1 1

® Enligne 1, colonne 3 (M, ) :

x=%s,
Imposons le choix 8, = i% ce qui donnera I’équation
X=+s,
Ainsi : (avec 6, = i%)
> Si x=sin(c,),alors 8, =0 .
> Six=sin(o, +7x),alors 8, =0, +7.
¢ En ligne 3, colonne 3 (M ,, ) :
z=c.c

x7y
Puisque 6. a été impose pour déterminer &, , utilisons &, pour determiner 6, .

Ainsi :
o Siz= cos(Hx)cos(O'y), alors 6 =0 .

e Siz =cos(t9x)cos(7r—0'y), alors 6 =7—o0,.

Dans les deux cas particuliers ot v =(1 0 0) et v=(=1 0 0), le calcul de +/z” +y> =0 ce qui

provoquera des divisions par zéro dans nos calculs. La détermination des dans pour ces deux cas étant
trivial sont laissé a la discrétion du lecteur. m
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La matrice de rotation selon un axe u

Soit un axe de rotation u normalisé tel que

A + = T N 2 2 2
u=uid+u,j+uk ou \/ux +u, +u =1

dans un systeme d’axe xyz. La matrice de transformation permettant d’effectuer une rotation d’un

angle 6, autour de I’axe & passant par I’origine est

0 -—u,
0
R =aa"+(1-aa")cos(g,)+|
—u, u,
0 0

Cette matrice peut etre simplifiée sous la forme

ux2+(1—ux2)cu u uy(l—c ) .
B uxuy(l—cu)+uzsu u,? +({l-u 2)c
)+u

uxuz(l—cu )—uysu uu_(1-c
0 0

tel que

c,=cos(0,) et s, =sin(d,) .

u

- o O O

Dans la littérature, cette matrice porte le nom de la matrice des cosinus directionnels (direction cosine

matrix).

Preuve :

En construction ...

Note de cours rédigée par Simon Vézina
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La matrice d’homothétie, rotation xyz et translation

La matrice de transformation M effectuant dans I’ordre* une homothétie, une rotation autour de

TrRzyxSc

I’axe x, I’axe y et I’axe z et une translation correspond au produit des cinq matrices Sc, R_, R ,» R, et

Tr dans I’ordre tel que

MTrRznyc = Tl" ’ Rz ’ Ry ’ Rx ’ SC

(I’ordre objet vers monde)
que I’on peut résoudre algébriquement afin d’obtenir le résultat

s.C, —CXSZ) SCZ(CXS},CZ +stz) tl"x

SCX(C},CZ) SCy (Sx y

Sysz - chz) tr,

SCX(C},SZ) SC},(SXS},SZ-FCXCZ) SCZ(C Y

X

M =

Trieyse | _ sc, (s . ) sc, (sxc‘y ) sc, (cxcy ) tr,
0 0 0 1
ol
c = COS(@X), s, = sin(ex), c, = cos(ey), s, = sin(ey), c, = cos(HZ) et s, = sin(HZ) .
Preuve :

Développons I'expression M.« =Tr-R_-R -R -Sc en réalisant algébriquement le produit des

matrices :

MTrRznyc = Ti" ’ Rz ’ Ry ’ Rx ’ SC

= M TrRzyxSc = Tl" ’ Rzyx ’ SC

1L 0 0 mifce, ssc.—cs. csc+ss. 0)fse, 0 0 0
N Iy _ 01 0 | cs, sss.+ce css.—sc. 0] 0 sc, 0 0
TR0 0 1 || -, 5.C, c.c, 0ff 0 0 sc, O
0 00 1 0 0 0 I)yo 0 0 1
1 0 0 1t )sc, (cycz) s, (sxsycZ - cxsz) sc, (cxsycZ + sxsz) 0
N Iy _ 0 1 0 || sc (cysz) sc, (sxsysZ + CXCZ) sc, (cxsysZ - sxcz) 0
TrRzyxSc
0 0 1 || —sc, (s y ) sc, (sxcy ) sc, (cxcy ) 0
0 00 1 0 0 0 1
sc, (cycz) sc, (sxsycZ - cxsz) sc, (cxsycZ + sxsz) tr,
scx(c s ) sc;(sxs s.+cc ) sc (cxs s.—s.c. ) tr,
= MTrRZ}’xSC = Z) ’ 0 ) ) A ) ’ u

sc, (sxcy ) sc, (cxcy ) tr,
0 0 0 1

* Ceci est valide en raison de la convention droite gauche des multiplications v = M i
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La matrice de translation, rotation zyx et d’homothétie

La matrice de transformation M g, ., effectuant dans I’ordre’ une translation, une rotation autour de
I’axe z, I’axe y et I’axe x et une homothétie correspond au produit des cinq matrices 7r, R,, R .o R et
Sc dans I’ordre tel que

MScnyzTr = SC ’ Rx ’ Ry ’ Rz ’ Tl"

(’ordre monde vers objet)

que I’on peut résoudre algébriquement afin d’obtenir le résultat

sc, (cycz) —sc, (cysz) sc, (sy) sc, (cycztrx —c,s.1r, + sytrz)
M | seyRy sc Ry, —sc, (sxcy) sc, (Rlo .+ R, tr,— sxcytrz)
SR se Ry, sc.R,, sc.cc, sc, (Rzotrx + Ry tr, + cxcytrz)
0 0 0 1
ou
Ry=cs.+ssc. , Ry=cc.—sss., Ry=ss —csc. etR, =sc +css, .
avec
c.=cos(d,), s =sin(8.), c, = cos(By), s, = sin(é?y), c, = cos(é’z) et s, = sin(é’z) .
Preuve :

Développons I'expression M, .. =Sc-R.-R -R_-Tr en réalisant algébriquement le produit des

matrices :
MScnyzTr = SC ' Rx ’ Ry : Rz : Tl"
= Mgy, =Sc- R, -Tr
sc. 0 0 O c,c, —c,S, s, 0)1 0 0 1
0 sc, 0 Ofes, +ssc cc —sss. —sc 010 1 0
= M ScRxyzTr — ! ' ' )
0 0 sc, Ofss,—csc sc+ess cce, 040 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 1)Lo0 0 0 1

Afin d’alléger la notation, introduisons les définitions

Ry=cs +ssc , Ry =cc —sss.,Ry=ss5 —csc etR, =sc +css, .

X"z x“yYz 0

> Ceci est valide en raison de la convention droite gauche des multiplications v = M ii
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Apres avoir simplifié la notation de notre expression, complétons le calcul matriciel :

sc, 0 0 O0)ce, —cs,. s, 0)(1 0 0 1
M 10 s, 0 O||R, R, —sc, 0]|0 1 0 1
ScRxyzTr —
0 0 sc, O| R, R, ce, 010 O 1 1
0 0 0 1 0 0 0 10 0 0 1
sc, 0 0 O)ce, =—cs. s cctr,—c s tr,+ s 1r,
— M _ 0 s, 0 OfR, R, =—sc, Ryr,+R,tr,—sctr.
SeRolr 0 0 sc, O||Ry, R, ccy  Rytr, + Ry try+cctr,
0 0 0 1 0 0 0 1
sc, (cycz) —sc, (cysz) sc, (sy) sc, (cyczm —cs.tr, + sytrz)
— Y, scwa sc yR“ —sc, (sxc y) sc, (Rm tr.+ R, Ir, —s.c I, -
SeRolr sc.Ry, sc.R,, sc.c.c, sc, (Rzotrx + Ry tr, + cxcytrz)
0 0 0 1

La matrice de transformation objet-monde et monde-objet

La matrice de transformation ) . _de I’espace objet vers I’espace monde a été définie tel que
M,,,=Tr-R_-R -R, -Sc
ce qui correspond a I’expression

M =M

oom — M 7rReyxse
avec les parametres
Sc = Sc(scx, sC,8C, ), R =R (6,), R, =R, (6’);),
R =R(6,) et Tr=Trlr ir,,1r,) .

Pour ce qui est de la matrice de transformation M . de I’espace monde vers I’espace objet, il faut
s’assurer que 1’identité

I=M_, M, =M, -M

m—o m—o o—m

ou [ estla matrice identité est belle et bien respectée.

Puisque les formes des matrices d’homothéties, de rotation et de translation sont semblables a leur
inverse, nous pouvons modifier les différents parametres de ces matrices afin de respecter notre identité
et utiliser la forme de la matrice M, ., pour construire la matrice de transformation M . Ceci

nous permet d’affirmer que
M m—o0 = M ScRxyzTr
avec les parametres

Sc=Sc(l/scx,1/scy,1/scz), R.=R.(-6.), R =Rz(—6’z) et Tr=Tr(—trx,—try,—trz) .
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Preuve :
La preuve proposée nécessite d’effectuer le calcul
I = Mo—)m ’ Mm—)o = MTrRznyc ’ MScnyzTr

avec des parametres

Sc = Sc(scx,scy,scZ ), R =R (6.), R =R, (Hy), R, = Rz(ﬁz) et Tr= Tr(trx,try,trz)
pour la matrice M, . et avec des parametres

Sc=Sc(1/scx,1/scy,1/scz), R, =Rx(—0x), R =Ry(—t9y), R =RZ(—9Z) et Tr=Tr(—trx,—try,—trZ)

Z

pour la matrice M. -

Cependant, ce long calcul est laissé a la discrétion du lecteur.
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Chapitre 6.X2 — Le partitionnement de I’espace des
geomeétries dans le ray tracer

Le partitionnement linéaire

Le partitionnement lineaire de I’espace des géométries correspond a une absence d’organisation de
I’espace. Pour évaluer I’intersection d’un rayon avec les géométries de I’espace, il faut itérer sur
I’ensemble des géométries afin de trouver I’intersection de temps minimale (s’il y a intersection). Cette
approche est extrémement codteuse en ressource lorsque le nombre de géométries est élevé. Cependant,
elle peut étre performante uniquement que lorsque I’espace des géomeétries contient tres peu de
géométries.

Le partitionnement de I’espace par voxel

Un voxel est une boite dans un grillage régulier en trois dimensions. Les coordonnées d’un voxel
(x,,Y,,2,) sont des valeurs entiéres. En attribuant une largeur L a un voxel dans un espace monde ou

sont situés des géométries, on peut localiser un point (x, y,z) de I’espace monde dans I’espace des

voxel. En englobant nos géometries a I’aide d’une boite alignée sur les axes X, y et z de I’espace monde,
on peut situer la présence des géométries dans I’espace des voxels. Une petite boite englobante peut
permettre a une géométrie d’étre localisee dans un seul voxel et une grosse boite englobante localisera
la géométrie dans plusieurs voxels.

Lors d’un test d’intersection entre un rayon et les multiples géométries de I’espace des géométries, au
lieu de tester I’ensemble des géomeétries, on localise la position initiale du rayon dans I’espace des
voxels et I’on parcourt les voxels dans la direction du rayon jusqu’a obtenir une intersection valide.
Seuls les géométries appartenant a un voxel sont testé lors de la recherche de la 1" intersection ce qui
réduit considérablement ne nombre de tests a effectuer.

Pour qu’une intersection soit valide, il est impératif que la position de I’intersection avec une géometrie
soit localisée a I’intérieur du voxel courant puisqu’une géométrie peut occuper plusieurs voxels.

Grilles Grilles

L
=1 T

" ’| D — ’| D

Premier voxel visité lors de la recherche de la 1% intersection dont le point
intersecté est a I’intérieur du voxel courant.

10°™ voxel visité lors de la recherche de la 1°*° intersection. Le point

intersecté étant dans le 10°™ voxel, il est retenu comme étant la 1
intersection.

https://admission.umontreal.ca/cours-et-horaires/cours/IFT-3355/
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