Chapitre 4.X2 — La collision des corps rigides

La collision élastique d’un corps rigide en deux dimensions avec un plan

Considérons un corps rigide a deux dimensions dans le plan

xy de masse m et de moment d’inertie | dont le centre de masse yI N Z§

CM se déplace a vitesse Vv, et le corps tourne autour de son
centre de masse avec une vitesse angulaire ,,. Si le corps Z X
entre en collision élastique avec une surface (objet de masse
infinie) dont la force normale de contact permet 1’application
d’une force selon 1’axe y tel que son orientation A= j, la

vitesse du centre de masse finale v et la vitesse angulaire

finale @, prendrons les valeurs suivantes : Point de contact —
[ \_» |
\/ — T H La position du point de contact par rapport au
V= VxO I+ Vy J centre de masse permettra a la collision de
réduire la vitesse angulaire du corps rigide.
tel que
trsin(0)
v —vy _Zvyo_rsm 0)w,, _omr _
y = VYyo 2 w, =0+ +rsin(0)w,,

1+ ™ ginz(e) Zo_|+mrzsin(6’)(vyO
|

ou Vv : Vecteur vitesse finale (m/s)
V,, : Composante de la vitesse initiale selon 1’axe X (m/s).
V,, : Composante de la vitesse initiale selon I’axe y (m/s).
v, : Composante de la vitesse finale selon 1’axe y (m/s).
o,, : Vitesse angulaire initiale selon I’axe z (rad/s).
o,, : Vitesse angulaire finale selon I’axe z (rad/s).
N : L’orientation de la normale a la surface.
m : Masse du corps rigide (kg)
| : Moment d’inertie du corps rigide (kg'm?)
r : Distance entre le centre de masse et le point de contact sur la surface (m).
6 : Angle entre le vecteur r CM-contact et la normale a la surface A.

Signe :
+: Laposition du point de contact par rapport au centre de masse causera une modification de la rotation
dans le sens positif de I’axe z (voir image ci-haut).

- . Laposition du point de contact par rapport au centre de masse causera une modification de la rotation
dans le sens négatif de 1’axe z (voir image ci-haut).
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Preuve :
Soit un corps rigide en deux dimensions xy se déplacant a vitesse Vv, et tournant a vitesse angulaire @,

autour d’un axe z passant par son centre de masse qui entre en collision élastique avec une surface dont
lanormal a lasurface A= j est orienté selon 1’axe y. Cette collision particuliére fait intervenir ces quatre
équations physiques suivantes :

* P, =Py (conservation de la quantité de mouvement en x)
* p,=py,td, (changement de la quantité de mouvement selon I’axe )
e L,=L,+rJ sin(@)  (changementdu moment cinétique selon 1’axe 2)

o K, =K, (conservation de I’énergie cinétique)

Dans la collision, nous avons deux scénarios possibles correspondant a la position selon I’axe X du
point d’impact par rapport a la position selon 1’axe X du centre de masse :

Collision qui va diminuer Collision qui va augmenter
la vitesse angulaire la vitesse angulaire

AL, =+1J_sin(6) AL, =-1J sin(@)
| | |

Sens impulsion L, =L, +rJ,sin(6) Sens impulsion L, =L, —rd_sin(6)
de rotation : de rotation :

Développons notre équation de la conservation de la quantité de mouvement selon I’axe X :

px = pr = (mvx):(mvxo) (px = mvx)

= V, =V, (eq 1) (Simplifier m)

Développons notre modification de la quantité de mouvement selon I’axe y a partir d’une impulsion
appliquée par la surface de contact sur notre corps rigide afin d’évaluer notre impulsion de rotation :

P, =Py +J, = (mvy):(mvyo)+Jn (py:mvy)
= J, =

m(vy —vyo) (eq 2) (Isoler J,)
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Développons notre changement de moment cinétique selon I’axe z de notre corps sous I’application d’une
impulsion de rotation causé par la force normale de contact afin d’en évaluer la vitesse angulaire finale

(4)

7 -

L, =L, +rJ,sin(6)

=  (lo,)=(lo,y)*rJ,sin(0) (L, =lw,)
= o, =lw, 2r(mlv, —v,, ))sin(6) (Remplacer J, :eq 2)
= 0, = w,, iM(vy —vyo) (eq 3) (Diviser par I)

Appliquons la conservation de I’énergie a la collision du corps afin d’évaluer une expression pour la
vitesse finale v, selon’axey :

K; =K,
1 1 1 1
=  —m¥+ile==mv +Zle,’ (K =Kgy +Ky)
2 2 2 2
=  m+le’=mv,’ +lo,’ (Simplifier facteur 2)
2 2 2 2 2 2 2 2 2
= m(vX +V, )+ lw,” = m(vXO +Vy0 )+ lw,, (Vi=v, +v,%)
= m((vxo)2 +vy2)+ lw,” = m(vxo2 +vy02)+ lw,,” (Remplacer v, =v,, :eq1)
2 2 2 2 - - £ 2
= mv,” +lw,” =mv,," +law,, (Simplifier mv,,")
, mrsin(0)v, —v,,) , ,
= mv,*+1| @, + I =mv,," +la, (Remplacer o, : eq 3)

En développant le carré de notre expression précédente, nous obtenons

, 2mrsin (<9)(vy —Vyq Jo,,  M?r?sin 2(9)(vy —v,, )

2 2 2
mv,” +1| w,," + I + 2 =mv,," + 1w,
ce qui nous donne apres avoir distribué | 1’expression
2,2 ana 2 2
m?r?sin ?(0)v, —v,, )
2 2 - y y0 2 2
mv,” + o, J_r2mr3|n(<9)(vy —Vyq J0,0 + =mv,," + lo,,

Simplifions le terme Ia)zo2 et divisons par la masse m afin d’obtenir I’expression plus compacte

2 ain 2 9 _ 2
v,? +2rsin(0)v, —v,q ZO+mr o (I)(Vy Vo) =V,
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Nous allons maintenant regrouper le terme vy2 et vy02 afin de réécrire le tout sous la forme
A? -B?=(A+B)A-B)

afin d’obtenir une expression faisant intervenir le terme Av, =v, —v :

24in2(0 B )2
v, 2 +2rsin(0)v, =V, Joy + mrsin °( I)(Vy Ml =v,,°

(Eq. précédente)

mr?sin2(6)v, —v,, f
I

mr?sin?(0)v, —v,, f
I

= v v, 2 +2rsin(O)v, —v,0 Joy +

=0 (Mettre égal a zéro)

= (vy +Vyq )(vy —vyo)i 2r sin (0)(vy —Vyo J,0 + =0 (Réécriture)

_ mr?sin (@ vy—vyo) _
= (v, =V o)V, +V, +2rsin(O)w, + I =0 (Factoriser v, —v,,)

Nous pouvons remarquer que cette équation sera satisfaite pour v, —v , =0 ce qui implique que
v, =V,, . Cette solution n’est pas acceptable physiquement puisqu’il n’y aurait pas de changement de

vitesse selon I’axe y (1’effet fantome). Rejeter cette solution nous permet de diviser 1’équation précédente
par v, —v,, ce qui nous donnera

2 ain 2 0 _
Vy +Vyo iZFSin(H)a)ZOerr o (I)(Vv Vyo)=0

Isolons maintenant v, a partir de I’équation précédente en commengant par isoler I’expression v, -V,
, car cela facilitera la suite du calcul :

mr?sin2(6)v, - v,, )

V, Vo £2rsin(0)a,, + : =0 (Equation précédente)
mr?sin ?(8)v, —
= v+ (- Vyo +vy0)+ Vo £2rsin(0)a,, + ! (I)(Vy VVO) =0 (Ajouter —v,, +V,,)
2 ain 2 0 _
= (v, =V, )+ 2v . £ 2rsin(0)m,, + e sm (I)(Vy Yy =0 (Simplifier)
2 ain 2
= (vy —vyo{1+ MJ + 2(vyo +rsin(0)w, )=0 (Factoriser v, —v,, et 2)

+rsin(d
= v, -V =_2(Vy0 rsin (O)os) (Isoler v, —v,,)

y y0 2 ain 2
(1+ mr? sin (H)J

V., rsin(@)w
= v, =V, -2-0 (O)os m Q) (Isoler v,)

y 2 ain 2
L s:n @
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Nous pouvons remarquer gque la solution

2 ain 2
L mr?sin (9)

nous permet d’expliquer qu’une particule va toujours rebondir aprés une collision élastique avec une

vitesse selon I’axe y inversée tel que v, =v , —2v , =-v g,

Evaluons notre vitesse angulaire finale w,, a partir de 1’équation eq 3 :

+M(\/y _VyO)

W, =W, L I

= w, = 0, + M VyO ) Vyo e riln-(ez)a;zo
n mrS:n()

= oo, mrsiln @) AL riln-(@z)c:;ZO

n mrS:nU

= oot mrsin(6) | AL rszin-(¢92)a;ZO

| | +mr?sin?(0)

I
- 0,=0 —i(v +rsin(0)w,, )
© O T L amr?sin(9) 0

(eq 3)

(Remplacer v, )

(Simplifier v )

(Dénominateur commun)

(Simplifier dénominateur)

Situation A : Le carré qui rebondit sur un plan
incliné. Un carré de 3 kg de 1,2 m de coté entre
en collision avec un plan incliné a 40° par rapport
a ’horizontale. Avant le contact, le centre de
masse se déplace a 4 m/s a 30° sous I’horizontale
et il tourne autour de son centre de masse avec
une vitesse angulaire de 2,8 rad/s. La position du
coin du carré qui entre en contact avec le plan
incliné est tel qu’illustré sur le schéma ci-contre.
On désire évaluer (a) la vitesse du carré sous
forme vectorielle et (b) la vitesse angulaire du
carré apres la collision.

En construction ...

Note de cours rédigée par : Simon Vézina

Page 5



L’impulsion lors d’une collision en restitution

Dans le modéle de réaction basé sur le impulsion (impulse-based
reaction model?), nous pouvons réaliser une collision inélastique
entre deux corps rigides et provoquer un changement de vitesse au
centre de masse des deux corps ainsi qu’un changement de vitesse
angulaire de ceux-ci.

En déterminant une impulsion J, appliquée selon I’orientation de
la normale a la surface i, determinée par le lieu de la collision
f., nous pouvons faire une mise a jour instantanee des vitesses
V., et vy, ainsi que les vitesses angulaires @, et @y, a deux
corps rigides AetB :

_ RN F _ _
Pour le corps A : Vo, =V, +—Nhg, et Op¢ =0p; +J
mA
_ N _ _ A
Pour le corps B : Vor =Voi = fg, et Bg; =@ — I, 112, (e x gy )
B
L’impulsion :
(VA —Vgi + @p XTpe — Wy Xch) Nga
J,=—(1+e) —— :
© (e i Vnf 1@ (E i \xr. ).
7+7+(IACM (rACXnBA)XrAC+IB—CM (rBCXnBA)XrBC Nga
mA mB

Paramétres associés a la collision :

. : Position de la position ou la collision a lieu entre 1’objet A et I’objet B par rapport a 1’origine de O (m).

A

Ngs : Normale a la surface de I’objet B pointant vers ’extérieur de B (normale de B poussant sur A).

J, :Composante de I’impulsion appliquée selon I’axe iy, (NS).

n

Paramétres associés au corps rigide A :

m,, : Particule p de masse m,, appartenant a I’objet A pour définir sa masse totale (kg).

N, : Nombre de particule appartenant a 1’objet A pour définir sa masse.
NA

m, :Masse de I’objet A (kg). (m, = ZmAp )
p=1

r, : Position du centre de masse de 1’objet A par rapport a 1’origine de O (m).

I\ . Distance du centre de masse de I’objet A au point de collision C selon O (m). (T, =T —T,)

1 Consulter : https://en.wikipedia.org/wiki/Collision response
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V,; : Vitesse initiale du centre de masse de 1’objet A par rapport a O (m/s).

}

Ai

: Vitesse angulaire initiale du corps A par rapport a O (rad/s).

V., - Vitesse finale du centre de masse du corps A par rapport a O (m/s).

@, - Vitesse angulaire finale du corps A par rapport a O (rad/s).

Paramétres associés au corps rigide B :

mg, : Particule g de masse mg, appartenant a 1’objet B pour définir sa masse totale (kg).

Ng : Nombre de particule appartenant a 1’objet B pour définir sa masse.

Ng
mg : Masse de I’objet B (kg). (m, = ZmBq )
=1

I, : Position du centre de masse de 1’objet B par rapport a 1’origine de O (m).

Vg; : Vitesse initiale du centre de masse de 1’objet B par rapport a O (m/s).

@g; : Vitesse angulaire initiale du corps B (rad/s).

Vg : Vitesse finale du centre de masse du corps B par rapport & O (m/s).

@y, - Vitesse angulaire finale du corps B (rad/s).

Iy : Distance du centre de masse de 1’objet A au point de collision C selon O (m) (1. =T, —T3)

Parametres associés a la détermination des tenseurs d’inertie des corps A et B : (en systéme de particules)

I (0)

A-CM
coordonnée de O (kg-m?)

NA
< _ 2
ou IxxA-CM = Z Map (ryAp/A-CM
p=1

Na
_ 2
IyyA-CM = Z Map (rxAp/A-CM + Vapraccm
p=1

Na

_ 2
IzzA—CM = Z Map (rxAp/A-CM +1apiacm

p=1
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+ Vapraccm

avec

I XWACM —
I xzZA-CM

I yZA-CM —

Napiacm =

r-yAp/A—CM

r-zAp/ A-CM

I yXA-CM

= szA-CM ==

I ZyACM —

: Tenseur de moment d’inertie de ’objet A évalué au centre de masse 1, selon le systeme de

rxAp —la
= Nyap = Nya
= rzAp LN
NA
= _Z Map Neapraom Fyapracm
p=1
NA

ZmAp Fapiacm Vapiacm
p=1
NA

_Z mAp ryAp/A-CM rzAp/A-CM

p=1
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1), : Tenseur de moment d’inertie de I’objet B évalué au centre de masse F, selon le systéme de

coordonnée de O (kg-m?)

lacm IxyB—CM lesom Neqre-cm = Neg ~ e
1© =] | | avec r =r, -
B-CM yxB-CM yyB-CM yzB-CM yBq/B-CM yBq yB
szB—CM IzyB—CM IzzB—CM rqu/A-CM = rqu - rZB
NB 2 2 NB
ou IxxB-CM = szq (rqu/B-CM + Fggie-om ) IxyB-CM = IyxB-CM = _Z Mgy Neg/e-om Tyeg/B-cm
g1 P
NB 2 2 NB
IyyB-CM = stq (prq/A-CM + Fgg/Bom ) Isz-CM = szB-CM = _Z Mgy Neq/e-cm Vg/B-cm
a1 g1
NB 2 2 NB
IzzB-CM = szq (prq/B-CM *+ Ngg/e-cm ) IyzB-CM = IzyB-CM = _Z Mgy Meg/e-cm MBgre-cm

q=1 q=1

Particularité de la collision a 2D :

Dans le cas d’une situation ou la collision serait strictement réalisée en deux dimensions, nous pouvons
représenter les différentes positions, les vitesses et les vitesses angulaires a I’aide des vecteurs suivants :

f=(ras 0.0) | ©o=(rc. 1.0 Fao = (T Tyan 10) | Va =(Via 1 Vyn:0) | Vo =(V,5.,V,5.,0)

fs =(pr’ e 'O) Aga :(anA' nyBA’O) aq =(prq’ Meq 'O) D :(0’01a)zA) 2 :(O'O’sz)

En analysant nos équations, nous réalisons qu’il y aura plusieurs produits vectoriels qui seront tres facile
a calculer :

Rappel produit vectoriel : ~ AxB=(AB,-AB, )i —(AB,—AB,)j+(AB,-AB, )k

LexMg == )Xy = Texfgy =((1e, 1c,0)=(a, 1a,0))x Mg,
= e XM =(Ne—Far T —1,0,0)x Mg,
= e xfgy =(Ne =T fe —1,0.0)%(Nga . Nysa ,0)
= [fexMga=(0,0, (he=Fu)Nea (N =a) Mg

c e ) nyBA _(ryC - ryB ) anA)

1
Uj-ﬂ
(@]

X

S
los)
b3

Il
—~~
)

|
>
N—

X
1
w
b3
w—‘l
(@]
X
=]
vs)
>
Il
—_—
o
o
—~~
X-‘

B X Tpe = D % (Fe = Tas Te =14, 0)

@p xTpe =(0, 0, @,)%(N,c = Tas T —1,0.0)

(he=ta) s —(-@n(fe=ra)). 0)
) @ (re

ZA r-yC_
@y X e z(_a)zA(ryC_ryA —ra), 0)

A e
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rB r-yC ) 1 Wi (er - ) ) 0)

)

Nous avons également des doubles produits vectoriels a réaliser :

- @Bixrscza’six(rc_ = —lg

g X Ty = (_a)zB (

T = (rAC X ﬁBA)X Mac

S :(0 0, (he =T )Ngs —(1c —ryA)anA)x(rXC ~ T fe—1,0,0)

= e~ ( e nne (e~ t)nae (e ~10) « [~ E)en (e~ e (e —10). O)
Toe = (e Xlon) ¥

o e ([(rete)nen—(he—To)nan (he ) . [(eT)on (e ) (5 ~To). O)

En examinant les valeurs admissibles pour T, et Ty, , nous arrivons rapidement a la conclusion qu’il y

aura plusieurs termes nulles dans les tenseurs d’inertie Iﬁng et Ig_)c)M et d’autres qui seront simplifiés :
Pour objet A Pour objet B
| acm IxyA-CM 0 | e-cm IxyB-CM 0
0 _ (0)
IA—CM - IyxA—CM IyyA—CM 0 IB—CM Iy><B—CM IyyB—CM 0
O O I 2zA-CM O 0 I 72zB-CM
NA NB
2 2
IxxA-CM = ZmAp Myapiacm IxxB-CM = 2 Mgy Negaem
p=1 q=1
NA NB
_ 2 _ 2
IyyA—CM - Z mAp r-><Ap/A—CM IyyB—CM - Z mBq prq/A—CM

p=1 a=1

NA NB

2 2 2 2 . .
loacm = ZmAp (rxAp/A—CM +apiacm ) lpom = Z Mg, (prq/B—CM + Ngg/B-om ) (inchange)
p=1 g=1
Na Ng
IxyA-CM = IyxA-CM = _z Map eapraom Fyapracm IxyB-CM = IyxB-CM = _Z Mg, Negre-om Nyeg/ecm (inchange)
p=1 g=1
Isz—CM = szA-CM =0 Isz-CM = szB-CM =0
IyzA-CM = IzyA-CM =0 IyzB-CM = IzyB-CM =0
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Pour conclure notre analyse du probleme de la collision en 2D, nous constatons que les équations

~ = o) (= A ~ = o) 1 A
Op; =Wp; +J, I,(ACM (rACXnBA) et @y =0g; —J, Il(BCM (ch ><nBA)

devront engendrer des calculs de produits matriciels avec des vecteurs tel que

-1

xxA-CM xyA-CM
| | 0 0
©) 4(F i )=
Iacwm (rAC x nBA) = IyxA-CM IyyA-CM 0 0
0 0 laaem) (e =Ta)Nea = (e = Fa ) Nyen
0
= 0
(er —la ) rlyBA - ( ryc - ryA ) Nea
I

et
-1
I xxB-CM I xyB-CM O 0
©) 1(F Wi )=
IBCM (ch x nBA) - IyxB-CM IyyB-CM 0 0
0 0 I 2zB-CM (I’xC —Ig ) nyBA — ( I’yc — ryB ) Nga
0
= 0
(er — e ) nyBA - ( I’yc - ryB ) Nea
I 72zB-CM

Pour ce qui est de I’équation de I’impulsion

les produits matriciels avec les doubles produits vectoriels
0 1(¢ “A v 0 1z oA -
I pcm (rAC X Ngp ) X €t lgey (rBC X nBA)X fac
nécessiterons strictement les composantes x et y avec z = 0 avec les éléments

xXA-CM 1 " xyA-CM yxA-CM ' "yyA-CM et IxxB—CM ' “xyB-CM yxB-CM 1 "yyB-CM

de nos deux matrices I,&‘_)C)M‘1 et Ig_)C)M‘l. Pour cette raison de complexité, il sera préférable d’effectuer
I’ensemble de ces calculs sous forme matricielle et vectorielle sans oublier d’effectuer I’inverse des

matrice 1), et 1),
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Preuve :

Considérons que les deux corps A et B sont en contact a la coordonnée T, par rapport a 1’origine O.
Alors le vecteur distance entre le centre de masse de nos deux corps et le point de contact T, sera

ac = Teo —Tao et Fec =Teo —Teo

-

Paos = Paoi + jA - MaAVaor =MaVpoi + jA
(Eq (1) : Conservation de la quantité de mouvement pour le corps A)

I:Af :EAi+AEA - IO :IA&)Ai-’_rACXjA
(Eq (2) : Conservation du moment cinétique pour le corps A par rapport a son centre de masse)

Peot = Peoi +jB - MgVeo ¢ =MgVpo; +jB
(Eq (3) : Conservation de la quantité de mouvement pour le corps B)

L =Ly +ALg = @y = lgg; + o x g
(Eq (4) : Conservation du moment cinétique pour le corps B par rapport a son centre de masse)

Si I’on divise I’équation (1) par la masse m, et que I’on divise I’équation (3) par la masse m, nous
obtenons deux équations permettant d’évaluer la vitesse finale V., et Vg, de nos deux corps :

o o ‘]A o o ‘]B
Vaos :VAOi+m et Voot =Vpoi t——

A B

Si I’on multiplie I’équation (2) par I’inverse du tenseur d’inertie 1, tel que
100
1,1, =1=40 1 0
0 01
et que I’on multiplie 1’équation (4) par I’inverse du tenseur d’inertie IB_l, nous obtenons deux
équations permettant d’évaluer la vitesse angulaire finale @, , et @z, de nos deux corps par rapport a
leur centre de masse respectif :

_ _ Ao T = o e xJ
Opy =Op; + 15 (rACXJA) et gy =0g; + g (rBCX‘]B)

En raison de la 3° loi de Newton, nous savons que

Ja=-Jg .

Puisque I’impulsion ne sera qu’appliquée que dans le sens de la normale f,, sur le corps A et f,, sur
le corps B, nous pouvons conclure que
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Pour appliquer la loi de restitution de Newton pour les deux points des deux corps A et B entrant en
collision, nous devons évaluer par rapport au référentiel O la vitesse de ces deux points localisés a la
position 1, .

L’expression de la vitesse du point T, appartenant au corps A avant et aprés la collision sera

Vea)i = Vaoi + @ai X Tac et Veayr =Vaos +@at XTac

De la méme facon, I’expression de la vitesse du point T, appartenant au corps B avant et aprés la
collision sera

Vee)i = Veoi + @g; % Tge et Vee)r =Veor + @Dg¢ X Tge

Nous pouvons appliquer la loi de la restitution de Newton?

Vagr Mg =€V Mgy
tout en utilisant les équations

Vagi =Vea) ~ Ve)i et Vas =\7C(A)f _vc(B)f .

En remplacant ’ensemble de nos équations dans la loi de la restitution de Newton, nous pourrons
déterminer une expression permettant d’évaluer le module de I’impulsion J, que les deux corps A et B

s’appliquent mutuellement qui permettra de modifier nos vitesses linéaires et angulaires. En raison de la
3° loi de Newton, nous savons que

Vags ‘Nga =—€V,g; - Nga
- (vc v ) ﬁBA =—€ (VC(A)i _vc(B)i ) ﬁBA
— (( Vaot +@p¢ XTy ) (VBOf + @y ¢ Xch»'ﬁBA :_e((vAOi + Wy, xrAC)_(vBOi + @g; XrBC»'ﬁBA

U

t —Vaot +@p¢ XTac — Dy X Bc)'nBA :_e(VAOi —Vgoi T Wpi XTpc — Wg; XrBC)'nBA

_ Jo ) . I
— ( aoi T _(VBOi + m T @p¢ XTpc —Wgy X T |- Nga
B

Vaoi ~Veoi + @aj X Tac — Dg; X ch)'nBA

Faos —Toor) o +| 2 =22 4 G ¥ = XTye |- 1
Vaoi ~Veoi ) Nea T - T @p ¢ XTyc =W XTge |+ Npp
=

]
<

A B , ~ - - - A
— [ - T Op¢ XThe — Wt XTge |*Ngp
A B

3
3

_(1+e)(\7A0i _vBoi)' Naa _e((bAi X Tpc — Qg; % ch)' Nga

2 Cette définition est disponible dans le chapitre 3.11c des notes de cours.
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— [r\:]—':—r‘:]—z+(@m + IA_l(rAc X ‘]A))X Fac _(@Bi + IB_l(ch X jB))>< rBCj'ﬁBA

= _(1+ e)(vAOi — Vo ) Nga _e(a)Ai X Fpc — @g; % ch)' Nga

_ . - . A ‘]_A jB “1(_ T = (- I3 . A
— (a)AixrAc_a)Bixch)'nBA "{m ——+1, (rACX‘JA)XrAC_IB (chXJB)Xch “Nga

A

-\1+e (—Aoi _vBOi)' Nga _(1+e)(a_)Ai X Tpc — @g; X ch)' Nga

A

_(1+ e)(vAOi — Vo ) ga _(1+e)(&)Ai X Fpc — @g; X ch)' Nga

n
mA mB

_(1+e)(\7AOi _VBOi)' Aga _(1+e)(é)Ai X Tpc — O % ch)' Nga

Nga . Nga R A - EWR R _ .
— ‘]n(m + m +1, (rACXnBA)XrAC+IB (chanA)x lac | Nga
A B

_(1"' e)(VAOi —Vgoi ) Aga _(1"' e)(@Ai X Tpc — @g; X ch)' Nga

A

R S IR PR RTRR AN
— J, m +t—+\la (rACXnBA)XrAC ‘Nga + 15 (chXnBA)Xch “Nga

A

= _(1+e)(\7AOi — Vo, ) Aga _(1+e)(‘7)Ai X Fpc — @g; X ch)' Nga

— ] _(1+e)(VAO| VBOl) Nga _(1+e)(a_)Ai X Tpc — Dg; X ch)' Nga
" 1 1 By R ~ R A R _ R
—t—+ (IA (rAC . nBA)>< rAc)' Nga + (I B (ch x nBA)>< ch)' Nga
m, Mg
— 3, = _(1+e) - - (VAOi + @y, ><rAc)'ﬁBA _(VBOi + @g; % ch)'ﬁBA .
—t—+ (IAil(rAc x ﬁBA)X rAc)' ﬁBA + (I Bil(ch x ﬁBA )X ch ) ﬁBA
m, Mg
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