Chapitre 7.4 — La théorie du corps rigide :

La dynamique

La notation de la dynamique du corps rigide

Voici quelques notation que nous allons employer pour appliquer la 2° loi de Newton sur notre corps

rigide :
Notation Explication
F = F (ex) T F o (int) Somme de toutes les forces sur la particule p .
— M —
Foe) = z F, Somme des forces extérieures sur la particule p .
e=1
7 Une force interne qu’une particule g applique sur
qapr

une particule p .

Somme des forces que les autres particules du
systeme applique sur la particule p .

Somme de toutes les forces extérieures sur les N
particules du systeéme.

Somme de toutes les forces internes sur les N
particules du systeme. Par la 3° loi de Newton, ce
résultat est égal a zéro.
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La 2°loi de Newton appliquée sur un corps rigide

L’application de la 2° loi de Newton sur I’intégralité du systeéme consiste a additionner I’ensemble des
forces et d’en extraire une conséquence. Bien que la position 7 et la vitesse vy du corps rigide soit
réalisée pour d’un point de référence S, la 2° loi de Newton met en relation la somme des forces sur
I’ensemble du systeme avec la masse totale du systeéme multiplié avec 1’accélération du centre de masse
dqy du corps rigide le tout inversement :

. ) 214 ° o
o . Expressmn de I’accélération EXpI‘CSSlOl’l de la somme des
2" loi de Newton ~
Ay forces
' N
- F — —
— > - ext e
Fext =Mmdcy ey = FeXt z Fp(ext)
m p=1

Preuve :

Appliquons la 2° loi de Newton selon Oxyz (car inertiel) sur une particule p du systéme :

_ dp Mo N dp
F =—27 — F + S F =—"»
P dr Z:;‘ r q_ép‘”' dr
_ _ dp,
= | Fpen) T F o) = "

Effectuons maintenant une sommation de I’ensemble des N équations disponibles afin d’y simplifier
la présence des forces internes :

N Ndp (7 F 47
ZFP = dtp = Z(Fp(cxt) +Fp(int)): z dtp
p=1 p=l =l -
N N N dpp
= 2 Feot 2 Fm =2 dr
p=1 p=l p=l
N N dp
= sz(cxt) = Z dtp
p=1 p=l
. adp,
= ext Z dr

N
= F., =dt2mpvp

_ d 1 _
= Foo=—m—) my,
dt miTg
_ dv, 1 &
— c™M - ~
= F.,=m py (@ ——Zmpvp)
m5
= ext :maCM u
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La 2° loi de Newton en rotation appliquée par rapport a I’origine d’un
systeme d’axe Oxyz

L’application de la 2° loi de Newton en rotation sur I’intégralité du systéme consiste & additionner
I’ensemble des moments de forces et d’en extraire une conséquence. Le résultat qui sera déduit sera
raffiné dans les équations qui suivront. Cependant, nous pouvons affirmer sans hésitation le résultat
suivant :

N
T =g ou T = D Toen) € Toent) =T X Fen
p=1

Preuve :

Appliquons la 2° loi de Newton en rotation par rapport a I’origine de Oxyz (car inertiel) sur une
particule p du systeme :

dL M _ N _dL
o = FoXF+ FxF =—27
P dt ; P P q_§¢pp qp dt

Mo N dL
- - _ P
= xz T, X Zqu— "
e=1 q=1,q#p
L L dip
j— rp XFp(exl) +rp XFp(im) __d
t
B ~ dEp
= Tplex) T ) = a1

Effectuons maintenant une sommation de I’ensemble des N équations disponibles afin d’y simplifier
la présence des forces internes :

N N dL N N dL
f = . = (f ex +7 in ): .
; P ; dr ; plext) plint) ~ di
N dL
= fex = .
(ext) ; dt
d &=
= Tiex) = —
(ext) dtp:1 14
_ dL
= T(ext):E u
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La décomposition du moment de force a partir du centre de masse

Le moment de force total externe appliquée sur notre corps rigide se doit d’étre évalué par rapport a
I’origine de Oxyz si I’on veut le faire correspondre a la variation du moment cinétique dans le temps

dL/dr mesuré lui aussi par rapport a I’origine de Oxyz .

Cependant, une réorganisation de I’information nous simplifiera notre analyse. Si ’on décompose nos
vecteurs 7, tel que

F,=Tem+Tem >

D

selon Oxyz, ceci nous permettra de décomposer nos calculs de moments de forces de la facon
suivante :

Tow =Tem X Foy T Tcu ou Tem = zrpCM XF(ex)

Preuve :

)

1l

M=
)
y
)

1l
M=
Y

X
o0
B

ext

ext plext)

<
1l
—_
<
1l
—_

N _
= Tou = Z(?CM +7, cm )>< Fpfen)

N

= Text = rC z (ext) + z pCM ext)
p=1
€Xx

ext
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La 2°loi de Newton en rotation sur un corps rigide

L’application de la 2° loi de Newton en rotation sur un corps rigide permet d’obtenir une relation entre
la somme des moments de force 7.,, mesuré par rapport au centre de masse 7., du corps rigide et

I’accélération angulaire & du corps rigide. Puisque 1’accélération angulaire & ne dépend pas de la
position 7 du corps rigide (point autour duquel il tourne selon Oxyz ), résoudre cette équation permet
d’obtenir directement 1’état de changement de la rotation du corps.

Outils de calcul

N
Tom = ZrPCM pr(em) avec F,oq =7, —Toy
p=1

Iy =Ry, I(S)Rs—>oT

dl ~ _
d ; = (a)X RS—)O )I(S)RSAOT + RS—)O I(S)(a)XRS—)O )T
t
_ _ I
Ucpss =m (rCMS Ty Iy = ToysTs )
dUcys s o L - T - T
T :m((vs “Tems TTs 'VCMS)I3 “Vemsts T TomsVs )

U = lFongs Ty I = FogsTons” )
CMS-CM — CMS CM *3 CMS'CM

Equation générale

(75 # Tew )

dIg + dUCMS—S
dr dr

Ce qui nous donnera

_ . _ _ _ o dIy dUcyss ).
a= (Is +Ucuss _UCMS—CM) 1(TCM — MV X Vg + Mgy X(wx(werMs))_( dts + dr

Tom = MYy X Vg = My X(&)X (@X Tems ))+( j&H' (Is +Ucmss ~Ucms-em )@’

Equation particuliére de la rotation autour du centre de masse

(rg =Ty €t Vg =V, donc Ig =1q)

dl
Ty = d‘;M O+ 1. &

Ce qui nous donnera

) dI
a=1Ig, l(fCM - d‘;M @j
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Preuve :

. dL

Tex T ar

~ d, _ _ _
= Tei = a(m Tom X Vg + (Is +Ucuss )0))

_ d, _ _ d _
= Text :E(erMXVS)-i_E((IS+UCMS—S)a))

) d,. . d, .\ d _
= T ZmE(rCMXVS)"'E(ISG))""E(UCMS—SG))

ext

_ di., _dv, dI _ do dUqyss da
= T, =m—MX T+ My X+~ D+ [+ — 2 B4 U s ——
dr dr dr dr dr dr

_ o __ dI _ _ dUcyss _

= T = MV XV + My X +—> @D+ [0+ — " @+ U s O

dr dr
_ _ _ _ _ dIy dUcyss ). _
= i = MV X Vg + Ml Xag + q + q w+ (IS +U cuss )a
t 1

Nous allons maintenant remplacer 1’accélération ag du point S par I’expression
g = gy + Togs XA — DX (@X Foyys)

et obtenir 1’expression suivante :

_ ~ _ _ _ _ o dlI, dUcqyss ) _
Ty = MVoy X Vg +Migy, X(aCM + Fops X O — WX (a)x Tems ))+( ds + (ClMS > 6()+(IS +U cpses )a
t t

Ty =MV XV +MIcyy XAy + Migy x(?CMS xo‘c)—m?CM x(@x(@xfms))

€

= +(d15 +dUCMS—S

dt dt ]@+(IS+UCMS—S)5(

Pour isoler @ dans cette équation, nous devrons restructurer le terme
T =mrqy, x(FCMS ><07) .

Par analogie avec I’expression précédente

£3 =mig X((_{)XFCMS): m (FCMS Tl = FCMS?ST): Ucyss @
alors nous avons :
T = mrgy X (Fopys X @)
= T =—miy x(@x )
= T:_m(?cms Tem I3 — ?CMSFCMT)CY
= T = _UCMS—CM a et UCMS—CM = m(FCMS ’FCM 13 - FCMS;:CMT)
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Si I’on remplace T , nous aurons le résultat suivant :
Toxe =MV XVg +Micy Xdcy + (_UCM S-CM 06)— Mrcy X (wx (wx Tems ))

dl dU e ) B
+( S 4+ CMSSJ(:)+(IS+UCMS_S)05

dr dr
Tow = MVey XVg +Micy XAy — Mgy X(@x(@XFCMS))
= dI dUcyss | _
+( ds + d w"'(ls +UCMS—S _UCMS—CM)O"

Par la suite, nous pouvons décomposer notre moment de force sous la forme

Tow =Tem X Fo ¥ Tem

ext
et faire des associations de termes afin de retirer la référence a 1’accélération du centre de mass :
Ty = My X Vg + Moy Xy — Moy X (@% (@X Ty ))

+(dls + dU cyss

Fog X F

ext

dt dr

+Tom = MYy X Vs + Ty x(macm)_mfcm X(@x(@XFCMS))

j@"' (Is +Ucymss ~Ucms-cm )07

rCM X F ext

= + d15+dUCMS—S
dr det

+Tom = MYy X Vs + Ty X(Fext )_mFCM X(C?)X (CDX ?CMS))

j@"' (Is +Ucuss ~Ucms-cum )07

Fog X F

ext

= dIy dUcyss ). "}
+( dts + & w+ (Is +UCMS—S _UCMS—CM )0(

dIg dU cyss
+
dr dr

]

= Tem = MVey X Vg — Ml X ((DX ((?)X Tems ))"'( J&H‘ (Is +Ucus-s ~Ucms-cu )

Pour calculer le tout, il suffit d’utiliser les expressions suivantes :

drl _ _
* d - = (wx R ., )I(S)RS%OT + Ry I(S)(a)XRS—)O )T
t
dUcys s _ o _ -7 - _T
® ar = m(("s “Tems T 'VCMS)I3 “Vemsts ~TomsVs )

_ _ ~ .7
® UCMS—S_m(rCMs’rsls_rCMsrs )

~ ~ 7
®* Ucusem _m(rCMS “Tem I3 = TemsTem )
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Nous pouvons établir notre relation entre le moment de force total appliquée par rapport au centre de
masse selon Oxyz et notre accélération angulaire & en isolant 1’accélération angulaire :

dig + dUCMS—S
dr dr

Tom = MYy X Vg = My X(&)X (@X Tems ))"'( j&H' (Is +Ucmss ~Ucms-em )@’

= (Is +Ucymss ~Ucms-em )d' =Toy — MYy X Vg + Mgy X (@X (ﬁ)x Tems ))_(

dU
dIs + CMS-S @
dr dr

_ . _ _ _ o dIy dUcyss ).
= a’/:(IS+UCMS—S_UCMS—CM)1(TCM_mvCMXVS+erMx(wX(werMS))_( dts+ dr

Dans le cas ol 7y =7y, €t Vg =V, , alors 7, =0 et plusieurs termes seront nuls :
Ucnss =0
dUCMS—S

[ ] —:O
dr

Ucns-em =0
® Moy Xvg =0

Mgy X (ﬁ)x(&)x Tems )): 0

Ainsi, I’expression de I’accélération angulaire & ou I =1, prendra la forme réduite
_ dl
~ 1] — CM =
a=1.y [%M BT @

dly
dr

T T

avece = (&% Ry, )Iésl\zl Ry .o +Rs 0 I((:izl (@xRgo)
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Situation A : L’accélération angulaire d’un corps rigide a 3 particules non-colinéaire calculé
rapport au centre de masse. Un corps rigide est composé de d’une particule 1 de masse m, =5 kg

située a la coordonnée 7, =0, d’une particule 2 de masse m, =5 kg située a la coordonnée
7, =37 m et d’une particule 3 de masse m, =5 kg située a la coordonnée 7, =(37 +4j) m. Le
systtme subit une force extérieur F =7 N appliquée sur la particule 2. On désire évaluer

I’accélération angulaire & sachant que la vitesse angulaire du corps rigide est @ = (f +j+k ) rad/s et
que le corps rigide n’est pas tourné (g =0).

Evaluons la masse totale m du systeme :
m=2mp = m=m, +m, +m,
p=1
=  m=(5kg)+(5kg)+(5kg)

= m=15 kg

Evaluons la position du centre de masse 7, du systeme :

_ 1 _ _ _
Tem =—Zm r = Tem :;(mlrl +m,r, +m3r3)

= rCM=( )(( 5)07)+(5)37)+(5)37 +4 7))

= = (27 +1,333j)m

Evaluons le moment de force total extérieur appliquée sur le corps rigide par rapport au centre de
masse :

z Them X pex) = Tem = hhem XFZ(ext)
p=1

= fCM:(FZ_FCM)XF (Fyom =T, =Tem)
= 7o =(37)-07+1333)x(7])

= Toy =(+1333)x(7])

= fCM=7l€ N-m

Evaluons le moment d’inertie du corps rigide par rapport a son centre de masse. Puisque nos particules
sont uniquement situées dans le plan xy, alors les termes

Ar

zpCM = rzp - rzCM = O
seront nuls et il ne restera plus qu’a exploiter les termes suivants :
Argom =Tq —Tem = Aryem = (0)-(2) = Argey =2 m

X
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® ArleM =1 —Thoem
®* Arsem =Tg ~Tew
® Ar)ZCM =rFo — e
* Argem =g —Tew
® Ary3CM =T~ em

R R Y

Ar JICM

AT em

Fyoom

x3CM

Ar Y3CM

=(0)-(1333) =  Ar, =-1333m
=(3)-(2) = Arpen =1 m
=(0)-(1333) =  Ar,q =-1333 m
=(3)-(2) = Arey =1 m
=(4)-(1333) =  Ar,e =2,666 m

Les termes sur la diagonale du tenseur d’inertie seront les suivants :

xxCM z m ( ) ypCM

))CM zm ( xpCM

! cm Zm ( oM

L Ar

zpCM

4 Ar

zpCM

L Ar

ypCM

’)

’)

’)

X}CM - zm Ar xpCM }pCM =0

=

=

1 =m ArleM +m Ar) M ‘4 m,Ar,

xxCM y 3CM

Iy =(5)(=1.333)" +(5)(-1.333)" +(5)(2,666)’
I,y =5333 kg-m®

2
=m ArxlCM +m,AY oy T M AT

x3CM

1

»wCeM

I =(5)=2) +(5)1)" +(5)01)°

I,y =30 kg-m’

1w —(30kg m ) (53,31kg-m2)

Iy =8333 kg-m’

_m ArxlCMAr jom M AerCMAr) 2cM
IX}CM -

+MyAT 50y Ar) 3CM

;o (B)N=2)-1.333)+ (5)1)(-1,333)
M _(+ (5)(1)2.666) ]
wem =20 kg-m’

1

Voici notre tenseur d’inertie par rapport au centre de masse :

IXJCCM
I CM — I yxCM

xCM

IxxCM

= Iy =|1 yCM

0
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I xyCM
I yyCM

zyCM

I xyCM

I yyCM

0

I xzCM

I yzCM

I

zzCM

0
0

zzCM

(ex: 1 oy = —Zm Ar xpCMArzpCM =0)

p=1
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5333 =20 0
= Iy =|-20 30 0
0 0 8333

Evaluons la matrice / oM 2 partir d’une application

0,025
0,0166
0

_1_

ICM

( I xyCM

= I yxCM )

! réalisant I’inversion d’une matrice :

0,0166 0
0,0444 0
0 0,012

Evaluons la dérivée du tenseur d’inertie [ om Par rapport au temps. Puisque I’on peut considérer que le

corps est connu dans le référentiel O, car il n’est pas tournée (g =0), alors notre matrice de rotation

R, . esttelle que Ry ., =R, ..’ =1,. Ainsi, dI,, /dr donnera le résultat suivant :

dl.y

dr = ((7))( Ry o )Iésl\le—@T +Rs o 18\21 ((7))( Ry o )T
d/ey — (@x1,)1C) ) (@x1,)
= 4 OX 1)1+ LI (0X T,
T
0 -0 o 0 -0 o
dley _ _ () (5 _
= P @, 0 o, | Iyl + 15| | o, 0 w, |,
t
-0, o, 0 -0, o, 0
T
0 -0 o 0 -0 o
dley _ o 11 4 g6 _
= i , 0 o, Iy +1y| @, 0 W,
p , ,
-0, o 0 -0, 0 0
0 -0 o 0 0, -,
dlcy _ (s) (s)
= & . 0 -w |Iyt+tIyl-o, 0 o,
t
-0, o, 0 o, -0 0
i 0 -o o |5333 -20 O 5333 =20 O 0 o, -,
= % =| w, 0 -o | -20 30 0 |[+]| -20 30 0 |-, O o,
p , ,
-0, o, 0 0 0 8333 0 0 833\ o -0 O
i 200, -30m, 83,33w, 200, 5333w, -53330, -200,
= % = 5333w, -20w, —-83,33w, |+| —30w, -20w, 200, + 300,
p , , , ,
-53330, -200, 200, +300, 0 83,33w, -38333w, 0
1 Référence : https://www.dcode.fr/inverse-matrice
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il 40w, 2333w, -20w, + 30w,
= % =| 2333w, - 40w, -53,33w, + 200,
t
-20w, +300w, —5333w, +200, 0
Y 40(1) 23,33(1) —20(1)+30(1)
= % =  2333(1) —40(1) —53,33(1)+20(1)
t
-20(1)+30(1) -53,33(1)+20(1) 0
N 40 2333 10
= —:fM-z 2333  —40 —3333
t
10 -3333 0
Evaluons maintenant notre accélération angulaire :
_ drl
a=1., | Toy ——Md
CM ( CM dt j
0,025 00166 0 0 40 2333 10 Y1
=  a=|00166 00444 0 0|-|2331 —-40 -3333]|1
0 0 00127 10 -3333 0 )1
0,025 0,0166 0 0 73,33
=  a@=[00166 00444 0 0|-| —50
0 0 0012)\7) |-2333
0,025 00166 0 (7333
=  a@=|00166 00444 0 50
0 0 0012/ 3033
-1
= a=| 1 rad/s
0,364

Note de cours rédigée par : Simon Vézina

(=7 +7+k) rad/s)
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