Chapitre 7.3

La théorie du corps rigide :

Le tenseur d’inertie, le moment cinétique
et I’énergie cinétique

La représentation matricielle du produit vectoriel

Soit deux vecteurs @ et b , alors le produit vectoriel axb entre ces deux vecteurs peut étre calculé par

les différentes équations suivantes :

Expression explicite axb = (aybZ —a.b, )7 —(ab.—ab,)j+ (axby —ab, )l?
i j Kk
Calcul du déterminant axb = a, a, a,
b, b, b,
Calcul matricielle avec _ 0 —a. a, Vb, 0 =-a,  a,
matrice axb=| a, 0 =—a, |b,| ou ax=A, a, 0 -—a,
antisymétrique’ A —a a o I» —a a 0

La matrice de rotation

La matrice de rotation Ry, permet d’effectuer la rotation

(s)

d un point ¥’ autour d’un origine dans le référentiel

Sx®® y z pour le représenter en rotation autour d’un

point rs ) dans un systeme de coordonnées Oxyz .

(s)(s)

7>’ est situé a la coordonnée

(s)

Puisque I’origine de Sx® y
(0)

Iy selon Oxyz, alors la position d’une particule 7,
exprimée dans Sx(s)y(s)z(s) sera égale a
7O =70 4 Ry 7S

dans Oxyz. Le calcul RS_>O?[,(S)

— 570
_qrp

est équivalent au calcul

,7(0)

~% L, 2, . . —
/S g réalisé a I’aide du quaternion q .

1 https://en.wikipedia.org/wiki/Skew-symmetric_matrix
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Une matrice de rotation peut €tre construite de plusieurs fagons en fonction de 1’axe de rotation choisi
pour tourner autour de la position 7; dans Oxyz. Dans le cadre de ces notes de cours, nous utiliserons

I’expression suivante pour définir une matrice de rotation tournant selon 1’axe i = uxf+uyf+uzk

N 2 2 2
ou \/ux ‘u, +u =1

Version explicative R =aa"+(I-aa” )cos(@u )+| u 0 —u, |sin(8,)

X ux x7y u) z5u X u)+uysu
F triciell R =|\uu (1-c )+u.s u2+1—u2)c uu (l-c, )—u_s
orme matricielle L luu “ S, v v Ku ye u “Su
2 2
uxuz(]‘_cu)_uysu uyuz(l_CL¢)+ust¢ uZ + 1_uZ u
ou 6, : L’angle de rotation autour de I’axe i .

. 1 > 1 —
¢, : Compression de I’expression ¢, = cos(6, ).

_ . , . o
s, : Compression de 1’expression s, =sin(6,) .

A partir d’'un quaternion q“:(qw, qx,qy,qz) unitaire (\/qw2+qxz+qy2+qz2 =1), nous pouvons

construire notre matrice de rotation de la facon suivante :

1-2¢, =29, 2q.q9,-249.q9, 24.9.+24,q,
RS—)O = quq‘y + zqzqw ]‘_ 2qx2 - zqzz quqz - quqw
2q9.9.-2q9,9, 2q,9.+2q.q9, 1-2q¢.°-2q

La matrice de rotation R, possede plusieurs propriétés dues a sa structure et permet de transformer

(s)

plusieurs mesures (vecteur et matrice) du référentiel Sx® y(s)z vers le référentiel Oxyz :

s 2o 22
Propriété

Equation

Relation inverse et transposé

T a -
Re o =Rs,o et Ro,, =Ry

. . ;3
Produit des matrices transposées

T T
RS—)ORS—>O - RS—)O RS—)O - 13

Transformation

Regle de la transformation

Transformation de la position d’une particule p

dans S par rapport a son origine vers O par
rapport a la position de référence S.

77,;(?5) =Rs o ’7,7(5)

Transformation du moment d’inertie du corps
rigide dans S par rapport a I’origine vers O par
rapport a la position de référence S.

T

IéO) =Rs o I(S)Rs—>o

2 https://en.wikipedia.org/wiki/Rotation matrix

3 La matrice J, est la matrice identité de 3 lignes et 3 colonnes (a 9 parameétres).
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Preuve :

A partir de I’application de la matrice Iéo) sur un vecteur @° tel que A© = IS(O)(?)(O) , transformons

)

@ dans S avec R, = Ry, 'pour obtenir I éo a partir de / ©) et de la transformation Ry . :

S—
Soit @ = RS_)O_ICT)(O) =" (Aller dans S avec R, .~ =R, )
= IYrR_ '@ =1%a" (Appliquer 1))
= Ry o1 (S)RS_)O_ICT)(O) =R o (I (S)CT)(S)) (Revenir dans O avec R ;)

= R J"R '@ =R, (A¥)  (Calculer A = 0@

= R o1 (S)Rsﬁo_lﬁ)(o) =A© (Transformer A®) = RS%OA(S))
= R JIYR_, '@ =1 o (Effet de 1% : A =@
= I S(O) =R ol (S)RS_>O_l ] (Eliminer terme @°) de droite)

Nous pouvons évaluer la dérivée de cette matrice de rotation Rg ,, par rapport au temps ¢ grice a
I’expression suivante exploitant la représentation matricielle du produit vectoriel:

0 -o o,
dR c
—20 = @X Ry, = A, R, ou A, =| o 0 -
dr
-0, 0

(Structure du produit vectorielle exprimée avec la matrice antisymétrique A)
Preuve :
Débutons avec la définition de la position d’une particule dans le référentiel Oxyz a partir de la
transformation de la position rpfs) du référentiel Sx'®'y®z vers le référentiel Ouxyz, appliquons la

dérivée par rapport au temps sur cette relation en exploitant la vitesse v g = @X7

dr d
= _ —(s) plS _ =(s)
s = Rs 0T, = ar _E(Rs—m”p )
7, d B d7®
= d—pt:E(RSeO )rp(S) +RS—>Od—Z
_(s) -
B dRg , - dr dr ¢ _
= vp,sz—dst Orp(s) ( d[; =0 et d’; =V,/5)
= dRs o _s)
= a)XrP,S :TTP
dR
= wx(RS%O?,fS)):—;;O 7o
_ _ dR R
= WXRg rp(s) z—dS:O rp(s)
_ dR
= ®XR,_, =% m
t
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La dérivée du tenseur d’inertie par rapport au temps

Dans le référentiel Sx® y(s)z(s), le corps rigide est immobile. Ainsi, son moment d’inertie [/ (s) par
rapport a 1’origine de S est constant dans le temps. Cependant, la représentation du moment d’inertie
1 S(O) par rapport a fs(o) dans O n’est pas constant, car le moment d’inertie dépend des distances entre
les masses et 1’axe de rotation. Puisque I’orientation de 1’axe de rotation peut changer dans le temps, le
moment d’inertie doit également changer dans le temps. Ainsi

dr® o d1
1 =0 mais S
t

# 0 sauf dans des cas particuliers.

Si I’on désire obtenir la dérivée du tenseur d’inertie [ S(O) par rapport au temps dans O, nous aurons

besoin du calcul suivant :

Dans Ozyz Dans Sx®y®)7©)
d I(O) _ _ d[(s)
dS = ((l)X RS—)O )I(S)RS—>OT + RS—)O I(S) (C()X RS—>O )T d = O
! t

Preuve :

Débutons cette preuve avec 1’expression de la transformation du tenseur d’inertie représenté dans le

référentiel Sx® y(S)z(S) vers le référentiel Ozyz tel que

T

IS(O) =Rs 0 I(S)Rs—>o .

Par la suite, appliquons la dérivée par rapport au temps a cette équation pour exploiter la dérivée par
rapport au temps de la matrice de rotation tel que

dR
% =OXR,_, .
Voici ce que nous obtiendrons :
19 =R, I¥R," (1) a partir de | formati
S S0 <0 s~ apartir de la transformation de S — O )
a1 d . .
= dS =% (RS_>O 1 (S)RS_K)T) (Appliquer la dérivée dans le temps)
t t
drl® dr dlt9R " .
= S =520 fOIR T4 R, (—S_’O) (Dérivée en chaine)
dr dr dr
drl® dR d Ry, . )
= S =820 fOIR . Ty R T =520 (Puisque =0, alors 1" est une constante)
dr dr dr
T T T
— dIéO) — dRs—>o I(S)RS_)OT + Rs—>o I(s) d Rs—>o (d (Rs—>o ): d Rs—>o )
dr dr dr dr dr
drl dR
- dS = (@x R )I(S)Rs—>oT + Ry o ¢ (@x Ry, )" u (OXRs o = ds—>O )
t t
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Le tenseur d’inertie d’un corps rigide

Le tenseur d’inertie est une structure mathématique permettant de décrire a quel point il sera difficile de
faire tourner un corps rigide autour d’une axe de rotation i . Ce tenseur d’ordre 2 peut étre également
représenté sous la forme d’une matrice. Les éléments de la matrice dépendront des positions de toutes
les particules qui composent le corps rigide par rapport a un point de référence donnée. Ainsi, un
tenseur d’inertie décrit par rapport a I’origine du systeme d’axe Oxyz ne sera pas identique au tenseur
d’inertie décrit par rapport au centre de masse selon le systtme d’axe Oxyz. De plus, le tenseur
d’inertie varie dans le temps car il dépend de la rotation du corps rigide sauf s’il est décrit par rapport

au systeme d’axe Sx® y ®)26) o les particules qui constituent le corps rigide sont immobiles :

référentiel et

point de Tenseur d’inertie
référence
Mesure par
rapport & ) _ N ( (5)2 (s>2) ) _ ) N, 6)(9)
y I, :Zm re . I;=IX:—Zm r,'T.
llgrrlgllgferslet:il(;n RETNRI. po p\p P Xy ¥ po= plw Typ
XX Xy Xz N N
R I T 120 SIS 3 Tt YL e
(constant dans le I S) 1 S) I z(f ) p;l P;l
temps, car le corps (s) _ ( (s)? (3)2) (s) _ y(s) _ _ (s)..(8)
est immobile sel(I:n IZZ - zm” -+ T Iyz - Izy zm‘” "o T
S) p=l p=l
2
m, (s +757)
Meszlre par t z ””S Tars l.= = —Zm[, Feorstyrs
rapport au poin N
S selon le (0) IXXS IXyS IXZS Iny = Zm ( xp/S + rzplsz )
référentiel Is7=Ig=1, I, I p=1 = = _z m,re,istprs
OxyZ IZX IZ % IZZ 3
) i i ”S IZzS = zm ( xp/S + ryp/S ) I _ _
(varie dans le p=1 - _Z m,r,,isps

temps, car il
dépend de q )

avec rxp/S = rxp - rxS ’ ryp/S = ryp r)S et r zp/S = rzp - rzS
Moment . _ o ‘ ‘
dinertie I, & Obtenir Ry ,, de g et réaliser les produits de matrices
. (6] S T
partir de 1° et 19 =R, IR,
de I’état de N T -1 < .
rotation g ou Rg,, =Ry, estlatransposédela matrice Ry, (R,;=R;;)
Mesure par N
3 _ 2 2 _ _
’ rgpporta I, _zmp(r\p Ty ) i T Zmp T yp
I’ origine selon J p=1
le référentiel oo N
©) _7_ _ ( 2 2) o
Oxyz . r—=r=\1, I, I, I, _zmp Ty T1yp == Zmp Vol
I =
(varie dans le o> 2y = N ) ,
temps, car il I, = Zmp (rxp +r,, ) =] = _z m,r,r.,
dépend de q) p=l
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Remarque :
e Sile tenseur d’inertie est calculé dans Sx®y®z®) et que £8) =0, alors le tenseur d’inertie est

déterminé par rapport au centre de masse du corps rigide dans S tel que [ ®) =7 g\)[ . Dans cette

condition, le moment d’inertie sera également calculé par rapport au centre de masse dans O ce
qui nous donnera

Fc(:a) =0 = Iécl\)/l) =Ry o I(S)Rs—>oT ou Iém = Iécl\)/l)

e Sile tenseur d’inertie est calculé dans Sx®'y®'z®) mais que dans Oxyz, nous avons 7® =0,

alors nous pourrons affirmer que / S(O) =71 et que la transformation donnera

7 =0 =  19=R IR, on 1 =1

Preuve :

La structure mathématique du tenseur d’inertie sera introduite dans la preuve du moment cinétique L
et de I’énergie cinétique K .

Le théoreme des axes paralleles

Dans un corps rigide, la position du centre de masse ?C(ﬁ) est une coordonnée trés importante, car

plusieurs calculs s’y rattachent. Exploiter le centre de masse comme point de référence S (?C(ﬁ) = ?S(O))

peut fortement simplifier I’ensemble des calculs.

(0) (s)

En ce qui concerne le tenseur d’inertie /'’ par rapport au référentiel Oxyz ou bien /™’ par rapport au

référentiel Sx™®'y®'z®) il est possible de les déterminer a partir du tenseur d’inertie 72 ou I8 en

utilisant le théoreme des axes paralleles. Ce théoreme permet en quelque sorte d’effectuer une
translation de la position de 1’axe de rotation du centre de masse vers une autre position :

2 2
Ixx CM + m(ryCM + rzCM ) Ixy c™M m erM ryCM Ixz cM m erM rzCM
(x) _ _ 2 2 _
I = I om —MTeulyem I oq +mirey 7oy I om —MTepTonm
2 2
I ey =M ot em I om =M epTiom I oy —m\rem™ +7em )

(Equation pour déterminer le tenseur d’inertie par rapport a 1’origine a partir de J 8{2)

2 2
Ioomt m(r yomss T Vewss ) I o —MTenysTyoms I om —MTopsToomss
(x) _ _ > 2 _
I = I weM — M ewsTyomss 1 wem T evws T Fowss 1 yeeM — M envysTemrs
2 2
I o =M onsTooms I o —MTepsToms I o —mM\rews + Fewmss )

Z, . ’ . 9 . . s N . (X)
(Equation pour déterminer le tenseur d’inertie par rapport au point de référence S a partir de 7))

ou X représente le référentiel a partir duquel les mesures de 1 gj sont prises ainsi que les distances

) ou bien les distance entre le points de référence FS(X Vet Fc(l\ﬁ)

(pour former le terme 7.X)) pour évaluer 7).

entre I’origine et 7\X) pour évaluer I'X
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Preuve :

Evaluons la composante [ .. en exploitant la position de chaque particule contribuant au calcul du

moment d’inertie par rapport au centre de masse 7, = (erM s Tyem o Taem ) :

N
_ 2 2)
Ixx - zmp (r.vp + Ty
p=1

a 2 2
= Ixx:zmp( Tem T Vp/CM) +(zCM+rzp/CM) )
(ren”

2
+2r, p/CM )

ft2r oM zprom

yCM vp /CM

i
~
g
1l
M-

+7r

yp/CM Tt+r

m

)4 zCM

bS]
1l
—

2
mp( Tyem +rzCM )+ zzmpr)CM Fopiom +2Zmprsz Fprem +2m (Zp/CM T 7em )

U
tg||
M=

p=1 r=l p=1 p=l
= 1 ( yr ) m, +2r m.r +2r m.r + m( ¥r 2)
xx )CM zCM yCM p yp/CM zCM p'zp/CM 217 /CM zp/CM
r=l p=l p=l r=l
5 5 N N
= I, = m(ryCM T rem )+ 2ryCMZmpryp/CM + zrzCMzmprzp/CM +1 . om
p=1 p=1

Dans ce calcul, nous exploitons le centre de masse 7, . Alors

1 & 1 &
Toms = — E m, p,s ce qui nous donne Tem/em = — E m, p,CM =0
m o m o

Cette propriété du centre de masse nous permet alors d’affirmer que

N
2 M on =0 et Zmp Tprem =0
p=1

ce qui nous donne le résultat

2
Ixx:IxxCM+m( Iyem +rzCM ) - B

Pour les autres termes hors diagonal, nous avons le calcul suivant qui peut soutenir la démonstration :

:_Zmp T Typ

= I, :_zmp (erM xp/CM)( Ivem T p/CM)

= I, =—Zm (erM Fvem T hemlyprem T Fgpremtyem +rxp/CMrvp/CM)
p=1

N
= Ixy :_erMryCMzm erMzmp Iprem — VCMzmp Fprom zmp FpremTyprem

p=1
= Ixy =—m erMr)CM - Zmprxp/CMryp/CM

p=1

= Ixy:IxyC —MTeylyoy B Q)
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Le moment cinétique d’un corps rigide

Le moment cinétique d’un corps rigide constitué de N particules est égal a la somme de tous les
moments cinétiques des N particules positionnées par rapport a Oxyz selon I’expression

_ N
L= Zmp r,Xv,
p=1

On peut toutefois comptabiliser le moment cinétique L du corps rigide a I’aide des différents
parametres décrivant le corps rigide. Une expression générale peut étre simplifiée en fonction du choix
du point de référence S utilisé pour décrire le mouvement du corps rigide et du contexte du mouvement

a décrire :

Point de référence S du corps
rigide immobile et situé a
I’origine de Oxyz
(rotation pure du corps rigide dont la

rotation du centre de masse autour de
I’ origine)

Point de référence S du corps rigide
quelconque en mouvement selon Oxyz

(rotation du centre de masse autour du point de référence S en
mouvement selon O)

Point de référence S du
corps rigide situé sur le
centre de masse du corps
rigide selon Oxyz

(translation du centre de masse et
rotation du corps rigide autour du
centre de masse)

Exemple :

Ouverture d’une porte en
rotation autour de la
charniére (la charniere est la
position du point de
référence S)

https://www.mesdepanneufs.fr/blog/oVrez—
votre-porte-claqu%C3% A9e-vous-
m%C3%AAme-technique-de-la-radio

Exemple :

Mouvement d’un avant-bras en rotation
autour du coude ou celui-ci est en mouvement
(le coude est la position du point de
référence S)

https://encyclopediegolf.fr/analyse-du-swing-rory-mcilroy

Exemple :
Lancer un ballon en
I’air avec rotation.
(le centre du ballon est la
position du point de
référence S)

E % !_‘. e
https://www.panier-basket.fr/panier-
basket-ballon-basket-2/

L= mFo, XV + I @+ my X (@x o)
=M Ty X Vg +(Is +UCMS—S)(D
avece

_ _ ~ _T
Ucyss =m (rCMS s Iy = ToysTs )

S = O
— O O

1
et 1,=|0
0

(cas général)

L=mFoyy XVepy + oy @

(75 =Tem)
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Preuve :

N
L=>m,F x7,
p=1
. N
= L=Zmp(rs+? ) (vs+a)><r )
p=1
_ N
= L= Z(m 7 XV +m rsx(c?)x?ps)+mpfps><vs+mpfpsx(c?)x?ps))
p=1
N N B N N B
= L:Zmprsws+2mprs><(a)x?ps)+2mp?psx‘s+2mp‘ps><(a)x7ps)
p=1 p=1 p=1 p=1
A N N N N
= L:*SXVSZmp+rsX(a)XZmp?psj+(Zmprpsj><vs+Zmprps><(a)><rps)
p=1 p=1 p=l p=1
_ N N N
= L:rsXVS(m)+rSx(wamprpsj+(Zmprpstvs+Zmprpsx((7)xfps)
p=l p=l p=l
N
=  L=mixVg+7iX (wx Zmp psj ( Zmp pSJXVs+Zmprsx(ﬁ)xfps)
p=1
N
= E:mfsxﬁs+mfs>{&)xi2mpfpj ( Zmp pijvs+zmp7psx(@xfps)
mp:l p=1
= E:mfsxvs+m?sx(@x(FCMS))+m(FCMS)va+Zm F s x(@x7)
p=1
_ N
= L=mixig+mi x(@X (Foy — 7)) mlFoy =7 )X T + > m 7 X (@XF )
p=1
= L=mE X+ mi X(@X Ty )= m Ty X (@XF, )+ m oy XTg —mF, X0 + > m 7o X (@X )
p=1
_ N
= L=m7yx(@x7y )—mF, ><((7)><17S)+m?CM><\75+Zmprps><((7)xfps) (Retirer ter. mrg XV )
p=1
_ N
= L:mFCMxVS+ZmPrpS><((7) )+mrS (@xTy, )—m T, x(@x7;) (Réorganisation)

p=1

R N
= L=mFoy XVs+ Y m,F x(a)><r )+mfs><(ﬁ)><(?s+fCMS))—m?S><(cD><fS)

P rS
p=1
= E:m?CMxvs+imprpsx(cD )+ m, < (@xF )+ mF x (@x Ty ) - m T, x (@ )
p=1
A N
= L:mFCMxVS+Zmprpsx(a)><r )+m?s><(ﬁ)><FCMS)
p=l
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Nous pouvons interpréter le 1° terme de L que I’on identifiera L, tel que

L

=Mrey XVS

comme étant le moment cinétique de la masse totale du corps rigide autour du centre de masse du corps

rigide selon Oxyz .

Nous allons maintenant développer le 2° terme de L que I’on identifiera comme L,

N
L,= Zmprps x(a)Xr )
p=1
—_— N —_ —_— —_ —_— —_ —_ —_ —_ —_—
= L=Ym (@ 7)-7 7 @) Ax(BxA)=B(A-A)- A(A-B)
p=l
= LZ = zmp ((rxpS + rypS + rsz )a) (rxpSa) + rvaa) + rszw ) )
p=l
2
(I”xps +I”),ps +7’sz )(l) ( Sa) +7’ Sa) +7r pS(l) ) xpSl
N
—_ 2 2 -
= L, = Zmp + (rxps + 71, s )a)‘ ( Fops @, T 7,50, + 7.0 ) s
p=l 7
2 2
+ (rxpS + rypS + rsz )a) ( xpSa) +r pSa) + sz )rszk
2 -
(rxpS +rypS +rsz )wxl (xpS 0) +rxpSrvaw +rxpSrsza) )
N
— 2 2 - . .
= L,= Zmp + (rxps + s T )a)y Jj- ( FipsFyps @y Ty a) + 75l s @, ) j (Distribuer)
Py ok Je
+ (rxps + s s JOKk—\r g7 @ +71,7 @ +7, a)Z k
2 2 =
(rypS + rsz )a)xl _( xpS \pSa) +r xpSrszw )
N
- 2 2 - . .
= L,= Z m,| + (rxps +7 )a)), Jj— (rxpsr ps @y 6T O, ) J (Simplifier terme)
p=1 _
2
+ (rxpS + rypS )a)zk ( xpS rszw + r\pS rszw )k
2 —
v ((r)'pS + zpS )wx r xpS r ypS a)y xpS rsz @ )
- 2 _ .
= L, = Zm Nk ((rxps + s )a)y Fpstyps @x = FypsTops . ) J (Factoriser)
p=l 7~
2
+ ((rxpS + rypS )wz rxpS rsz wx rypS rsz a)y )k
(( va + rsz )a)x xpS rvaa) xpS rsza) )
N
= L,= Zm o T TpsTps @yt (( Tos T Tops )a)VV Fypsops @, ) j (Réorganisation)
p=1 -
xpS rzpsa) va rsza) + (( xpS + rva )a)z )k
N va + rsz -r xpS rva - rxpS r zpS a)x
—_— 2 .
= L,= Zm ol sl s Ds rxpS + 7 WS rs@, || @, (Calcul en matrice)
p=l 2
-r xpS rsz - I" ypS rsz xpS + r a)z
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= L,=
= L
Le terme

N Typs +rsz T FpsTyps T VpsTops @,
z ~ Vs yps O rxpSZ +r zp52 ypS Vps . o,
! ~Fostyps “hpsTyps Ty +r ’ w,
N Typs "+ Ty ~ FysTyps s Tops
=10 ou Zm F'ips }psa) rxps2 +rzps2 —r}ps T @,
! ~ FpsTops “Fystps  Tys T+ Lge

L=3m

p=1

» p/S (&)XFP/S):ISQ)

(Isoler constante @)

représente le moment cinétique de rotation du corps rigide autour de I’axe S selon Oxyz.

Nous allons maintenant développer le 3° terme en sommation que I’on identifiera comme L,

L3
= 43
= L,
= L,
= L
= L,
= L,
= L

Ax(BxC)=B(A-¢)-C(4-B)

:mrs X((()XFCMS)
= m(w(rs 'rCMS)_rCMs(rs a)))
= m(a)(rxserMS +rshems T7is rzCMS) rCMS(rxSa)x T 1@, + 1@, ))
(rxerCMS +rsTems +rzsrszs)w (rxSa) +rs@, +rg@, ) xCMSl
=m (rxerCMS +rshems 17 rzCMS)a) (rxsw T 1@, + 1@, ) )CMS]
(rxerCMS +rshems rzsrszs)w (rxSa)x +rs@, +rg@, )rszsk
(ryS Fiems T 1is rzCMS)w (rySa) T 150, ) xCMSl
=m (rxS xCMS+rerzCMS)w J— (rxSa) 1@, ) )CMS.]
(rxS Fems T r)Sr)CMS)a) k— (rxswx + rySa)y)rzCMSk
((’3 Tiems T VsPoms )@ ) ~Temshys @y — xCMSrszz)
=m ((rxerCMS +rg rzCMS) ~Ishyoms @y —Iemst s @, )J
((rxerCMS +r}Sr)CMS) sVoms @y —TsT. zCMSa)y)
(( Nshyems T stoms )0) ~Feomslys @, erMSrzSa)z)
=m| —Fghems @, +((rxerCMS +rerzCMS)a) ~ems! s, )J
( IsToms @y — r)SrzCMSwy+(rxerCMS+rySryCMS)w )k
Iishyems T sTooms ~Tems’ys ~Tems?ss o,
=m —TIsThyems I'sTvems T Vs oms ~THems?ss ,
~IsToms —Ishems Fshems T hhstyems )\ @

Note de cours rédigée par : Simon Vézina
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Pour simplifier I’écriture de notre matrice, nous allons introduire le calcul

s “Tems = Nshems T hshyems T s oms

a notre matrice ce qui va simplifier notre expression :

Is *Tems ~ Fstioms ~TemsTlys ~Tems?s o,
= Ly=m —Ishyems Is *Tems — IysTyems ~Fems?ss ,
~Istems —IsTcums Is " Tems ~ TasPaoms )\ @
Is " Foms 0 0 —Fslhems  “Themslys ~Fems?ss o,
= Ly=m 0 Is * Tems 0 +| —Ishiems  —Thshems  ~Homs!s ,
0 0 Is " Tems —Islems  —Tst.oms —Tis'oms o,
1 00 Isxems  Temstys Tems?ss o,
= Ly=m|F Teys|0 1 0|- I'styems  Fishyems  Fyems?es o,
0 0 1 st.ems  Fystaoms  TesTioms .
Fsxems  Temslys TomsTss o, 1 00
= Ly=m | Ts Tous I3 =| Iisyems Tsyoms Hows”s ||| @y (I;=10 1 0
I'st.oms  Ts':oms  Tszoms @, 0 0 1
Nemsss Nemstys Tems?ss o,
= Ly=m |7y -Toys 5 — Nemshs  Temshys Toms?ss o, (Réordonner, ligne-colonne)
Femsts  Taemslys  TemsTss .
erMS wx
= Ly=m|TFoys sl Nems |es Tys rzS) Q,
rzCMS a)z
1 00
— _ ~ -7\~ N
= L,=m (rCMS T Ly — ToysTs )a) ou I,=/0 1 O
0 0 1
_ B . ~ B 7
= Ly =Uyss @ ou U cums-s _m(rCMs’rs I = ToysTs )
Le terme

Ly =mrg X(&)X?CM/S): Ucpss @

correspond au moment cinétique de révolution du centre de masse calculé autour du point de référence

S selon Oxyz.

Note de cours rédigée par : Simon Vézina
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En remplagant L, L, et L, dans notre expression de L, nous obtenons I’équation générale suivante :

L =mFuy XV + I @+ m X (@XFrpys) .o
= M Ty X Vg +(Is +UCM/S—S)@

(cas général)

e Si la position du point de référence 7y est située a la position du centre de masse 7, tel que

7y =Ty » AlOTS Ty = Fopyeyg = 0 € qui nous permet de déduire que L, = m 7 X (@XFoys) = 0. De

plus, nous aurons I =1, ce qui réduit I’expression de L a I’équation suivante :

L=miy Xyt @ m0)

(cas de la rotation autour du centre de masse)

e Si v =0 et =0, alors L, =miyXxvs=0 et L, =mFx(@XFy,)=0. L expression du
moment d’inertie I/ passera a la définition I, car 7y =0 correspondra a I’origine de Oxyz. Ces
deux conditions réduit alors I’expression de L a I’équation

L=I®d m

(cas de la rotation pure du corps rigide)

Note de cours rédigée par : Simon Vézina Page 13



Le tenseur U

Dans la démonstration du moment cinétique, nous avons obtenu un nouveau tenseur

_ _ _ _ __T N
U cvis—s _U(rCM/S ,rS)—m (rCM/S T Ly = Toys Ts ) ou Iy =

S O =
S = O
- o O

I1 a été obtenu a I’aide de I’expression
mig X((DXFCM/S ) =Ucyss @ -

(On remarque I’ordre inversé des indices désignant 1’ordre de priorité du produit vectoriel.)

La dérivée de U5 par rapport au temps ¢ donnera 1’expression suivante :

dIJCM/S—S — m((

_ 4T -‘)I o T _T)
Vemss * s T Tems “ Vs )3 — VewrsTs Femss Vs

dt
Preuve :
dUcys s _ d = = 7 gT
T :a(m(rcws T Iy = TopysTs ))
dU cys s = = z T
= T:ma(’”cws'rs I3 — FopsTs )
dU cys s d d T
= Sawss O L) (s )
dr ds cmss s s dt CM/S'S
B _ B _T
dUyss drCM,S‘AI . .d(rSI3)_drCM/S*T_A drs
= =m Is L3 T Fomrs s ~Tows
dr dt dr dr dr
~ _ B _T
dU s s | dreys - I +7 drg I _drCM/S T - drg
— -m T Iy + Toyys - 5 Ig Temrs
dr dr dr d dr
dU cyys s = = 7 5 Vo T — T e
- Ta m(VCM/s T I3+ Towys *Vsls =VewsTs — TowsVs )
dU cyss = 7 oLF v Vo T — s B
- A - m((VCM/S T T Tews ’Vs)ls “VewssTs T TemsVs ) n
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L’énergie cinétique d’un corps rigide

L’énergie cinétique d’un corps rigide constitué de N particules est égal a la somme de tous les énergies

cinétiques des N particules positionnées par rapport a Oxyz selon I’expression

N 1 )
K= zampvp
-1

On peut toutefois comptabiliser I’énergie cinétique K du corps rigide a 1’aide des différents parametres
décrivant le corps rigide. Une expression générale peut étre simplifiée en fonction du choix du point de
référence S utilisé pour décrire le mouvement du corps rigide et du contexte du mouvement a décrire :

Point de référence S du
corps rigide immobile et
situé a I’origine de Oxyz
(rotation pure du corps rigide dont la
rotation du centre de masse autour de

Point de référence S du corps rigide
quelconque en mouvement selon Oxyz

(rotation du centre de masse autour du point de référence S en
mouvement selon O)

Point de référence S du
corps rigide situé sur le
centre de masse du corps
rigide selon Oxyz

(translation du centre de masse et

I’origine) rotation du corps rigide autour du centre
de masse)
Exemple : Exemple : Exemple :

Ouverture d’une porte en
rotation autour de la
charniére (la charniére est
la position du point de
référence S)

Mouvement d’un avant-bras en rotation autour
du coude ou celui-ci est en mouvement
(Ie coude est la position du point de
référence S)

Lancer un ballon en
I’air avec rotation.

(le centre du ballon
est la position du

point de référence S)

1 _ 1. _ 1 _ _
K = %(7) 1o K:Emvs'VCM+§w’(rCM/SXVs)+Ew'Isw K %m"cm2 % Aoy @
(7, =73=0) (cas générale) (Fy =Try)
Preuve :

Développons I’expression de I’énergie cinétique de nos N particules appartenant a notre systeéme du

(Commutativité du produit scalaire)

corps rigide :
N 1 )
K=Z—mpvp
p=12
1S —
= KZE :lmpvp vp = /Vp-vp)
1pN
= K:_va mpﬁp
23
1 N
= K=§Z(vs+a)><rp,s) m,yv, (v, =Vs+@XTF,5)
p=1
= K:%ﬁ:(ﬁs-mpvp)+%i(a)><r /s "M,V )
p=l P:I
1. & _
= KZES'Z SV, F Zm (a)Xr,S)vp
p=1 pl

Note de cours rédigée par : Simon Vézina
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En exploitant I’expression de la vitesse du centre de masse

1 N
Vem = Z my,

m5

nous pouvons continuer de simplifier notre expression :

K =15, (mva)+ L m (@xF, )0
2 S CM 2 p p/S P
p=1

= K=—mvs'\7CM+—imp(ﬁ)xfp/s)-\7p
lp;1

= K=—mvs'VCM+—ZmP\7P-(6T)XFp/S)

p=l

1 N
= K=—mvs'VCM+—Zmp(7)-(FP,SX\7p)
p=l

1< =
= KZEI’I’IVS'VCM+§(()‘Zlmp(?p/SXVP)
=
_ 1 & = G4 DXT
= K:Emvs-ch+Ea)'2mp(rplsx(vs+(0><7’,,/s))

p=l

1

N
(Remplacer mv,, = Zm WV,)
p=1

(Produit scalaire commutatif)

(¥, =V + @XF, )

X ~ 1 & _
= K=§mvs-\7CM+E .Zlmﬁ(rp/sxvs)"'_a)'zm!’(?P/Sxa)X?"’S)
=

p=l

2

- 1 _ (& 1< _ _ -
= Kzzmvs-vCM+—a)- E m,r, s ><vs+§ : E mp(rp,sxa)er,S)
p=l p=l

L 1SS - S
Avec larelation 7y, = —Zm ,T,s réécrite sous la forme mrq,s = z m,r,,s , NOUS pouvons

p=l
simplifier notre expression sous la forme

p=l

o o _ 1 & _ o
KZEmVS-VCM+§(0'(VCM/SXVS)"'E(O'Zmp(rp/sxwxrp/s) .

p=l

N
ey _ — — — _ — . oo N , . s 2 .
Avec L, = Z m,r,,s X (a)x s ) = [ @, nous pouvons simplifier a nouveau notre équation de 1’énergie
p=l

cinétique et obtenir 1’expression

I U .
Kzgmﬁs-VCM+§a)-(rCM,S><vS)+Ea)-ISa) mQ)

(cas général)
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Le terme
K = E MmVg - Vey

représente 1’énergie cinétique de translation de la combinaison point de référence S et centre de masse
du corps rigide de masse m.

Le terme
1

Em@' (?CM/S ><‘75)

représente 1’énergie cinétique de rotation du centre de masse autour du point de référence S. On
retrouve une référence a des metres dans 7, et Vs pour forme de terme d’inertie en [/]=kg-m? avec

la masse m et une référence a la vitesse angulaire dans v pour contribuer 2 @ pour obtenir des unités

de [a)2 ] =rad?/s® et ainsi former un terme d’énergie [K|= %(kg -m’ )(radzlsz)

Le terme

1,0

| =

représente 1’énergie cinétique de rotation de I’inertie du corps rigide (par I’expression du tenseur
d’inertie) autour du point de référence.

® Si la position du point de référence 7, est située a la position du centre de masse 7, tel que
Ig=Toy » alors Vg=v., =0 et 7oy =Tewem =0 ce qui nous permet de déduire que
1/2ma@- (Foyys X V) = 0. De plus, nous aurons I =1, ce qui réduit I’expression de K 2 1’équation

suivante :

1 > 1 _ _
K:EmvCM +§0)'ICMw H (3)

(cas de la rotation autour du centre de masse)

e Si 7=0 et =0, alors 1/2mvg Ve, =0 et 1/2m@-(Foyys X¥5)=0. L expression du moment
d’inertie I passera a la définition [/, car 7y =0 correspondra a I'origine de Oxyz. Ces deux
conditions réduit alors I’expression de K a 1’équation

=—@-I®o m )
2

(cas de la rotation pure du corps rigide)
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