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Chapitre 7.3  –          La théorie du corps rigide : 

                           Le tenseur d’inertie, le moment cinétique  

                                        et l’énergie cinétique 
 

La représentation matricielle du produit vectoriel  
 

Soit deux vecteurs a
v

 et b
v

, alors le produit vectoriel ba
vv

×  entre ces deux vecteurs peut être calculé par 
les différentes équations suivantes : 

Expression explicite ( ) ( ) ( )kbabajbabaibababa xyyxxzzxyzzy

vvvvv
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La matrice de rotation 
 
La matrice de rotation OS→R  permet d’effectuer la rotation 

d’un point ( )Sr
v

 autour d’un origine dans le référentiel 
( ) ( ) ( )SSSS zyx  pour le représenter en rotation autour d’un 

point ( )O
Sr
v

 dans un système de coordonnées xyzO .  

 
Puisque l’origine de ( ) ( ) ( )SSSS zyx  est situé à la coordonnée 

( )O
Sr
v

 selon xyzO , alors la position d’une particule ( )S
pr
v

 

exprimée dans ( ) ( ) ( )SSSS zyx   sera égale à  

( ) ( ) ( )S
OS

O
S

O
pp rRrr
vvv

→+=   

dans xyzO . Le calcul ( )S
OS prR
v

→  est équivalent au calcul 
( ) ( ) *SO

S/ qrqr pp

))))
=  réalisé à l’aide du quaternion q

)
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1 https://en.wikipedia.org/wiki/Skew-symmetric_matrix 
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Une matrice de rotation peut être construite de plusieurs façons en fonction de l’axe de rotation choisi 
pour tourner autour de la position Sr

v
 dans xyzO . Dans le cadre de ces notes de cours, nous utiliserons 

l’expression suivante pour définir une matrice de rotation tournant selon l’axe kujuiuu zyx

vvv
++=ˆ      

où 1222
=++ zyx uuu  : 

Version explicative ( ) ( ) ( )u
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u
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où uθ  : L’angle de rotation autour de l’axe û . 

uc  : Compression de l’expression ( )uuc θcos= . 

 us : Compression de l’expression ( )uus θsin=   . 

 

À partir d’un quaternion ( )
zyxw qqqqq ,,,=

)
 unitaire ( 12222

=+++ zyxw qqqq ), nous pouvons 

construire notre matrice de rotation de la façon suivante : 
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La matrice de rotation OS→R  possède plusieurs propriétés dues à sa structure et permet de transformer 

plusieurs mesures (vecteur et matrice) du référentiel ( ) ( ) ( )SSSS zyx  vers le référentiel xyzO  : 

Propriété2 Équation 

Relation inverse et transposé 1
OSOS

−

→→ = RR
T    et  SO

1
OS →

−

→ = RR  

Produit des matrices transposées3 3OSOSOSOS IRRRR
TT

== →→→→  

Transformation Règle de la transformation 
Transformation de la position d’une particule p  

dans S par rapport à son origine vers O par 
rapport à la position de référence S. 

( ) ( )S
OS

O
S/ pp rRr

vv
→=  

Transformation du moment d’inertie du corps 
rigide dans S par rapport à l’origine vers O par 

rapport à la position de référence S. 

( ) ( ) T
RIRI OS

S
OS

O
S →→=  

                                                 
2 https://en.wikipedia.org/wiki/Rotation_matrix 
3 La matrice 

3I  est la matrice identité de 3 lignes et 3 colonnes (à 9 paramètres). 
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Preuve : 

À partir de l’application de la matrice ( )O
SI  sur un vecteur ( )Oω

v
 tel que ( ) ( ) ( )OO

S
O ω

vv
IA = , transformons 

( )Oω
v

 dans S avec 1
OSSO

−

→→ = RR pour obtenir ( )O
SI  à partir de ( )SI  et de la transformation  OS→R  :  

Soit   ( )Oω
v

  ⇒  ( ) ( )SO1
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S
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IRRIR →

−
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→
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S
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S
OS ωω

vv
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−
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SI  : ( ) ( ) ( )OO
S

O ω
vv

IA = ) 

   ⇒  ( ) ( ) 1
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S
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O
S

−

→→
= RIRI  ■  (Éliminer terme ( )Oω

v
 de droite) 

 
Nous pouvons évaluer la dérivée de cette matrice de rotation OS→

R  par rapport au temps t grâce à 

l’expression suivante exploitant la représentation matricielle du produit vectoriel: 

OSOS
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d

d
→→

→ =×= RAR
t

R
ωω v

v
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(Structure du produit vectorielle exprimée avec la matrice antisymétrique A) 

Preuve : 

Débutons avec la définition de la position d’une particule dans le référentiel xyzO  à partir de la 

transformation de la position ( )S
pr  du référentiel ( ) ( ) ( )SSSS zyx  vers le référentiel xyzO , appliquons la 

dérivée par rapport au temps sur cette relation en exploitant la vitesse pSp rv
vvv

×= ωS : 
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vv
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/ d
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La dérivée du tenseur d’inertie par rapport au temps 
 
Dans le référentiel ( ) ( ) ( )SSSS zyx , le corps rigide est immobile. Ainsi, son moment d’inertie ( )SI  par 
rapport à l’origine de S est constant dans le temps. Cependant, la représentation du moment d’inertie 

( )O
SI   par rapport à ( )O

Sr
v

 dans O n’est pas constant, car le moment d’inertie dépend des distances entre 

les masses et l’axe de rotation. Puisque l’orientation de l’axe de rotation peut changer dans le temps, le 
moment d’inertie doit également changer dans le temps. Ainsi 

( )

0
d

d S

=
t

I
 mais 

( )

0
d

d O
S ≠
t

I
 sauf dans des cas particuliers. 

Si l’on désire obtenir la dérivée du tenseur d’inertie ( )O
SI  par rapport au temps dans O, nous aurons 

besoin du calcul suivant : 

Dans zyzO  Dans ( ) ( ) ( )SSSS zyx  

( )

( ) ( ) ( ) ( )TT
RIRRIR

t

I
OS

S
OSOS

S
OS

O
S

d

d
→→→→ ×+×= ωω

vv
 

( )

0
d

d S

=
t

I
 

 
Preuve : 

Débutons cette preuve avec l’expression de la transformation du tenseur d’inertie représenté dans le 
référentiel ( ) ( ) ( )SSSS zyx  vers le référentiel zyzO  tel que  

( ) ( ) T
RIRI OS

S
OS

O
S →→= . 

Par la suite, appliquons la dérivée par rapport au temps à cette équation pour exploiter la dérivée par 
rapport au temps de la matrice de rotation tel que 

OS
OS

d

d
→

→ ×= R
t

R
ω
v

  . 

Voici ce que nous obtiendrons : 

( ) ( ) T
RIRI OS

S
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O
S →→=      ( ( )O

SI  à partir de la transformation de OS →  ) 

⇒  
( )

( )( )T
RIR
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I
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S
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O
S

d

d

d

d
→→=     (Appliquer la dérivée dans le temps)   

⇒  
( )

( )
( )( )

t
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t

R

t

I
T

T

d

d

d

d

d
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S

OSOS
SOS

O
S →

→→

→ +=  (Dérivée en chaîne) 

⇒  
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t

R
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t
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I
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T

d
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d
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O
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→ +=  (Puisque 
( )

0
d
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=
t

I
, alors ( )SI  est une constante) 

⇒  
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R
IRRI

t

R

t

I


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



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
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
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Le tenseur d’inertie d’un corps rigide 
 
Le tenseur d’inertie est une structure mathématique permettant de décrire à quel point il sera difficile de 
faire tourner un corps rigide autour d’une axe de rotation û . Ce tenseur d’ordre 2 peut être également 
représenté sous la forme d’une matrice. Les éléments de la matrice dépendront des positions de toutes 
les particules qui composent le corps rigide par rapport à un point de référence donnée. Ainsi, un 
tenseur d’inertie décrit par rapport à l’origine du système d’axe xyzO  ne sera pas identique au tenseur 
d’inertie décrit par rapport au centre de masse selon le système d’axe xyzO . De plus, le tenseur 
d’inertie varie dans le temps, car il dépend de la rotation du corps rigide sauf s’il est décrit par rapport 
au système d’axe ( ) ( ) ( )SSSS zyx  où les particules qui constituent le corps rigide sont immobiles : 

référentiel et 
point de 
référence 

Tenseur d’inertie 

Mesure par 
rapport à 

l’origine selon 
le référentiel 

( ) ( ) ( )SSSS zyx  

(constant dans le 
temps, car le corps 
est immobile selon 

S) 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 















=
SSS

SSS

SSS

S

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

III

III

III

I  

( ) ( ) ( )( )∑
=

+=
N

p

zpyppxx rrmI
1

2S2SS  

( ) ( ) ( )( )∑
=

+=
N

p

zpxppyy rrmI
1

2S2SS  

( ) ( ) ( )( )∑
=

+=
N

p

ypxppzz rrmI
1

2S2SS  

( ) ( ) ( ) ( )∑
=

−==
N

p

ypxppyxxy rrmII
1

SSSS  

( ) ( ) ( ) ( )∑
=

−==
N

p

zpxppzxxz rrmII
1

SSSS  

( ) ( ) ( ) ( )∑
=

−==
N

p

zpyppzyyz rrmII
1

SSSS  

Mesure par 
rapport au point 

S  selon le 
référentiel 

xyzO  

(varie dans le 
temps, car il 

dépend de q
)

) 

( )

















==

SSS

SSS

SSS

S
O

S

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

III

III

III

II  

( )∑
=

+=
N

p

zpyppxx rrmI
1

2
S/

2
S/S

( )∑
=

+=
N

p

zpxppyy rrmI
1

2
S/

2
S/S

( )∑
=

+=
N

p

ypxppzz rrmI
1

2
S/

2
S/S

 

∑
=

−==
N

p

ypxppyxxy rrmII
1

S/S/SS  

∑
=

−==
N

p

zpxppzxxz rrmII
1

S/S/SS  

∑
=

−==
N

p

zpyppzyyz rrmII
1

S/S/SS  

avec    SS/ xxpxp rrr −=   ,  SS/ yypyp rrr −=   et SS/ zzpzp rrr −=  

Moment 
d’inertie SI  à 

partir de ( )SI  et 
de l’état de 
rotation q

)
 

Obtenir OS→R  de q
)

 et réaliser les produits de matrices 

( ) ( ) T
RIRI OS

S
OS

O
S →→=  

où  1
OSOS

−

→→ = RR
T  est la transposé de la matrice OS→R  ( ijji RR = ) 

Mesure par 
rapport à 

l’origine selon 
le référentiel 

xyzO . 

(varie dans le 
temps, car il 

dépend de q
)

) 

( )

















==

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

III

III

III

II
O  

( )∑
=

+=
N

p

zpyppxx rrmI
1

22  

( )∑
=

+=
N

p

zpxppyy rrmI
1

22  

( )∑
=

+=
N

p

ypxppzz rrmI
1

22  

∑
=

−==
N

p

ypxppyxxy rrmII
1

 

∑
=

−==
N

p

zpxppzxxz rrmII
1

 

∑
=

−==
N

p

zpyppzyyz rrmII
1
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Remarque :  

• Si le tenseur d’inertie est calculé dans ( ) ( ) ( )SSSS zyx  et que ( ) 0S
CM =r
v

, alors le tenseur d’inertie est 

déterminé par rapport au centre de masse du corps rigide dans S tel que ( ) ( )S
CM

S
II ≡ . Dans cette 

condition, le moment d’inertie sera également calculé par rapport au centre de masse dans O ce 
qui nous donnera 

( ) 0S
CM =r
v

 ⇒  ( ) ( ) T
RIRI OS

S
OS

O
CM →→=   où ( ) ( )O

CM
O

S II ≡  

 
• Si le tenseur d’inertie est calculé dans ( ) ( ) ( )SSSS zyx , mais que dans xyzO , nous avons ( ) 0O

S =r
v

, 

alors nous pourrons affirmer que ( ) ( )OO
S II ≡  et que la transformation donnera 

( ) 0O
S =r
v

 ⇒  ( ) ( ) T
RIRI OS

S
OS

O
→→=   où ( ) ( )OO

S II =  

 
Preuve : 

La structure mathématique du tenseur d’inertie sera introduite dans la preuve du moment cinétique L
v

 
et de l’énergie cinétique K . 
 

Le théorème des axes parallèles 
 
Dans un corps rigide, la position du centre de masse ( )O

CMr
v

 est une coordonnée très importante, car 

plusieurs calculs s’y rattachent. Exploiter le centre de masse comme point de référence S ( ( ) ( )O
S

O
CM rr

vv
= ) 

peut fortement simplifier l’ensemble des calculs.  
 
En ce qui concerne le tenseur d’inertie  ( )OI  par rapport au référentiel xyzO  ou bien ( )SI  par rapport au 

référentiel ( ) ( ) ( )SSSS zyx , il est possible de les déterminer à partir du tenseur d’inertie ( )O
CMI  ou ( )S

CMI  en 

utilisant le théorème des axes parallèles. Ce théorème permet en quelque sorte d’effectuer une 
translation de la position de l’axe de rotation du centre de masse vers une autre position : 
  

( )

( )
( )

( )















+−−−

−++−

−−++

=
2

CM
2

CMCMCMCMCMCMCMCM

CMCMCM
2

CM
2

CMCMCMCMCM

CMCMCMCMCMCM
2

CM
2

CMCM

yxzzzyzyzxzx

zyyzzxyyyxyx

zxxzyxxyzyxx

X

rrmIrrmIrrmI

rrmIrrmIrrmI

rrmIrrmIrrmI

I  

(Équation pour déterminer le tenseur d’inertie par rapport à l’origine à partir de ( )XI CM
) 

( )

( )
( )

( )















+−−−

−++−

−−++

=
2

CM/S
2

CM/SCMCM/SCM/SCMCM/SCM/SCM

CM/SCM/SCM
2

CM/S
2

CM/SCMCM/SCM/SCM

CM/SCM/SCMCM/SCM/SCM
2

CM/S
2

CM/SCM

S

yxzzzyzyzxzx

zyyzzxyyyxyx

zxxzyxxyzyxx

X

rrmIrrmIrrmI

rrmIrrmIrrmI

rrmIrrmIrrmI

I  

(Équation pour déterminer le tenseur d’inertie par rapport au point de référence S à partir de ( )XI CM
) 

 
où X représente le référentiel à partir duquel les mesures de ( )X

I CM  sont prises ainsi que les distances 

entre l’origine et ( )X
rCM

v
 pour évaluer ( )XI  ou bien les distance entre le points de référence ( )X

rS

v
 et ( )X

rCM

v
 

(pour former le terme ( )X
rCM/S

v
) pour  évaluer ( )X

IS . 
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Preuve : 

Évaluons la composante xxI  en exploitant la position de chaque particule contribuant au calcul du 

moment d’inertie par rapport au centre de masse ( )CMCMCMCM ,, zyx rrrr =
v

 : 

( )∑
=

+=
N

p

zpyppxx rrmI
1

22    

⇒  ( ) ( )( )∑
=

+++=
N

p

zpzypypxx rrrrmI
1

2
CM/CM

2
CM/CM  

⇒  ( )∑
=

+++++=
N

p

zpypzpzypyzypxx rrrrrrrrmI
1

2
CM/

2
CM/CM/CMCM/CM

2
CM

2
CM 22  

⇒  ( ) ( )∑∑∑∑
====

+++++=
N

p

zpzpp

N

p

zpzp

N

p

ypyp

N

p

zypxx rrmrrmrrmrrmI
1

2
CM/

2
CM/

1
CM/CM

1
CM/CM

1

2
CM

2
CM 22  

⇒  ( ) ( )∑∑∑∑
====

+++++=
N

p

zpzpp

N

p

zppz

N

p

yppy

N

p

pzyxx rrmrmrrmrmrrI
1

2
CM/

2
CM/

1
CM/CM

1
CM/CM

1

2
CM

2
CM 22  

⇒  ( ) CM
1

CM/CM
1

CM/CM
2

CM
2

CM 22 xx

N

p

zppz

N

p

yppyzyxx IrmrrmrrrmI ++++= ∑∑
==

 

  
Dans ce calcul, nous exploitons le centre de masse CMr

v
. Alors  

∑
=

=
N

p

pprm
m

r
1

S/CM/S

1 vv
 ce qui nous donne  0

1

1
CM/CM/CM == ∑

=

N

p

pprm
m

r
vv

  . 

 
Cette propriété du centre de masse nous permet alors d’affirmer que 

0
1

CM/ =∑
=

N

p

ypprm       et     0
1

CM/ =∑
=

N

p

zpprm  

ce qui nous donne le résultat 

( )2
CM

2
CMCM zyxxxx rrmII ++=   .  ■ (1) 

 
Pour les autres termes hors diagonal, nous avons le calcul suivant qui peut soutenir la démonstration : 

∑
=

−=
N

p

ypxppxy rrmI
1

  

⇒  ( )( )CM/CM
1

CM/CM ypy

N

p

xpxpxy rrrrmI ++−= ∑
=

 

⇒  ( )∑
=

+++−=
N

p

ypxpyxpypxyxpxy rrrrrrrrmI
1

CM/CM/CMCM/CM/CMCMCM  

⇒  ∑∑∑∑
====

−−−−=
N

p

ypxpp

N

p

xppy

N

p

yppx

N

p

pyxxy rrmrmrrmrmrrI
1

CM/CM/
1

CM/CM
1

CM/CM
1

CMCM  

⇒  ∑
=

−−=
N

p

ypxppyxxy rrmrrmI
1

CM/CM/CMCM  

⇒  CMCMCM yxxyxy rrmII −=  ■ (2) 
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Le moment cinétique d’un corps rigide 
 
Le moment cinétique d’un corps rigide constitué de N particules est égal à la somme de tous les 
moments cinétiques des N particules positionnées par rapport à xyzO  selon l’expression 

∑
=

×=
N

p

ppp vrmL
1

vvv
  . 

On peut toutefois comptabiliser le moment cinétique L
v

 du corps rigide à l’aide des différents 
paramètres décrivant le corps rigide. Une expression générale peut être simplifiée en fonction du choix 
du point de référence S utilisé pour décrire le mouvement du corps rigide et du contexte du mouvement 
à décrire : 

Point de référence S du corps 
rigide immobile et situé à 

l’origine de xyzO  
(rotation pure du corps rigide dont la 
rotation du centre de masse autour de 

l’origine) 

Point de référence S du corps rigide 
quelconque en mouvement selon xyzO  

(rotation du centre de masse autour du point de référence S en 
mouvement selon O) 

Point de référence S du 
corps rigide situé sur le 

centre de masse du corps 
rigide selon xyzO  

(translation du centre de masse et 
rotation du corps rigide autour du 

centre de masse) 

Exemple :  Exemple :  Exemple :  

Ouverture d’une porte  en 
rotation autour de la 

charnière (la charnière est la 
position du point de 

référence S) 

Mouvement d’un avant-bras en rotation 
autour du coude où celui-ci est en mouvement 

(le coude est la position du point de 
référence S) 

Lancer un ballon en 
l’air avec rotation. 

(le centre du ballon est la 
position du point de 

référence S) 

 
https://www.mesdepanneurs.fr/blog/ouvrez-

votre-porte-claqu%C3%A9e-vous-
m%C3%AAme-technique-de-la-radio 

 
https://encyclopediegolf.fr/analyse-du-swing-rory-mcilroy 

 
https://www.panier-basket.fr/panier-

basket-ballon-basket-2/ 

ω
vv

IL =  

( 0SS == vr
vv

) 

( )
( )ω

ωω
vvv

vvvvvvv

SSCMSSCM

SCMSSSCM

−
++×=

××++×=

UIvrm

rrmIvrmL
 

avec 

( )T
rrIrrmU SSCM3SSCMSSCM

vvvv
−⋅=

−
 

et   
















=

100

010

001

3I  

(cas général) 

ω
vvvv

CMCMCM IvrmL +×=  

( CMS rr
vv

= ) 
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Preuve : 

∑
=

×=
N

p

ppp vrmL
1

vvv
 

⇒  ( ) ( )∑
=

×+×+=
N

p

ppp rvrrmL
1

SSSS

vvvvvv
ω  

⇒  ( ) ( )( )∑
=

××+×+××+×=
N

p

pppppppp rrmvrmrrmvrmL
1

SSSSSSSS

vvvvvvvvvvv
ωω  

⇒  ( ) ( )∑∑∑∑
====

××+×+××+×=
N

p

ppp

N

p

pp

N

p

pp

N

p

p rrmvrmrrmvrmL
1

SS
1

SS
1

SS
1

SS

vvvvvvvvvvv
ωω  

⇒  ( )∑∑∑∑
====

××+×









+









××+×=

N

p

ppp

N

p

pp

N

p

pp

N

p

p rrmvrmrmrmvrL
1

SSS
1

S
1

SS
1

SS

vvvvvvvvvvv
ωω  

⇒  ( ) ( )∑∑∑
===

××+×









+









××+×=

N

p

ppp

N

p

pp

N

p

pp rrmvrmrmrmvrL
1

SSS
1

S
1

SSSS

vvvvvvvvvvv
ωω  

⇒  ( )∑∑∑
===

××+×









+









××+×=

N

p

ppp

N

p

pp

N

p

pp rrmvrm
m

m
rm

m

m
rvrmL

1
SSS

1
S

1
SSSS

vvvvvvvvvvv
ωω  

⇒  ( )∑∑∑
===

××+×









+









××+×=

N

p

ppp

N

p

pp

N

p

pp rrmvrm
m

mrm
m

rmvrmL
1

SSS
1

S
1

SSSS

11 vvvvvvvvvvv
ωω  

⇒  ( )( ) ( ) ( )∑
=

××+×+××+×=
N

p

ppp rrmvrmrrmvrmL
1

SSSSCMSCMSSS

vvvvvvvvvvv
ωω  

⇒  ( )( ) ( ) ( )∑
=

××+×−+−××+×=
N

p

ppp rrmvrrmrrrmvrmL
1

SSSSCMSCMSSS

vvvvvvvvvvvvv
ωω  

⇒  ( ) ( ) ( )∑
=

××+×−×+××−××+×=
N

p

ppp rrmvrmvrmrrmrrmvrmL
1

SSSSSCMSSCMSSS

vvvvvvvvvvvvvvvv
ωωω  

⇒  ( ) ( ) ( )∑
=

××+×+××−××=
N

p

ppp rrmvrmrrmrrmL
1

SSSCMSSCMS

vvvvvvvvvvvv
ωωω   (Retirer ter. SS vrm

vv
× ) 

⇒  ( ) ( ) ( )SSCMS
1

SSSCM rrmrrmrrmvrmL
N

p

ppp

vvvvvvvvvvvv
××−××+××+×= ∑

=

ωωω   (Réorganisation) 

⇒  ( ) ( )( ) ( )SSSCMS
1

SSSCM rrmrrrmrrmvrmL S

N

p

ppp

vvvvvvvvvvvvv
××−+××+××+×= ∑

=

ωωω  

⇒  ( ) ( ) ( ) ( )SSSCMSS
1

SSSCM rrmrrmrrmrrmvrmL S

N

p

ppp

vvvvvvvvvvvvvvv
××−××+××+××+×= ∑

=

ωωωω  

⇒  ( ) ( )SCMS
1

SSSCM rrmrrmvrmL
N

p

ppp

vvvvvvvvv
××+××+×= ∑

=

ωω  
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Nous pouvons interpréter le 1er terme de L
v

 que l’on identifiera 1L
v

 tel que 

SCM1 vrmL
vvv

×=  

comme étant le moment cinétique de la masse totale du corps rigide autour du centre de masse du corps 
rigide selon xyzO . 
 
Nous allons maintenant développer le 2e terme de L

v
 que l’on identifiera comme 2L

v
 : 

( )∑
=

××=
N

p

ppp rrmL
1

SS2

vvvv
ω  

⇒  ( ) ( )( )∑
=

⋅−⋅=
N

p

ppppp rrrrmL
1

SSSS2 ωω
vvvvvvv

    ( ) ( ) ( )BAAAABABA
vvvvvvvvv

⋅−⋅=××  

⇒  ( ) ( )( )∑
=

++−++=
N

p

pzzpyypxxpzpypxpp rrrrrrrmL
1

SSSS
2

S
2

S
2

S2

vvv
ωωωω  

⇒  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
∑

=


















++−+++

++−+++

++−++

=
N

p

zpzzpyypxxpzzpypxp

ypzzpyypxxpyzpypxp

xpzzpyypxxpxzpypxp

p

krrrrkrrr

jrrrrjrrr

irrrrirrr

mL
1

SSSS
2

S
2

S
2

S

SSSS
2

S
2

S
2

S

SSSS
2

S
2

S
2

S

2
vv

vv

vv

v

ωωωω

ωωωω

ωωωω

 

⇒  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

∑
=



















++−+++

++−+++

++−++

=
N

p

zzpyzpypxzpxpzzpypxp

zzpypyypxypxpyzpypxp

zzpxpyypxpxxpxzpypxp

p

krrrrrkrrr

jrrrrrjrrr

irrrrrirrr

mL
1

2
SSSSS

2
S

2
S

2
S

SS
2

SSS
2

S
2

S
2

S

SSSS
2

S
2

S
2

S
2

S

2
vv

v

vv

v

ωωωω

ωωωω

ωωωω

 (Distribuer) 

⇒  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
∑

=


















+−++

+−++

+−+

=
N

p

yzpypxzpxpzypxp

zzpypxypxpyzpxp

zzpxpyypxpxzpyp

p

krrrrkrr

jrrrrjrr

irrrrirr

mL
1

SSSS
2

S
2

S

SSSS
2

S
2

S

SSSS
2

S
2

S

2
vv

v

vv

v

ωωω

ωωω

ωωω

   (Simplifier terme) 

⇒  

( )( )
( )( )
( )( )

∑
=



















−−++

−−++

−−+

=
N

p

yzpypxzpxpzypxp

zzpypxypxpyzpxp

zzpxpyypxpxzpyp

p

krrrrrr

jrrrrrr

irrrrrr

mL
1

SSSS
2

S
2

S

SSSS
2

S
2

S

SSSS
2

S
2

S

2
v

v

v

v

ωωω

ωωω

ωωω

   (Factoriser) 

⇒  

( )( )
( )( )

( )( )
∑

=


















++−−

−++−

−−+

=
N

p

zypxpyzpypxzpxp

zzpypyzpxpxypxp

zzpxpyypxpxzpyp

p

krrrrrr

jrrrrrr

irrrrrr

mL
1

2
S

2
SSSSS

SS
2

S
2

SSS

SSSS
2

S
2

S

2
v

v

v

v

ωωω

ωωω

ωωω

   (Réorganisation) 

⇒  
































+−−

−+−

−−+

=∑
=

z

y

xN

p

ypxpzpypzpxp

zzpypzpxpxypxp

zpxpypxpzpyp

p

rrrrrr

rrrrrr

rrrrrr

mL

ω

ω

ω

ωω
1 2

S
2

SSSSS

SS
2

S
2

SSS

SSSS
2

S
2

S

2

v
   (Calcul en matrice) 
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⇒  
















































+−−

−+−

−−+

= ∑
=

z

y

xN

p

ypxpzpypzpxp

zzpypzpxpxypxp

zpxpypxpzpyp

p

rrrrrr

rrrrrr

rrrrrr

mL

ω

ω

ω

ωω
1 2

S
2

SSSSS

SS
2

S
2

SSS

SSSS
2

S
2

S

2

v
   (Isoler constante ω

v
) 

⇒  ω
vv

S2 IL =  où ∑
= 
















+−−

−+−

−−+

=
N

p

ypxpzpypzpxp

zzpypzpxpxypxp

zpxpypxpzpyp

p

rrrrrr

rrrrrr

rrrrrr

mI
1 2

S
2

SSSSS

SS
2

S
2

SSS

SSSS
2

S
2

S

S ωω  

 
Le terme 

( ) ωω
vvvvv

S
1

S/S/2 IrrmL
N

p

ppp =××=∑
=

 

représente le moment cinétique de rotation du corps rigide autour de l’axe S selon xyzO . 
  
Nous allons maintenant développer le 3e terme en sommation que l’on identifiera comme 3L

v
 : 

( )SCMS3 rrmL
vvvv

××= ω  

⇒  ( ) ( )( )ωω
vvvvvvv

⋅−⋅= SSCMSCMS3 rrrrmL     ( ) ( ) ( )BACCABCBA
vvvvvvvvv

⋅−⋅=××  

⇒  ( ) ( )( )zzyyxxzzyyxx rrrrrrrrrrmL ωωωω SSSSCMSCMSSCMSSCMS3 ++−++=
vvv

 

⇒  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) 

















++−++

++−++

++−++

=

krrrrkrrrrrr

jrrrrjrrrrrr

irrrrirrrrrr

mL

zzzyyxxzzzyyxx

yzzyyxxyzzyyxx

xzzyyxxxzzyyxx

vv

vv

vv

v

SCMSSSSCMSSCMSSCMS

SCMSSSSCMSSCMSSCMS

SCMSSSSCMSSCMSSCMS

3

ωωωω

ωωωω

ωωωω

 

⇒  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) 

















+−+

+−+

+−+

=

krrrkrrrr

jrrrjrrrr

irrrirrrr

mL

zyyxxzyyxx

yzzxxyzzxx

xzzyyxzzyy

vv

vv

vv

v

SCMSSSCMSSCMS

SCMSSSCMSSCMS

SCMSSSCMSSCMS

3

ωωω

ωωω

ωωω

 

⇒  

( )( )

( )( )

( )( ) 

















−−+

−−+

−−+

=

krrrrrrrr

jrrrrrrrr

irrrrrrrr

mL

yzyxzxzyyxx

zzyxyxyzzxx

zzxyyxxzzyy

v

v

v

v

ωωω

ωωω

ωωω

SCMSSCMSSCMSSCMS

SSCMSCMSSCMSSCMS

SSCMSSCMSCMSSCMS

3  

⇒  

( )( )

( )( )

( )( ) 

















++−−

−++−

−−+

=

krrrrrrrr

jrrrrrrrr

irrrrrrrr

mL

zyyxxyzyxzx

zzyyzzxxxyx

zzxyyxxzzyy

v

v

v

v

ωωω

ωωω

ωωω

SCMSSCMSSCMSSCMS

SSCMSCMSSCMSSCMS

SSCMSSCMSCMSSCMS

3   (Réorganiser) 

⇒  
































+−−

−+−

−−+

=

z

y

x

yyxxzyzx

zyzzxxyx

zxyxzzyy

rrrrrrrr

rrrrrrrr

rrrrrrrr

mL

ω

ω

ω

SCMSSCMSSCMSSCMS

SSCMSCMSSCMSSCMS

SSCMSSCMSCMSSCMS

3

v
 (En matrice) 
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Pour simplifier l’écriture de notre matrice, nous allons introduire le calcul  

SCMSSCMSSCMSSCMS zzyyxx rrrrrrrr ++=⋅
vv

 

à notre matrice ce qui va simplifier notre expression : 

⇒  
































−⋅−−

−−⋅−

−−−⋅

=

z

y

x

zzzyzx

zyyyyx

zxyxxx

rrrrrrrr

rrrrrrrr

rrrrrrrr

mL

ω

ω

ω

SCMSSCMSSCMSSCMS

SSCMSCMSSCMSSCMS

SSCMSSCMSCMSSCMS

3
vv

vv

vv

v
 

⇒  
















































−−−

−−−

−−−

+
















⋅

⋅

⋅

=

z

y

x

zzzyzx

zyyyyx

zxyxxx

rrrrrr

rrrrrr

rrrrrr

rr

rr

rr

mL

ω

ω

ω

SCMSSCMSSCMS

SSCMSCMSSCMS

SSCMSSCMSCMS

SCMS

SCMS

SCMS

3

00

00

00

vv

vv

vv

v
 

⇒  
















































−

















⋅=

z

y

x

zzzyzx

zyyyyx

zxyxxx

rrrrrr

rrrrrr

rrrrrr

rrmL

ω

ω

ω

SCMSSCMSSCMS

SSCMSCMSSCMS

SSCMSSCMSCMS

SCMS3

100

010

001
vvv

 

⇒  
















































−⋅=

z

y

x

zzzyzx

zyyyyx

zxyxxx

rrrrrr

rrrrrr

rrrrrr

IrrmL

ω

ω

ω

SCMSSCMSSCMS

SSCMSCMSSCMS

SSCMSSCMSCMS

3SCMS3

vvv
   (

















=

100

010

001

3I ) 

⇒  
















































−⋅=

z

y

x

zzyzxz

zyyyxy

zxyxxx

rrrrrr

rrrrrr

rrrrrr

IrrmL

ω

ω

ω

SSCMSSCMSSCM

SSCMSSCMSSCM

SSCMSSCMSSCM

3SCMS3

vvv
   (Réordonner, ligne-colonne) 

⇒  ( )
















































−⋅=

z

y

x

zyx

z

y

x

rrr

r

r

r

IrrmL

ω

ω

ω

SSS

SCM

SCM

SCM

3SSCM3

vvv
 

⇒  ( )ωvvvvvv
T

rrIrrmL SSCM3SSCM3 −⋅=  où 
















=

100

010

001

3I  

⇒  ω
vv

SSCM3 −= UL     où ( )T
rrIrrmU SSCM3SSCMSSCM

vvvv
−⋅=−  

 
Le terme 

( ) ωω
vvvvv

SCM/SCM/SS3 −=××= UrrmL    

correspond au moment cinétique de révolution du centre de masse calculé autour du point de référence 
S selon xyzO . 
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En remplaçant 1L
v

,  2L
v

 et  3L
v

 dans notre expression de L
v

, nous obtenons l’équation générale suivante : 

( )

( )ω

ωω
vvv

vvvvvvv

SCM/SSSCM

CM/SSSSCM

−++×=

××++×=

UIvrm

rrmIvrmL
    ■ (2) 

(cas général) 
 

• Si la position du point de référence Sr
v

 est située à la position du centre de masse CMr
v

 tel que 

CMS rr
vv

=  , alors 0CM/CMCM/S == rr
vv

 ce qui nous permet de déduire que ( ) 0CM/SS3 =××= rrmL
vvvv

ω . De 

plus, nous aurons CMS II ≡  ce qui réduit l’expression de L
v

 à l’équation suivante : 

ω
vvv

CMCMCM IvrmL +×=    ■ (3) 

(cas de la rotation autour du centre de masse) 

 
• Si 0S =v

v
 et 0S =r

v
, alors 0SCM1 =×= vrmL

vvv
  et  ( ) 0CM/SS3 =××= rrmL

vvvv
ω . L’expression du 

moment d’inertie SI  passera à la définition I , car 0S =r
v

 correspondra à l’origine de xyzO . Ces 

deux conditions réduit alors l’expression de L
v

 à l’équation 

ω
vv

IL =   ■  (1) 

(cas de la rotation pure du corps rigide) 
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Le tenseur U 
 
Dans la démonstration du moment cinétique, nous avons obtenu un nouveau tenseur  

( ) ( )T
rrIrrmrrUU SCM/S3SCM/SSCM/SSCM/S ,
vvvvvv

−⋅==−    où 
















=

100

010

001

3I   . 

Il a été obtenu à l’aide de l’expression 

( ) ωω
vvvv

SCM/SCM/SS −=×× Urrm   . 

(On remarque l’ordre inversé des indices désignant l’ordre de priorité du produit vectoriel.) 

 

La dérivée de SCM/S−U  par rapport au temps t donnera l’expression suivante : 

( )( )TT
vrrvIvrrvm

t

U
SCM/SSCM/S3SCM/SSCM/S

SCM/S

d

d vvvvvvvv
−−⋅+⋅=−  

 
Preuve : 

( )( )T
rrIrrm

tt

U
SCM/S3SCM/S

SCM/S

d

d

d

d vvvv
−⋅=−  

⇒  ( )T
rrIrr

t
m

t

U
SCM/S3SCM/S

SCM/S

d

d

d

d vvvv
−⋅=−  

⇒  ( ) ( )







−⋅=− T

rr
t

Irr
t

m
t

U
SCM/S3SCM/S

SCM/S

d

d

d

d

d

d vvvv
 

⇒  
( )














−−⋅+⋅=−

t

r
rr

t

r

t

Ir
rIr

t

r
m

t

U
T

T

d

d

d

d

d

 d

d

d

d

d S
CM/SS

CM/S3S
CM/S3S

CM/SSCM/S

v
vv

vv
vv

v

 

⇒  












−−⋅+⋅=−

t

r
rr

t

r
I

t

r
rIr

t

r
m

t

U
T

T

d

d

d

d

d

 d

d

d

d

d S
CM/SS

CM/S
3

S
CM/S3S

CM/SSCM/S

v
vv

vv
vv

v

 

⇒  ( )TT
vrrvIvrIrvm

t

U
SCM/SSCM/S3SCM/S3SCM/S

SCM/S

d

d vvvvvvvv
−−⋅+⋅=−  

⇒  ( )( )TT
vrrvIvrrvm

t

U
SCM/SSCM/S3SCM/SSCM/S

SCM/S

d

d vvvvvvvv
−−⋅+⋅=−  ■ 
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L’énergie cinétique d’un corps rigide  
 
L’énergie cinétique d’un corps rigide constitué de N particules est égal à la somme de tous les énergies 
cinétiques des N particules positionnées par rapport à xyzO  selon l’expression 

∑
=

=
N

p

ppvmK
1

2

2

1
  . 

On peut toutefois comptabiliser l’énergie cinétique K  du corps rigide à l’aide des différents paramètres 
décrivant le corps rigide. Une expression générale peut être simplifiée en fonction du choix du point de 
référence S utilisé pour décrire le mouvement du corps rigide et du contexte du mouvement à décrire : 

Point de référence S du 
corps rigide immobile et 
situé à l’origine de xyzO  
(rotation pure du corps rigide dont la 
rotation du centre de masse autour de 

l’origine) 

Point de référence S du corps rigide 
quelconque en mouvement selon xyzO  

(rotation du centre de masse autour du point de référence S en 
mouvement selon O) 

Point de référence S du 
corps rigide situé sur le 

centre de masse du corps 
rigide selon xyzO  

(translation du centre de masse et 
rotation du corps rigide autour du centre 

de masse) 

Exemple :  Exemple :  Exemple :  

Ouverture d’une porte  en 
rotation autour de la 

charnière (la charnière est 
la position du point de 

référence S) 

Mouvement d’un avant-bras en rotation autour 
du coude où celui-ci est en mouvement 

(le coude est la position du point de 
référence S) 

Lancer un ballon en 
l’air avec rotation. 
(le centre du ballon 
est la position du 

point de référence S) 

ωω
vv

IK ⋅=
2

1
 

( 0SS == vr
vv

) 

( ) ωωω
vvvvvvv

SSCM/SCMS 2

1

2

1

2

1
IvrvvmK ⋅+×⋅+⋅=  

(cas générale) 

ωω
vv

CM
2

CM 2

1

2

1
IvmK ⋅+=  

( CMS rr
vv

= ) 

 
Preuve : 

Développons l’expression de l’énergie cinétique de nos N particules appartenant à notre système du 
corps rigide : 

∑
=

=
N

p

ppvmK
1

2

2

1
 

⇒  ∑
=

⋅=
N

p

ppp vvmK
12

1 vv
     ( ppp vvv

vv
⋅=

2 ) 

⇒  ∑
=

⋅=
N

p

ppp vmvK
12

1 vv
     (Commutativité du produit scalaire) 

⇒  ( )∑
=

⋅×+=
N

p

ppp vmrvK
1

S/S2

1 vvvv
ω    ( S/S pp rvv

vvvv
×+= ω ) 

⇒  ( ) ( )∑∑
==

⋅×+⋅=
N

p

ppp

N

p

pp vmrvmvK
1

S/
1

S 2

1

2

1 vvvvv
ω    

⇒  ( )∑∑
==

⋅×+⋅=
N

p

ppp

N

p

pp vrmvmvK
1

S/
1

S 2

1

2

1 vvvvv
ω   



Note de cours rédigée par : Simon Vézina  Page 16 

En exploitant l’expression de la vitesse du centre de masse 

∑
=

=
N

p

ppvm
m

v
1

CM

1 vv
  , 

nous pouvons continuer de simplifier notre expression : 

 ( ) ( )∑
=

⋅×+⋅=
N

p

ppp vrmvmvK
1

S/CMS 2

1

2

1 vvvvv
ω    (Remplacer  ∑

=

=
N

p

ppvmvm
1

CM

vv
) 

⇒  ( )∑
=

⋅×+⋅=
N

p

ppp vrmvvmK
1

S/CMS 2

1

2

1 vvvvv
ω     

⇒  ( )∑
=

×⋅+⋅=
N

p

ppp rvmvvmK
1

S/CMS 2

1

2

1 vvvvv
ω    (Produit scalaire commutatif) 

⇒  ( )∑
=

×⋅+⋅=
N

p

ppp vrmvvmK
1

S/CMS 2

1

2

1 vvvvv
ω    ( ( ) ( )ACBCBA

vvvvvv
×⋅=×⋅ ) 

⇒  ( )∑
=

×⋅+⋅=
N

p

ppp vrmvvmK
1

S/CMS 2

1

2

1 vvvvv
ω  

⇒  ( )( )∑
=

×+×⋅+⋅=
N

p

ppp rvrmvvmK
1

S/SS/CMS 2

1

2

1 vvvvvvv
ωω   ( S/S pp rvv

vvvv
×+= ω ) 

⇒  ( ) ( )∑∑
==

××⋅+×⋅+⋅=
N

p

ppp

N

p

pp rrmvrmvvmK
1

S/S/
1

SS/CMS 2

1

2

1

2

1 vvvvvvvvv
ωωω  

⇒  ( )∑∑
==

××⋅+×









⋅+⋅=

N

p

ppp

N

p

pp rrmvrmvvmK
1

S/S/S
1

S/CMS 2

1

2

1

2

1 vvvvvvvvv
ωωω  

 

Avec la relation  ∑
=

=
N

p

pp rm
m

r
1

S/CM/S

1 vv
 réécrite sous la forme ∑

=

=
N

p

pp rmrm
1

S/CM/S

vv
, nous pouvons 

simplifier notre expression sous la forme  

( ) ( )∑
=

××⋅+×⋅+⋅=
N

p

ppp rrmvrvvmK
1

S/S/SCM/SCMS 2

1

2

1

2

1 vvvvvvvvv
ωωω   . 

 

Avec ( ) ωω
vvvvv

S
1

S/S/2 IrrmL
N

p

ppp =××=∑
=

, nous pouvons simplifier à nouveau notre équation de l’énergie 

cinétique et obtenir l’expression  

( ) ωωω
vvvvvvv

SSCM/SCMS 2

1

2

1

2

1
IvrvvmK ⋅+×⋅+⋅=   ■ (2) 

(cas général) 
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Le terme  

CMS2

1
vvmK
vv

⋅=  

représente l’énergie cinétique de translation de la combinaison point de référence S et centre de masse 
du corps rigide de masse m. 
 

Le terme 

( )SCM/S2

1
vrm
vvv

×⋅ω  

représente l’énergie cinétique de rotation du centre de masse autour du point de référence S. On 
retrouve une référence à des mètres dans CM/Sr

v
 et Sv

v
 pour forme de terme d’inertie en [ ] 2mkg ⋅=I  avec 

la masse m et une référence à la vitesse angulaire dans Sv
v

 pour contribuer à ω
v

 pour obtenir des unités 

de [ ] 222 /srad=ω  et ainsi former un terme d’énergie [ ] ( )( )222 /sradmkg
2

1
⋅=K  

 

Le terme 

ωω
vv

S2

1
I⋅  

représente l’énergie cinétique de rotation de l’inertie du corps rigide (par l’expression du tenseur 
d’inertie) autour du point de référence. 
 
• Si la position du point de référence Sr

v
 est située à la position du centre de masse CMr

v
 tel que  

CMS rr
vv

=  , alors 0CMS == vv
vv

 et 0CM/CMCM/S == rr
vv

 ce qui nous permet de déduire que 

( ) 02/1 SCM/S =×⋅ vrm
vvv

ω . De plus, nous aurons CMS II ≡  ce qui réduit l’expression de K  à l’équation 

suivante : 

ωω
vv

CM
2

CM 2

1

2

1
IvmK ⋅+=    ■ (3) 

(cas de la rotation autour du centre de masse) 

 
• Si 0S =r

v
 et 0S =v

v
, alors 02/1 CMS =⋅ vvm

vv
  et  ( ) 02/1 SCM/S =×⋅ vrm

vvv
ω . L’expression du moment 

d’inertie SI  passera à la définition I , car 0S =r
v

 correspondra à l’origine de xyzO . Ces deux 

conditions réduit alors l’expression de K  à l’équation 

ωω
vv

IK ⋅=
2

1
  ■  (1) 

(cas de la rotation pure du corps rigide) 


