Chapitre 1.1 — La physique Propriété de 1a matiere et parameétre physique
Pour étudier la physique, il faut identifier des propriétés a la matieére et
des parametres physiques pour la décrire. En mécanique classique,
nous pouvons décrire la matiere de facon générale contrairement a la
mécanique quantique ou la matiere est constituée d’atomes
dénombrables. Les propriétés de la matiere permettent de décrire la
matiere elle-méme et les parametres physiques permettent de décrire
I’évolution de la matiere dans son environnement.

La physique
La physique peut se définir de la fagon suivante :

La physique est la science qui étudie les lois
fondamentales régissant I’interaction de la
matiére dans ’espace et dans le temps.

sciences.com/sciences/definit
ions/chimie-atome-1990/

Cette science aura donc pour but de construire des théories
permettant de décrire la nature'. Pour ce faire, il suffit
d’identifier des causes et de prédire leurs conséquences. Si une

Voici les deux propriétés de la matiere les plus connues :

expérience permet de faire la démonstration de la relation - Caractéristique Unité Théorie utilisée Application Exemple
\ 2 . A~ 2 N a4 S: . -
cause 2 effet, 1a théorie peut étre acceptée et étre utilisée pour htps://www.futura- ) de la matiere physique
effectuer des pré m sciences.com/sciences/definitions/mathematiques- Force Des masses Un objet tombe
. ation- Masse ramme .. L.
equation-375/ g (&) gravitationnelle s’attirent sur le sol.
. Des charges
Les branches de la phySIque Charge coulomb (C) Electromagnétisme s’attirent ou se ;cht?;l(]rsgt
La physique est une science qui a évoluée de 500 av. J.-C. jusqu’a présent. Elle s’est principalement repousse
intéressée au mouvement de la matiere et aux motifs de son mouvement : la force. Voici quelques - | . - - . .
o P N <ss - J Voici les deux parametres physiques associées aux théories physiques de base :
exemples de théories élaborées jusqu’a présent a 1’aide des lois fondamentales découvertes :
Parametre nité R e TR oo
L. o 3 U q Théorie utilisée Application Exemple
« Théories de base » « Modélisation d’un corps » physique physique
e N e Evaluer des Distance
Position linéaire metre (m) Toutes les théories . )
[ Cinématique ]_.[ Dynamique ] distances. Montréal/Hull
‘Mécani — - —> Gt .. . . PR : i
v de I:iaa:rlt‘il::le d:\gcx:;lg;?de ﬁiﬁ‘l&i‘ﬁi Position rotative radian (rad) | Toutes les théories Evalyer des Rotation de la
- rotations. Terre.
\ / Evaluer des Temps du
- e (oo Temps seconde (s) | Toutes les théories | intervalles de voyage entre
des fluides e temps. Montréal/Hull

« Lois fondamentales » « Théories avancées » Préfixe métrique

Pour faciliter les calculs en physique, on utilise des préfixes métriques qui représentent des puissances
de 10. Ces préfixes ne sont pas des unités, mais des valeurs numériques :

o
@ £ Préfixes métriques Prononciation Puissance de 10 Exemple
n nano 1x10” 1 nC=1x10"C
.‘. @ 0 micro 1x10°° 5 uC=5x10"°C
m mili 1x107° 32 mm=32x10"m
c centi 1x10~° 4 cm=4x10"m
Physique des Physique des d déci 1x107" 3,7 dm=3,7x10"'m

particules plasmas

M méga 1x10° 166 MHz =166x10°Hz

G 1 9 — 9
! Le terme « physique » vient du grec signifiant « nature ». giga 1x10 2 GHz =2x10 Hz
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o
Matidres Physique Ix10" =1
condensées nucléaire k kilo 1x103

3 kg =3x10°g
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Les grandeurs de la physique en mécanique

Les lois physiques et les grandeurs physiques qui en
découlent sont construites a  partir  des
caractéristiques de la matiere, des parametres
physiques ainsi que des préfixes métriques. A I’aide
d’une formule mathématique, on peut regrouper
plusieurs concepts afin de réaliser une prédiction ou

une COnSéunIlCEA

Dans le cours de mécanique, vous serez invités a https://statbel.fgov.be/fr/themes/energie
étudier les différentes grandeurs physiques’ L’¢énergie est une grandeur physique qui permet
. . de comparer plein de systéme entre eux.

suivantes :
e Lavitesse Vv en metre par seconde : e Lapression P en pascal :
_1_m kg
l="> [Pl=pa=—
s s'm
e L’accélération aen métre par seconde ® Le débit D en metre cube par seconde :
carrée : 3
m
1 m [p]=—
la]= = s
e Lavitesse angulaire @ en radian par

e Laforce F en newton :

[Fl=x-

seconde :

kg-m
; [0]= "
S

e Le champ gravitationnel g en newton par N . .
P& 8 p e [’accélération angulaire & en radian par

kilogramme : seconde carrée :
N m
gl=—=— rad
[g ] ke §? [(X] = ST
e L’énergie Een joule: Le moment de force® 7 en newton-métre :
kg-m? ke -m?
AEEL S ==
e Lapuissance P enwart : Le moment d’inertie I en kilogramme
kg-m? metre carré :

[Pl=W = >

e Laquantité de mouvement p en
kilogramme métre par seconde :
_1_kg-m
[p]=-%

[[]=kg-m?
Le moment cinétique L en kilogramme

metre carré par seconde :

= _kg~m2
- e

% Les grandeurs physiques avec une « fleche » seront des concepts vectoriels et celles sans fleche seront des concepts

scalaires.

* Bien que le moment de force posseéde les mémes unités que I’énergie, ces deux concepts sont totalement différent car le

premier est vectoriel et le second est scalaire.
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Chapitre 1.2 — La vitesse moyenne et la
vitesse scalaire moyenne
La position

La position est une mesure permettant de localiser un objet dans 1’espace.
On utilise un systeme d’axe afin de gradué notre mesure.

Notation mathématique : position= x

Unité (métre) : [x]=m =
Un arbre préserve toujours sa
position sauf s’il est transplanté.
Exemple :

x, =6 m

024 6 81012 x(m)

Le temps

Le temps est une mesure permettant d’ordonner une séquence
d’événements non simultanés.

Notation mathématique : temps =t
Unité (seconde) : [t] =s

On utilise I’horloge pour
mesurer le temps.

La distance

La distance (ou longueur) est une variation de position entre deux objets.
Les deux positions doivent étre simultanées.

Notation mathématique : d =x, —x,

Unité (métre): [d]=m
On utilise le ruban a mesurer pour
évaluer des longueurs.
Exemple :

d=x,-x, =(10)-(2)=8 m

0 24 6 81012 =x(m)
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La vitesse moyenne

La vitesse moyenne correspond a un taux moyen de déplacement
effectué¢ sur un intervalle de temps. La vitesse est 1’agent qui fait
varier la position dans le temps.

. , . _ Ax
Notation mathématique : v, = —
At

Unité (métre par seconde); [VX ] =m/s Photo d’une moto en mouvement.

Convention de signe :

Vitesse positive (v, > 0) = déplacement dans le sens positif de I’axe x

Vitesse négative (v, <0) = déplacement dans le sens négatif de I’axe x

P.S. Habituellement, un déplacement vers la droite correspond a une vitesse positive et un
déplacement vers la gauche correspond a une vitesse négative, car la graduation des axes pour la
position est positive du coté droit de 1’origine.

Exemple 1 : Vitesse moyenne positive (vers la droite)

Car nn_(12-0)
v R

t=2s t.=7s
E - W

0 24 6 81012 x(m)

Exemple 2 : Vitesse moyenne négatives (vers la gauche)

LA xen (@)-02)
R O R

1, =95 r=1s

HE - B

0 24 6 81012 x(m)
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Le déplacement
Le déplacement est une variation de position d’'un méme objet. Puisque
cette variation de position s’effectue dans le temps, on associe a chaque

position a une valeur de temps :

Notation mathématique : Ax=x, —x,

Unité (metre)' [Ax] =m Un usager effectue des
déplacements dans un
réseau de métro.
Exemple :

Ax=x,-x =(10)-(4)=6 m
=1 =1

)
H- W

0 246 81012 xm)

L’intervalle de temps

L’intervalle de temps est une mesure de variation de temps. On peut
évaluer I’intervalle de temps requis pour effectuer un déplacement.

Notation mathématique : Ar=¢, —¢,

Unité (seconde) : [Ar]=s
On utilise le chronomeétre pour
mesure I’écoulement du temps.
Exemple :

A=t -1, =(26)-(12)=14 5
=125 1, =265
H-

0 24 6 81012 ~(m)
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Situation 2 : Ou est Béatrice? Béatrice roule vers 1’est sur I’autoroute 20 a la vitesse constante de
100 km/h. A 8h, elle est située a la borne kilométrique 120. On désire déterminer a quelle borne elle
est située une heure et demie plus tard.

Voici les informations de 1’énoncé :

Valeurs connues Valeurs inconnues

Sens positif de I’axe : 1’est

. _ ¢ : =9
Vitesse moyenne : v, =100 km/h Déplacement : Ax=7
Position initiale : x, =120 km Position finale : x,=?
T initial : =8h

emps it =8 Temps final : t,=?

Intervalle de temps : Af =15 h

Développons notre expression de la vitesse moyenne afin d’obtenir une expression permettant
d’évaluer la position finale :

v, = Ax Ax =V At (Isoler Ax)
A
= (x X, ) =v At (Remplacer Ax=x, —x;)
= X, =x; +V At (Isoler x )

= x,=(120km)+ (100 kTm] (1,5h)  (Remplacer valeurs numériques)

= x, =270 km (Calcul)

Béatrice se trouve donc a la borne kilométrique 270.

Variété de la vitesse

Afin d’illustrer la grande variété de vitesse observable, voici quelques situations :

Vitesse d’une Vitesse avion de | Record vitesse . . Vitesse de la
. . Vitesse du son : o
voiture : ligne : au sol (1997) : lumiere :
100 km/h 800 knmvh 1228 knmvh 340 m/s 3x10%m/s

(=278 m/s) (=222 m/s) (=341 m/s) (~1224 kimvh) | (= 1L1x10°km/h)
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Chapitre 1.3 — La vitesse instantanée

La vitesse dans un graphique de position

On peut obtenir une vitesse moyenne v, a I’aide d’un graphique de position x(t) en fonction du temps

t en effectuant un calcul de pente. Puisqu’une pente est une rapport entre une variation selon 1’axe des
ordonnées (la position : x(t)) et une variation selon 1’axe des abstisses (le temps: ¢) , la vitesse

moyenne Vv, peut s’obtenir de la fagon suivante :

Définition de la vitesse moyenne :

_ Ax
Vv, =—
.Y,
ou v, : Vitesse moyenne (m/s)

Ax : Variation de la position (m)

At : Variation du temps (s)

La vitesse instantanée a I’aide de la droite tangente

La vitesse moyenne v, n’est pas toujours une information précise, car la vitesse d’un objet n’est pas
toujours constante. Lorsque la vitesse varie dans le temps, il faut évaluer la vitesse a chaque instant
pour bien évaluer I’évolution de la position dans le temps.

Dans un graphique de position x(t), on peut calculer une vitesse instantanée v, a un temps ¢ donné a
partir de la pente d’une droite tangente' touchant le graphique de position & I’instant 7. Cette
définition est valide, car la pente d’une droite dans un graphique de position correspond a une
information de vitesse.

Définition de la vitesse instantanée :

Ax
V., =—
X
At droite tangente
ou v, : Vitesse instantanée (m/s)

Ax : Variation de la position (m)

At : Variation du temps (s)

! Une droite tangente est une droite qui touche qu’a un seul point d*un graphique.
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La vitesse instantanée en tant que limite

Pour évaluer la vitesse instantanée, il n’est pas toujours nécessaire de tracer une droite tangente. On
peut approximer une droite tangente a partir de deux positions sur le graphique x(7) et effectuer le
calcul de pente suivant :

Si les deux positions sur la courbe (points
noirs) sont trop éloignées dans le temps, la
vitesse instantanée (point rouge) sera

imprécise.

Si les deux positions sur la courbe (point

noir) sont prés dans le temps, la vitesse
instantanée (point rouge) sera précise.

Avec la définition de la limite en mathématique, le calcul de la vitesse instantanée s’effectue de la
fagon suivante :

Ax
V() = lim —
X m
At—0 At
Pour effectuer le calcul de Ax, il s’agit de :
1) Prendre la position au moment ¢ ou I’on veut évaluer la vitesse = x(7)
2) Prendre la position aprés un temps supplémentaire de A¢ = x(t + At)

3) Plus le choix de At est petit, plus la vitesse instantanée sera précise.

x(t+At)—x(¢t
(1) = g AN =3(0)
a0 t+At — t

_ . x+A)-x(1)
A
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Situation 3 : Une planche a roulettes sur un  x (m)a

plan incliné. Sur une piste en béton 3+ ' Loy
légérement inclinée (3° par rapport a .
I’horizontale), on lance avec la main une
planche a roulettes vers le haut de la piste
(schéma ci-dessous, a gauche). On observe
que la planche ralentit en montant, puis
redescend en allant de plus en plus vite.

\
\2
155

N
X7

-

A= H-->
12 3 4 5% {(s)

o
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1
1
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1
T
1
'
1
1
h
]
]
1
1
1
1
T
1
I
]
1

En plagant une regle graduée a coté de la piste et en filmant le mouvement, on obtient le
graphique x(t) ci-dessous, a droite. (On a commencé a filmer un peu apres avoir lancé la planche
et on a noté a chaque instant la position du point le plus a droite de la planche). A partir du
graphique x(t), on désire obtenir le graphique v, (t) correspondant.

’; T . 1’82 x(m)3

En tragant la tangente au point A, on peut évaluer la vitesse a 1 s. La pente de cette droite sera la vitesse
instantanée de 1’objet & 1 s, car la pente effectue le calcul v, = Ax/Af :

Deux points sur la tangente : x=2lm, at=0s (Point 1)

x,=30m, at,=18s (Point2)

Ax X, — X,
Vo, =— = vV, =— Remplacer Ax et At
ENY XA f -1, ( p )
(3)-(.1) ,
= V=t Remplacer valeurs numériques
XA (1,8)— (0) ( p ques)
= va =05 m/s (Evaluer Via)

On peut effectuer plusieurs de ces calculs pour tous les temps entre 0 et 5 secondes (faire plusieurs
droites tangentes) et obtenir le graphique de la vitesse en fonction du temps :

1
v, (m/s)
0

A

-1

) \%_

T

0 1 2 3 4 5,

(Construction d’un graphique v, (t) a partir d’un graphique x(t) et des droites tangentes)
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Situation A : Une planche a roulettes sur un plan incliné : calcul avec limite. A partir de 1’équation
de la position x(¢) = —0,25¢> +¢+1,75 associée au mouvement de la planche a roulettes de la situation
3, on désire évaluer la vitesse instantanée a t =5 s avec une précision de Az = 0,001 s.

Afin d’évaluer la vitesse instantanée a 1’aide de la limite, évaluons la position x(¢) et x(t+Ar) a
t=5s:

x(¢): x(6=5)=-025(5) +(5)+1,75=05m = [|x(t=5)=05m

x(t+Ar) . x(r=5,001)=-0,25(5,001) +(5,001)+1,75 = ]x(t =5,001)=0,4985 m|

Evaluons maintenant la vitesse d 1 =5 s :

Ax x(t + A — x(r)
v.([®)=1im— = v = iy
-0 BLI}) At 4 AIEI(;%OI At

(0,4985)—(0,5)
= t=5=~ j., —F— 2
M= lim T 0.000)

= | (=5=-15m/s (Evaluer la vitesse)

(Approximation avec At — 0,001)

(Remplacer valeurs numériques)

On réalise que ce calcul est exact si ’on v, (m/L)fQJ‘

compare notre résultat au résultat du 0

graphique vx(t) de la Situation 3 (voir 4

graphique ci-contre, le point rouge). -W_-g 2
01 2 3 4 543

Exercice

Exercice A : Vitesse instantanée avec trois At. La position (x, en métre) dans le temps (¢, en seconde)
d’une particule est donnée par I’équation suivante :

x(t)=121" -6t
a) Evaluez la vitesse instantané a 4 s lorsque Ar =0,1 s.
b) Evaluez la vitesse instantané a 4 s lorsque Af = 0,01 s.

¢) Evaluez la vitesse instantané a 4 s lorsque Af = 0,001 s.
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Solution
Exercice A : Vitesse instantanée avec trois At.
Nous avons 1’équation de la position suivante : x(z) = 12¢* — 6t
a) At=4 savec At=0, s:
x(t=4)=12(4)' - 6(4)=3048 m
x(r=41)=12(4,1)" —6(4,1)=3366 m

Ax _ (3366)-(3048) = [n(=4)=3180 ms
At 0.1 x

v, (t = 4)=

b) A t=4 savec Ar=0,01 s:
x(r=4)=12(4)* - 6(4)=3048,0 m
x(t=4,01)=12(4,01)" - 6(4,01)=3078,8 m

v\,(t:4):%:w = |v.(r=4)=3080 m/s

c) A t=4 savec At=0,001 s:
x(t=4)=12(4)" - 6(4)=3048,00 m
x(r = 4,001)=12(4,001)* - 6(4,001) = 3051,07 m

Ax  (3051,07)-(3048,00)

— v, (t=4)=3070 m/s
At 0,001

v, (t = 4)=

Avec une technique plus avancée (voir 1.13), nous pouvons évaluer la vitesse instantanée exacte a
I’aide du calcul différentiel :

v, (t =4)=3066 m/s
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Chapitre 1.4 — Vitesses relatives en une dimension

Référentiel

En physique, un référentiel est un systéme de coordonnée reli¢ a un observateur
permettant a celui-ci d’effectuer des mesures de position, de vitesse et
d’accélération dans le temps. Ainsi, le référentiel précise le contexte d’une mesure
et par rapport a qui (ou a quoi) la mesure a été effectuce.

Ex: Albertesta5 md’un arbre. (Référentiel : I’arbre)

Plan cartésien a 3d
Albert marche dans un train a 0,2 m/s. (Référentiel : train)
Albert court a une vitesse de 6 km/h par rapport au sol. (Référentiel : sol)

Notation avec plusieurs référentiels

Afin de préciser par rapport a quel référentiel une mesure a été prise, nous devons utiliser un systeéme a
deux indices afin de préciser quel objet a été mesuré et par rapport a quel référentiel la mesure a été
prise :

\% =V

‘xAB = ‘xA parrapporta B et XAB x A parrapporta B

ou A : Indice de I’objet qui subit la mesure.
B : Indice du référentiel qui effectue la mesure.
x : Variable associée a la mesure (position selon I’axe x).

v, : Variable associée a la mesure (vitesse selon I’axe x).

Symétrie des vitesses relatives

La vitesse est une mesure symétrique par rapport a deux référentiels A et B. Si un objet A bouge a
vitesse v, par rapport a un objet B, alors on peut affirmer que 1’objet B bouge a vitesse v, par
rapport a I’objet A. Les deux objets sont en accord sur le fait qu’il y a un mouvement relatif entre eux.
Mathématiquement, ces deux vitesses sont reliées par 1’équation suivantes :

ViaB = ~Via

ou v ap : Vitesse selon I’axe x de A par rapport a B (m/s)
Vga © Vitesse selon ’axe x de B par rapport a A (m/s)

Dans le référentiel A Dans le référentiel B Dans le référentiel du Sol
Viar =0 Vigs =0
K Viga ViaB 3 Vias Vips
ab_—db — o b
X x &3
e et e G - CE LT T 4 e e me >
A A B B
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Addition des vitesses relatives en une dimension

Pour exprimer une vitesse d’un objet par rapport a un autre référentiel, il suffit d’effectuer 1’addition
des vitesses relatives suivantes :

Viar = Viag T Visr

ou V.ar - Vitesse selon ’axe x de A par rapport a R (m/s)
v ap : Vitesse selon I’axe x de A par rapport a B (m/s)
Ve - Vitesse selon I’axe x de B par rapport a R (m/s)

Situation 2 : La symétrie des vitesses relatives. Lors d’une randonnée a bicyclette, Albert a pris un
peu de retard et tente de rattraper Béatrice. Albert roule a 15 km/h et Béatrice roule a 10 km/h. On
désire déterminer (a) la vitesse d’Albert par rapport a Béatrice et (b) la vitesse de Béatrice par rapport
a Albert. On suppose de la route est rectiligne et que les cycliste se déplacent dans le sens positif de
I’axe x.

Dans le référentiel du sol, nous avons :

Dans le référentiel du sol

e v, =15 km/h

_ 15 km/h 10 km/h
* Vs =10 km/h 5_1>n Lm x
S ( i I

Dans le référentiel de Béatrice, nous avons :

o V=15 kmh

® Vi =—Vyus =—10 km/h

Ce qui donne : E 5 km/h vé
—
ViaB = = Vi = (15)+(_10) o R BT >

B = Vias T Vs

Dans le référentiel de Béatrice

= Vg =5 km/h (a)

Dans le référentiel d’Albert, nous avons :

Dans le référentiel d'Albert

* Vg, =—Vus=-5 km/h (b) ﬁ 0 5 km/h
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Situation A : La balade dans le train. A t = 0, Albert est situé dans un train vis-a-vis Béatrice qui est
située a I’extérieur du train. Sachant qu’Albert marche a 1 m/s dans le train vers la droite (par rapport
au train) et que le train se déplace a 5 m/s vers la droite par rapport a Béatrice, on désire évaluer le
déplacement d’Albert aprées 5 s (a) par rapport au train et (b) par rapport a Béatrice puis évaluer (c) la
vitesse d’Albert par rapport a Béatrice durant ce déplacement.

Prenons le systéme d’indice suivant :

A: Albert B: Béatrice T: Train

Nous avons les information suivante : (positif vers la droite)

Var=1lm/s et v, =5m/s

Nous pouvons évaluer le déplacement d’Albert par rapport au train grace a la définition de la vitesse
(v, = Ax/At), car nous avons toutes les mesures par rapport a ce référentiel :

Voar = AxXp /AL = Axjp =V ar AL (Isoler Ax,;)

= Axyr = (1)(5) (Remplacer valeurs num.)
= ® (Caleul)

Nous pouvons évaluer le déplacement d’ Albert par rapport a Béatrice grace a la définition de la vitesse,
car nous avons la vitesse du train par rapport a Béatrice (v ;) et nous avons déja calculé le

déplacement d’Albert dans le train (Ax,;) :
Axpp = Axyp +Axyy = Axyp = Axyp + (vxTBAt)
= Ay =(5)+(5)5)

- ®

Evaluons la vitesse d’Albert par rapport 4 Béatrice sachant que celui-ci s’est déplacé de Ax,, =30 m
par rapport elle :
_ Ay (30)

Vaap = = Viap = @ (Remplacer valeurs num.)

At
= © (Caleu)

Nous remarquons que la vitesse d’Albert par rapport a Béatrice (v,,5) est égale a la vitesse d’Albert
par rapport au Train (v_,, ) plus la vitesse du Train par rapport a Béatrice (v ) :

Veap = Viaar TV = (6) = (l)+ (5)

= 6=6

(Remplacer Ax;y =V zAt)

(Remplacer valeurs num.)
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Chapitre 1.5a — L’accélération

L’accélération moyenne

L’accélération moyenne correspond a un taux moyen de variation de la
vitesse sur un intervalle de temps. L’accélération est 1’agent qui fait .

varier la vitesse dans le temps. &2
&u
ke
. o _ Av, >
Notation mathématique : a, = .,
At [ =
Unité (métre par seconde carr¢) : [EX]: m/s’ ? N
£ s

Une fusée en accélération.
Convention de signe :

Accélération positive (a, >0) = accélération dans le sens positif de ’axe x

Accélération négative (a, <0) = accélération dans le sens négatif de I’axe x

Situation A : Une planche a roulettes sur un plan incliné : analyse de Uaccélération. A partir des
deux graphiques x(t) et v, (t) (schéma ci-dessous) associés au mouvement de la planche a roulettes de
la situation 3 du chapitre 1.2, on désire évaluer ’accélération moyenne de la planche a roulette.

Graphique de x(t ) Graphique de Vx (lL )
B pan iy 1
x (m) 2 NS v, (i) TN
24 3 0
N

! \B - NGB/ |
0 | 2 N

0 1 2 3 4 5, 0 1 2 3 4 5,

Utilisons la droite tangente au graphique de vitesse afin d’évaluer 1’accélération. Nous pouvons évaluer
I’accélération moyenne a 1’aide de deux points sur le graphique de vitesse v_, car le graphique de
vitesse posseéde qu’une seule droite tangente :

Deux points sur la tangente : v, =1 m/s a t,=0s

v, =-15 m/s a t,=5s

Log M vevy _(19)-()
’ At L=t (5)_(0) -
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Comparaison des signes : x, vx et ax

Voici la comparaison de la cinématique de 4 mouvement a accélération constante. Cette comparaison
permet de mieux comprendre la signification des expressions « va de plus en plus vite » et « ralentit ».

L’objet va de plus en plus vite
x
et e e L R R b et =
U.. POSITIVE = > P Lobjetva
(o] 0 (o] de plusen
a,. POSITIVE => = - plus vite
x(1) (1) a.()]
—
t t
t
x
e e e R e =
£ = % U, NEGATIVE L'objetva
(o] (0] O de plusen
— <= -— a. NEGATIVE plus vite
x(1) v.() a(1)
—————
‘ ‘
t
L’objet ralentit.
x
———————————————————————————————————————————— b
- — — U, NEGATIVE s
o o o L objet
= = = a.. POSITIVE el
x(1) v.(7) a(1)
——
t t
t
x
———————————————————————————————————————————— Z’
v, POSITIVE — - = :
o o O & ol_\|e:
at. NEGATIVE = = <= ralenil
x(1) v.() a(1)
————
t ¢
t
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Situation 3 : Albert double un camion. Albert roule 32

vers I’est sur I’autoroute 20 (dans le sens positif de v, (m/s)

l’axe x. Quelques secondes aprés le début du 30 /

radiojournal de 14h, il amorce une manceuvre pour

dépasser un camion. Sa vitesse en fonction du temps 28

est donnée par le graphique ci-contre (le temps indiqué

correspond aux secondes écoulées depuis 14h). On 26

désire obtenir le graphique a, (t) correspondant. 0 20 40t (8)60
04

A partir de la pente de la droite tangente des a, (m/s?)

différentes sections du graphique de vitesse, nous 02

pouvons construire le graphique de [’accélération

ax(t)et nous réalisons que le graphique n’est pas 0

constant dans le temps : 02

0 20 40 60
t(s)
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L’accélération instantanée en tant que limite

Comme dans le cas de la vitesse instantanée, on peut évaluer ’accélération instantanée a I’aide de deux
points sur le graphique de v (¢) :

Av
a,(t) = [im —
x 1m
a0 At
Pour effectuer le calcul de Av_, il s’agit de :
1) Prendre la vitesse au moment ¢ ou I’on veut évaluer I’accélération = v (t)
2) Prendre la vitesse aprés un temps supplémentaire de Az = v, (t + At)

3) Plus le choix de At est petit, plus ’accélération instantanée sera précise.

Av
a(t)=lim ==
=0 At
i e+ A1) v (1)
- At—0 At
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Chapitre 1.5b — L’aire sous la courbe en cinématique

Pente et la cinématique

oici les relations que nous avons établies entre la position, la vitesse et I’accélération :
Vi 1 lat; q tabl tre la posit la vit t1’ lérat

Position Vitesse Accélération
pente de la pente de la
tangente tangente
x(t) — Ax — v, (1) - Av. - a. (1)
At At

Variation de la vitesse et aire sous la courbe d’un graphique a,(?)

A partir de la définition de I’accélération a,, nous pouvons . 2)
a lm/'s

évaluer une variation de la vitesse Av, grice a I’équation \“
suivante : .%
N N
et Sl
=T E At

Lorsque I’accélération a, (t)est définie graphiquement, la variation de la vitesse Av_ s’évalue grace a

I’aire sous la courbe du graphique de 1’accélération.
% Si a,(t)=constante : Av_ =aired'unrectangle = a At

% Si a_(t) # constante : Av_ = airesous la courbe du graphiquea, (t)
Variation de la position et aire sous la courbe d’un graphique v, (?)

A partir de la définition de la vitesse v, hous pouvons évaluer (ms)
f v (m
une variation de la position Ax grace a 1’équation suivante :

v (=2 = [av=v,() ar Ay
At — t(s)
At

Lorsque la vitesse v, (t) est définie graphiquement, la variation de la position Ax s’évalue grace a
I’aire sous la courbe du graphique de la vitesse.

< Siv (f)=constante :  Ax =aired'unrectangle =v At
% Si v, (¢)# constante : Ax = airesous la courbe du graphique v, (t)
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 1
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Régle et signe de I’aire sous la courbe

Lorsqu’on évalue une variation de vitesse a ’aide de I’aire sous la courbe, elle peut étre positive si elle
est au-dessus de 1’axe du temps et négative si elle est sous I’axe du temps.

Lorsqu’on évalue la variation de la vitesse a partir du temps de la condition initiale, on doit ajouter
cette variation lorsque 1’aire sous la courbe est évaluée dans le sens positif du temps (aller vers le futur)
et on doit la soustraire lorsque 1’aire sous la courbe est évaluée dans le sens négatif du temps (aller vers
le passé).

Voici une réécriture des deux regles précédentes qui s’appliquent a toute aire sous la courbe :
1) Signe de Av,

» Sil’aire sous la courbe est positif = Av. > 0

> Sil’aire sous la courbe est négative =  Av, < 0

2) Addition ou soustraction de Av_

» Aire sous la courbe 4 droite de la vitesse de référence = Vg =Vt (AVX)
» Aire sous la courbe a gauche de la vitesse de référence = Ve =V — (AVX)
a,(mis’ ) ! a,(mis’) a(mis?)
] ) - ifs)
Vi =Vt (+ Av, ) Vg =Vui = (+ Avx) Vi =Vut (_ Av, ) Vg =V~ (_ Av, )

P.S. Le point rouge est la vitesse initiale connue v ;.
L’aire sous la courbe bleue est la variation de la vitesse A, .

Position et aire sous la courbe

Pour évaluer une position x, a un temps ¢, a partir d’un graphique de vitesse v, (7), il suffit d’évaluer

une variation de position Ax entre un temps ¢, et ¢, et d’additionner ce résultat a la position x,

i>f)
déja connue a ’aide des régles des aires sous la courbe :

xf =X; + Ax(i%f)
ou x, :Position au temps ¢, (m) vy =v, (t =t, ))
x,  :Position au temps 7, (s) (vy=v,(t=t,)
Ax,_, ) : Variation de la position entre le temps ¢, et ¢, (m/s)  (Ax_, ) = airesouslacourbe)
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 3
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Vitesse et aire sous la courbe

A partir d’un graphique d’accélération a (f), nous pouvons évaluer une variation de vitesse Av_ avec
I’aire sous la courbe. Pour évaluer une vitesse v, a un instant donné, il faut avoir une information
supplémentaire a 1’aire sous la courbe : une condition initiale.

Si ’on évalue Iaire sous la courbe d’un graphique d’accélération a (¢) entre un temps ¢, et ¢, et que

P’on connait la vitesse v, au temps ¢,, nous pouvons évaluer la vitesse v au temps 7, de la fagon

suivante :
Vi =Vt AV
ou v, : Vitesse au temps ¢, (s) vy =v, (t =1 ))
v, : Vitesse au temps ¢, (s) (v, =v,(t=1))
Av, ., : Variation de la vitesse entre le temps ¢, et 7, (m/s) (Av,(., ) = airesousla courbe)

Situation A : Une accélération linéaire. A deux secondes, un mobile se déplace a 6 m/s dans le sens
positif de I’axe des x et subit une accélération de 4 m/s> dans le sens positif de I’axe x. A quatre
secondes, le mobile subit une accélération de 5 m/s> dans le sens positif de I’axe x. Sachant que le
mobile accélere linéairement, on désire (a) tracer le graphique de ’accélération en fonction du temps et
(b) évaluer la vitesse du mobile a 4 secondes.

Voici la représentation graphique de 1’accélération :
a, (m/ s )

=2 1, =4 gz)
Evaluons 1’aide sous la courbe du graphique de ’accélération entre 2 et 4 secondes :

_(n+ H)B = Ay ((4);r (5) (4)-(2)

x(2-4) — 2 x(24) =

-

Evaluons la vitesse du mobile 4 4 secondes

Av

V=V +tAv g = (Remplacer indices i =2, f=4)
= (Remplacer v, et Av,, ,,))
= (Evaluer v_,)

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 2
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Situation B: Retour vers le passé. Une voiture ?V" (m’s)

téléguidée se déplace horizontalement a la vitesse décrite 3 i

par le graphique ci-contre. A ¢ =0, la voiture débute sa 2 : \

course et s’immobilise huit secondes plus tard a la 14: / \
coordonnée x; =7 m. On désire déterminer la position O-iZ BREENEN \x K S)
de départ x, de la voiture. 0 2 4 8

Evaluons le nombre de carreaux sous la courbe entre 0 et 8 secondes :

N = triangle#1 + rectangle + triangle #2 = N=(2;3]+(3x5)+[3;5j

= N =25,5 carreaux

Evaluons 1’aire que représente un carreau :

m
1 carreau=0,5 —x1 s = 1 carreaux = 0,5 m
s

Evaluons I’aire sous la courbe entre 0 et 8 secondes en m :

Ax = airesous la courbe = Ax =(25,5)0,5)
= Ax=12,75 m

Evaluons la position x, 4 0 se sachant que I’aire sous la courbe a été évalue de 8 a 0 seconde :

X, =X+ A, = Xy = X5 + Ax(g_,) (Remplacer indices)
= X, = Xg +(+ Ax) (Aire sous la courbe positive, +Ax)
= x, = X —(Ax) (Vers le passé, —(Ax))
= x, =(7)-(12,75)  (Remplacer x, et Ax)
= Xy =-575 m (Evaluer x,)
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Chapitre 1.6 — Le mouvement uniformément accéléré

L’équation de la vitesse avec une accélération constante

L’équation de la vitesse v (f) d’un objet subissant une accélération constante a,, est égal a
I’expression suivante :

Vx (t) = va + ath

ou v, (t) : Equation de la vitesse en fonction du temps (m/s) (v, = v, (¢))
(v = Vx(t = O))
(a,=a, (t = 0))

v, : Vitesse lorsque £ =0 (m/s)
a,, :Accélération constante (m/s2)

t : Temps écoulé dans le mouvement (s)

Preuve :

Considérons un objet subissant une accélération constante a , et se déplagant a ¢ = 0 avec une vitesse

égale a v ,. Voici une représentation graphique de la situation :

Equation : a, (t) =a, a,cNR Aire sous la courbe entre t=0et ¢ :

a,(m/s® )“ a,(m/s® )“
o o
Aire=a t
0 ;1) N oM

On peut construire la fonction v, (z) rapidement, car :

1) L’aire sous la courbe entre ¢ =0 et ¢ est en rectangle qui donne a_f .

2) On connait la vitesse de I’objeta 1 =0 : v,

Evaluons I’équation de la vitesse v, (¢) de I’objet :

Ve =V tAv,, = Vi =V TAV ) (Evaluer I’expressionde : 1 =0 — )
= Ve = Vo gt L] (Avx(luz) =a,t et v, =v,)
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Les équations alternatives du mouvement a accélération constante

A partir des équations de la position x(¢)et de la vitesse v_(¢) 4 accélération constante, nous pouvons
former deux nouvelles équations du mouvement :

v? =on2 +2ax0(x—x0)

X

X=Xx,+V.ti

(Vitesse en fonction de la position) (Position avec la vitesse moyenne)

Preuve :

A partir de I’équation de la position, remplagons certain paramétre afin d’obtenir nos expressions
désirées :

|
X=Xy Vot +—at

x0 2 x0'
1 2
v, =V v, -V v o—y
= Xx=x,4v, L |+—q | 20 (Remplacer v, =v ,+a,t telque r=—=+—=
Axo 270 ay ' xo
1 I .
= x=x+ =2 (v, v )+ —, —v, ) (Simplification a,,)
x0 2a:ﬂ V
1 .
= a0 =x,)=vo(v, = vy )+ 5 (v, =vo) (Isoler terme de vitesse)
= 2a,, (x - X, ) = 2VX0(VX -V ) + (vx —v, ) (Multiplier par 2)
= 2a,,(x—x,)=2v,gv, = 2v,,o +(v, = v, ) (Distribuer 2v )
= 2a,(x—x,))=2v, v, = 2v, 0+ v, =2v v v (Développer le terme au carré)
= 2a,, (x - xo) = vx2 - vxo2 (Effectuer 2 simplifications)
= v=v, +2a,(x—x,) u (Isoler v %)
1
X=X, +V +—a,b
2
v, =V,

1(v.—v
= X=Xy 4V ol + 5(‘7‘“”}2 (Remplacer v, =v ,+a,t tel que a ,=—=
p A :

1 1 L L
= X=X, 4V ot + vat - Evﬂ,t (Simplifier ¢ et distribuer ')

= x=x,+ %vmt + %vxt (Simplification)

Vv
= x=x,+ [7‘“02 x jt

= X=x,+Vvt ]

(Factoriser t,)

o TV,
(Remplacer v, = %)

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 3
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)

)

L’équation de la position avec une vitesse uniformément accélérée

L’équation de la position x(f) d’un objet subissant une accélération constante @, sera de la forme

suivante :
|
x(t) =X, tVv,f+—a.,l
2 »
ou x(t) : Equation de la position en fonction du temps (m) ~ (x = x(t))
X, : Position lorsque £ =0 (m) (x, =x(t =0))
v, : Vitesse lorsque £ =0 (m/s) (v =v.(t=0))

a, :Accélération constante (m/sz)

(a, = ax(t = 0))

x0

t : Temps écoulé dans le mouvement (s)

Preuve :

Considérons un objet se déplacant avec une vitesse v, subissant une accélération constante a,, dont la
vitesse a =0 est égale a v, lorsqu’il est situé a la position x,. Voici une représentation graphique de
la situation :

Equation : v.(t)=v, ta,t A,V ENR Aire sous la courbe entre t=0et ¢ :

v, (m/s) v, (m/s) I 1
¥ ¥ Aire= Eaxot _—
I\ pente = a, Ia,m’
Vo Vo

Aire=v t
T T
0 t (s) 0 ¢ (s)

On peut construire la fonction x(¢) rapidement, car :

. ) . 1
1) L’aire sous la courbe entre # =0 et ¢ est en trapéze qui donne v ot +—a ¢’ .
ol T34,

2) On connait la position de I’objeta t =0 : x,

Evaluons 1’équation de la position x(t) de ’objet :

Xp =X+ A, = X, =Xy +Ax (Evaluer I’expression de : 1 =0 —>¢)
L 1.
= X=Xy +V ot + ant [ ] (Avx(ow) =Vt + Eamz et v, =v,)
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Les équations du MUA

Un objet qui subit une accélération uniforme et constante possede des équations du mouvement d’une
forme particuliére. Voici cing équations permettant d’évaluer 1’accélération, la vitesse et la position en
fonction du temps, de la position et de la vitesse. Il y a trois équations dépendantes du temps et deux
équations supplémentaires obtenues a partir des trois premieres équations :

Equations dépendantes du temps du MUA
a,=a, a,(¢) pour le MUA

V.=V Fat v, (t) pour le MUA

1
X=X, +v ot + Eamt2 x(¢) pour le MUA

Equations supplémentaires du MUA

v} (x) =v, +2a,(x—x,) v, (x) pour le MUA

VoV,
x:xo+(7’°2 *]t

ou x : Position de I’objet qui dépend du temps 7 (m)

x(z,v,) pour le MUA

v, : Vitesse de I’objet qui dépend du temps ¢ (m/s)

x, :Position de I’objet lorsque # =0 (m)

v, : Vitesse de I’objet lorsque ¢ =0 (m/s)

a,, :Accélération de I’objet constante lorsque ¢ =0 (m/s”)

t : Temps écoulé dans le mouvement (s)
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Situation X : Un orignal droit devant! Un camion roule a 72 km/h. Le chauffeur apercoit un orignal
au milieu de la route et applique les freins alors que le camion est a 60 m de ’orignal : le camion
ralentit 3 4 m/s>. On désire déterminer & quelle vitesse le camion frappe 1’orignal.

Situation 1: Une voiture freine. Une voiture jouet v v
téléguidée contrainte de se déplacer le long de l'axe x — 2 g —
voyage dans le sens positif a 6 m/s. Alors qu’elle est a la ﬁ < %
position x =10 m, elle regoit la commande de ralentir a un
taux constant de 2 m/s>. On désire calculer (a) combien de I I || >
temps est nécessaire pour que la voiture se rende a la 0 10 16 x(m)
position x =16 m; (b) sa vitesse lorsqu’elle sera rendue a
cette position.
Voici le schéma de la situation et les données de la situation :

X, =10 m Ve =06 m/s a,=-2 m/s’

x=16 m v, =? 1=?

Avec I’équation du MUA de la position, évaluons le temps requis pour atteindre la position x =16 m :

X=X+t + %amt2 =  (16)=(10)+(6)+ %(— 2)° (Remplacer valeurs num.)

= 12 +6t-6=0 (Simplifier)

Evaluons la solution au polyndme du 2°™ degré :
—bi\b’ —dac __~(6)£(6) ~4(-1)}-6)
2a - 2(-1)

,_—6x412

-2
L6312
2

= t=4,27 , 4,73 (Deux solutions)

Avant de répondre a notre question, évaluons la vitesse de notre voiture a ces 2 temps :

v, (1=127)=346 mis|

t =

(Remplacer a, b et ¢)

(Simplification)

=

(Simplifier le négatif)

Vv, =V, +at = v (r=127)=(6)+(-2)1,27) =

v (1=473)=(6)+(-2)4.73) =

v (1 =473)=-3.46 m/s|

Ainsi, le temps du 1 passage est 1,27 s, car la vitesse est positive (vers la droite) :
(a) 1,27 s (b) 3,46 m/s
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Données de base :
X, =0 m v, =72 km/h a,=-4 m/s’

x=60 m v, =7 t="7

x

Effectuons le changement d’unité suivant pour la vitesse :

v, =72 kmvh = oy, -7 Xm,1000_1h _1 min
h k 60 min 60 s

= Ve =20 m/s

Avec I’équation du MUA, évaluons la vitesse du camion :

v =v, +2a,(x—x) = v.? =(20)" +2(=4)((60) - (0)) (Remplacer valeurs num.)

x

2

= v, =-80 (Simplification)
= v, =%v-80 (Appliquer la racine)
= v (x)=189 i (i=v-1, i*=-1)

Puisque la vitesse est imaginaire, le véhicule s’immobilise avant la collision.

Evaluons la position ou le camion s’immobilise :

v =vy +2a,(r-x) = (0) =(20)" +2(=4)(x~(0))

x

= 0=400-8x

=
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Chapitre 1.7 — Le MUA en une dimension sous
Peffet de la gravité

Accélération gravitationnelle

A la surface d’une planéte, un objet est accéléré vers le centre de la planéte (vers le bas) avec une
accélération constante. Le module de 1’accélération dépend du rayon et de la masse de la planétel. On
utilise la lettre « g » pour désigner cette accélération verticale :

“="F ¥(m)
(axe y positif vers le haut) Q l ay =g
ou a, : Accélération verticale dont I’axe y est positif
vers le haut (m/s?)
g : Accélération gravitationnelle (m/sz)

Terre Lune Mars Jupiter
(g=98 m/s*) (g=16 m/s*) (g=3,69 m/s*) (g =248 m/s*)

L’accélération en g

L’accélération peut des fois étre exprimée en fonction du g terrestre
(g=9,8 m/s’). Ainsi, on peut comparer l’accélération d’un objet (pas
nécessairement verticale) avec I’accélération gravitationnelle sur la Terre.
Exemple :

1) Ascension avec une accélération de 4g (39,2 m/s®) dans « I’Orbite » de
La Ronde.

2) L’accélération gravitationnelle a la surface de Jupiter est de 2,53g.

La chute libre

La chute libre est définie comme étant une chute sous ’influence unique de
la gravité. L’¢étude de la chute libre néglige alors toutes autres influences dont
la résistance de I’air.

Bien que I’on utilise I’expression « chute libre » dans un saut en parachute,
ceci représente un abus de langage dans le cadre de ce cours, car la résistance
de I’air n’est pas négligeable méme lorsque le parachute n’est pas déployé.

! Des informations plus précises seront présentées dans le chapitre 2.2
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 1
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Exercice

Situation 1: Une balle en chute libre. Un enfant lance une balle verticalement vers le haut:
lorsqu’elle quitte sa main, elle est & 1 m au-dessus du sol et elle se déplace a 2 m/s. La résistance de
I’air est négligeable. On désire déterminer (a) le temps de vol de la balle, c’est-a-dire le temps écoulé
entre le moment ou elle quitte la main et le moment ou elle touche le sol; (b) sa hauteur maximale par
rapport au sol; (c) sa vitesse lorsqu’elle touche le sol.

1.7.6) Deux fois plus vite. On lance une balle verticalement vers le bas; 0,5 s plus tard, elle touche le
sol en allant 2 fois plus vite qu’au moment ou on I’a lancée. De quelle hauteur la balle a-t-elle été
lancée ?

Solution
1.7.6) Deux fois plus vite.

Voici les données de base :
yo=H Vo =V a,=-98 m/s’

i

y=0 v, ==2v, t=05s

Evaluons la vitesse initiale a I’aide de 1’équation de la vitesse du MUA :

v, =V, tat = (— 2v0) = (— Vo )+ (— 9,8)(0,5)

Evaluons la hauteur de chute a 1’aide d’une autre équation du MUA :
vi=v +2a,(-y) = (F2v) = (v ) +2(-9.8)(0)- (1))
= 4y =v+19,6H

= 3, =19,6H

3v,’
= =
19,6
2
()
19,6

-
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Voici les données de base de la situation selon notre systéme d’axe :

yp=1m y=0 y(m)i ‘u(ay=—9,8mlsz
Vi = 2 m/s v, = ? E 1 v, =2m/s
4
a,=-98 m/s’ 1= 0t
Evaluons le temps de vol & partir de I’équation de position du MUA :
Y=Yttt %a},t2 = 0)=1)+Q)+ %(— 9,8 (Remplacer valeurs num.)
=  —497+2t+1=0 (Réécriture)

Evaluons la solution au polynéme du 2° degré (ax> +bx+c=0):

_—bxb’ —4ac I —(2)£+/2) -4(-4,9)1)

t (Remplacer a, b et ¢)

2a 2(-49)
+
[ = 2EN236 (Simplification)
9.8
N t= {_ 0,29 , 0,70} (Deux solutions)

= =005 @

Evaluons la hauteur maximale avec le critére v, =0:
vy2 = vyo2 +2a, (y=»,) = (0) =) +2(-9.8)\y-(1)) (Remplacer valeurs num.)
= 0=23,6-19,6y (Calcul)

- (b) (Isoler )

Evaluons la vitesse lorsque la balle touche le sol :

v, =V, tayt = v, =(2)+(-9.8)0,70)

= v, =-4,86 m/s (c) (Calcul)

(Choisir la solution positive)

(Remplacer valeurs num.)
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Chapitre 1.8a — Le MUA a plusieurs paliers

Mouvement uniformément accéléré a plusieurs paliers

Les équations du MUA nous permettent de déterminer la position x et la vitesse v_ en fonction du

temps ¢. L’accélération a_ quant a elle doit étre constante.

Si I’accélération n’est pas constante, mais varie brusquement d’une valeur constante a une autre valeur
constante, nous pouvons décomposer I’ensemble du mouvement en plusieurs paliers a accélération
constante :

> 11 faudra découper le probléme en plusieurs étapes et définir une position initiale x, et une
vitesse initiale v , pour chaque accélération a, .

» Pour relier les paliers, la position et la vitesse finale d’un palier deviendront alors la position et
la vitesse initiale du palier suivant.
Exemple :

Une auto accélére a un rythme de 5 m/s®, freine 1égérement & 2 m/s” et continue a vitesse
constante.

: Xy + Vot + % axt2
A

a, (m/sz) a,>0 : Vio Tl

. a=0 Gl v+

— A = +at

1
T // x =X, [+ vx0t+%axt2
MUA Y
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Exercices

Situation 1 : Entre deux arréts. Un autobus se déplace en ligne droite entre deux arréts espacés de
210 m. Au démarrage, il prend 3 secondes pour atteindre sa vitesse maximale de 54 km/h. II roule
ensuite a vitesse constante, puis, a la fin de sa course, il prend 5 secondes pour s’arréter. Lors des
phases de démarrage et de freinage, on suppose que sa vitesse en fonction du temps change a un taux
constant. On désire déterminer, a 1’aide du graphique v, (t), pendant combien de temps ’autobus a

roulé a vitesse constante.

Exercice X : Un 200 m. Sur un parcours de 200 m, une voiture initialement immobile accélére a

3 m/s® sur les premiers 100 m puis freine & 2 m/s”sur le reste du parcours. (a) Combien de temps

dure le trajet? (b) Quelle est la vitesse de la voiture a la fin du parcours?

C’est un départ. Une voiture démarre, accélére a 4 m/s’ pendant un certain temps, puis roule a

la vitesse constante v .. Si 10 secondes apres son départ, la voiture a parcouru 128 m, que vaut v .?

Solutions

Exercice X : Un 200 m.

Accélération : Freinage :

a,q =3 m/s® @, =—2 m/s’

Vyop) = 0 m/s Veo) = Vat) =V

Vi) =V Vi) =7

Xoq) =0 m Xo2) =100 m

Xy =100 m X =200 m (selon les chiffres, il va se rendre!!!)
fy =? oy =7

1° mouvement : trouver la vitesse finale :

Yy = "xo(l)2 + 2“;(1)(’5(1) - xO(l)) = (V)2 = (0)2 + 2(3)((1 00)_ (0))

= v
v=t245 = v =245 m/s| (acc. positive)

1°" mouvement : trouver le temps de parcours :

Vi) = Vaot) + ayln) = (245)=(0)+ )
= 31,=245

NNEE
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Evaluons notre vitesse en m/s :

v, =54 km/h = oy —s4 kM, 1000, 1h 1 min
h k  60min 60 sec

Voici la représentation graphique de la vitesse v _en fonction du temps de 1’autobus pour les trois
accélérations a, différentes :

v, (m/s)
Déplacement total : 15

Ax=210 m

0

e ‘
3s T 5s

Evaluons I’aire sous la courbe du graphique pour les régions i, ii et iii :

Aire d’un triangle Aire d’un rectangle Aire d’un triangle
Ax, =%(3*15)=22,5 m Ax; :(T*IS):IST Axy :%(5*15):37’5 m

Evaluons le temps T a partir de ’aire sous la courbe et du déplacement total Ax :

Ax = Ax, + Ax, + Ax; = Ax=(22,5)+(057)+(37.5) (Remplacer Ax,, Ax, et Ax,;)
= Ax =60+15T (Simplifier)
= (210)=60+15T (Remplacer Ax =210)
= (Isoler T)

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 2
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2" mouvement : trouver le temps de parcours :

1 1
x()(z) = xo(z) + V,m(z)t(z) + Eax(z)t(z)2 = (200) = (1 00)+ (24’5)t(2) + E(_ 2)t(z)2

= —ty) +245,-100=0

Nous avons une équation du 2™ degré a résoudre :
—b++/b* —4ac —(24,5)+ /(24,5 —4(~1Y~100)
I T e o)

24,5++200

t Premier temps
= 1y =f18,193) = [1,)=5I8s

mouvement : trouver la vitesse finale :

2iéme

Vi) = Vaol2) T A2)(2) = v =(245)+(-2)5.18)
-

Répondre aux questions :

(a)  Letemps de parcours est: ¢ =1+, = (8.17)+(5.18)=13,35 s

(b)  Lavitesse finale est : V) =14,1 m/s

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 4
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C’est un départ. Nous avons une équation du 2™ degré a résoudre :

Mouvement 1) Mouvement 2) v = —b++lb” —4ac N po =2 (-10)+ \/(— 10)° - 4(0,125)(128)
a,, =4 m/s’ ., =0 m/s’ 2a 2(0,125)

Veoy =0 m/s Vi) = Vi N v = 10++/36

Vi) = Vac V) = Vae (accélération nulle) 0,25

Xo =D, X, =128 m ’

ty =t toy =t = Ve =16, 64 (Vitesses admissibles)

Puisque nous avons résolu une équation du 2™ ordre, les mathématiques ne tiennent pas compte du

ici équati : . 5 Ao ps . . .
Voici nos équations signe de ’accélération. Nous garderons pour cette raison la vitesse de 16 m/s, car elle est plus logique

tgy t1o =10 = t, +t, =10 (eql) avec notre situation. Pour atteindre 64 m/s avec notre accélération, il faut :
_ 1 2 D*1(4)2*2 2 b) v =v,+a.t = Z=L=ﬁ=l6s
X1y = Xoay T Ve 7LEam)t(l) = 175 =21 (eq2) x0T a, 4
V) = Vaory + ety = Ve = (4)t1 =44 (eq3) = temps maximum est de 10 s, donc vitesse invalide.
2
*a) = Xo) T Vaoole) Eaﬂz)t@ = 128=D; +v,ct, (eqd) Ainsi, nous avec une vitesse :

Nous avons 4 équations et 4 inconnus : -

Solution pour évaluer le temps d’accélération a 1’aide de I’aire sous la courbe :

eq2 dans eq4 = 128 = 2t12 + V., (eq5)
vl(
2 Ve =4u
v
eq3 dans eq5 = 128= 2( — ] +V.oty —
4 - 4 :
v 2 e a =4 : i
= 128=+y 1, (eq6) ¥ ‘ }
8 | Axtoti—xl = 128 3
v 2 :
eql dans eq6 = 128:%+vx(‘(10_tl) ? ? R
y 2 u 10—u !
= 128:%+10vw -Vt (eq7) .
%
Ax = aire triangle + aire rectangle = 128 =121 (10— u)*4u
v v
eq3 dans = 128==+10v, —vxc(fj = 128=2u" +40u—4u’
b2 p 2 = —2u” +40u—128=0
128 =25 +10v,, — =
= < Ve 4 = u={4,16}
= |0a2sv,” ~10v, +128=0) = Choisirds.
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Chapitre 1.8b — Le MUA a deux mobiles

Mouvement a deux mobiles

Un mouvement a deux mobiles consiste a étudier le mouvement de
deux objets simultanément, mais individuellement. Chaque objet A et
B aura ses propres équations du mouvement

xA(t/\) > VxA(tA) et xB(tB) > VxB(tB)

pour décrire son mouvement, mais ces équations seront reliées par
certains critéres. é =

.. . https:/www. nceabris.com/278-cam ort-
Par exemple, une collision aura lieu lorsque > -voitur —en-bois-metal-ou-
toile-tendue
Xp = Xp Pour faire la cinématique de deux voitures,
il faut utiliser une équation du mouvement

au méme moment pour chaque voiture.

Situation 5 (Chapitre 1.6) : Béatrice double un camion. Un camion roule a la vitesse constante de
90 km/h. dans la voie de droite de ’autoroute. Béatrice roule a la méme vitesse dans la voie de gauche,
100 m en arriére du camion (on ne tient pas compte de la distance latérale). A ¢ =0, Béatrice se met a
accélérer a 1 m/s*. On désire déterminer a quel instant ¢ la voiture de Béatrice sera 50 m en avant du
camion et quelle sera sa vitesse a cet instant.

Evaluons la vitesse en m/s et les données de base :

km 1000 1h 1 min
* * *

90 km/h =90 —*—— - =25 m/s

h k 60 min 60 s
Camion : (C) Voiture de Béatrice : (V)
Xco =0 m  (camion a ’origine a ¢ = 0) Xyo =—100 m (100 m derri¢re le camion)
Yo =X Xy =x+50 (50 m en avant du camion)
Vico =25 m/s Ve =25 m/s
Ve = Vo =25 m/s Vi =V
ac =0 rn/s2 a.y =1 m/52
to=t ty =t
P.S. x:position du camion apres ¢ secondes
Evaluons 1’équation de la position du camion (C) a I’aide du MUA :
X=Xy Vot + %axt2 = (xc)=(0)+(25) + %(O)z2 (Remplacer x,,v, et a,)

= (Position du camion)

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 1
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Situation 3 : Face a face. Deux voitures jouet téléguidées se déplacant le long de 1’axe des x foncent
I’une vers I’autre : la voiture A se déplace a 5 m/s dans le sens positif et la voiture B se déplace a 3 m/s
dans le sens négatif. A ¢ =0, les voitures sont séparées de 16 m et elles se mettent & freiner a 1 m/s*.
On désire déterminer s’il y a collision et le cas échéant, a quel instant ¢ elle se produit. (On suppose
bien siire qu’une fois qu’une voiture s’arréte, elle demeure arrétée.)

Représentation graphique des conditions initiales : € Ten — 3
Voiture A Voiture B Yioa Vion
a,=-1ms’ a,=1ms’

Vs =5 m/s Vs =—3 m/s a E s A
| | >
Xy, =0 m Xop =16 m I T 4
m
0 16 x(m)
S’il y a collision : X, =Xz, =X (les voitures se retrouvent)

S’iln’y apasdecollision: v =v,=0 (les voitures s’immobilisent)

Afin d’éviter les erreurs de logique physique dans le probléme (une voiture recule), calculons quelques
¢éléments préliminaires :

1) Temps immobilisation

v, -V 0)—v v
V.=V tal = b = % = ( ) 20 = Linm =——=
V aY aX al(
. Y 5
Voiture A : timmA:—ﬂ:—Q=5 s = g =58
a«\' (_1)
. v -3
Voiture B: ¢, :7ﬂ:7Q:3 s = t =35
imm B a 1 imm B

x
2) Distance de parcours avant immobilisation

1
=X+ V,olinm T 74,1

1
X=X, +Vx0t+5a,t = X, x0%imm 9 imm

imm

+—a,t

VOIMIE AL X, , =Ty + Vi + 30ty - = O+ OSSN = [y, , =125 ]
Voiture B: x =x, vt +%awtimm 2 =(16)+(- 3)(3)+%(1)(3)2 =[x, =115 m]

Conclusion :

A 0>125en 5 s » Il y a strement une collision, car il y a croisement dans
les positions.
» La voiture B sera peut-étre immobilisée lors de la

B: 16 >11,5¢en 3 s ..
collision.
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Evaluons 1’équation de la position de la voiture de Béatrice (V) a I’aide du MUA :

x=x, +vX0t+%axt2 = (x)= (—100)+(25)t+%(1)z2 (Remplacer x,,v,, et a,)

=[xy =-100+250+0.5¢°] (Position voiture de Béatrice)

Remplagons la position finale du camion x,. et la position finale de la voiture de Béatrice x,, par leur
expression définie auparavant :

X=X xe =251 = @
xy =x+50 : x, =100+ 25¢ +0,5¢> = (x+50)=-100+25¢+0,5>
= |x=-150+25405°]  (2)

Egalisons la position x du camion introduite dans les deux équations de position (1) et (2) puis isolons
le temps 7 :

M =@ = 25t =150+ 25¢+0,5¢° (Egalisation de la variable x)
=  0=-150+0,5¢ (Simplification)
= 300 =¢* (Isoler ¢*)
= t==%+300 (Isoler 7)
=

(Evaluer ¢, temps physique)

Evaluons la vitesse de la voiture 4 17,3 s :

v, =v,+at = v, = (25)+ (l)(17,3) (Remplacer valeurs numériques)

= v, =423 m/s (Evaluer v,)

Evaluons la vitesse en km/h :

1k 60s 60 min
* *

423 mis=423 T« =1523 km/h
s 1000 1 min 1h
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 2

Note de cours rédigée par Simon Vézina

Puisque c’est la voiture B qui s’immobilise en premier, é¢valuons la position de la voiture A au
moment ou la voiture B est immobile :

X=Xy +V,t+ %axt2 = X, =Xo,+Vooy (t‘mm 5 )+ %am (timm 5 )2 (Reformulation)
= x, =(0)+(5)3)+ %(— 1)3) (Remplacer valeur num.)
= (Evaluer x ")

A 05105 en 3 s » Il manque 1 m a la voiture A pour atteindre la voiture B.

B: 16115 en 3 s » La collision sera effectuée avec la voiture B immobile.

Puisque la position d’arrét de la voiture B est le lieu de la collision, on peut évaluer le temps avant la
collision :

X=X, +V,l+ %axt2 = X, = Xos FVios (oot )+ %am () (Reformulation)
= (11,5)=(0)+(5),, + %(— 1), (Remplacer valeur num.)

=  0=-115+51,,-05t,’ (Bvaluer x,)

Nous avons une équation du 2'°™ degré & résoudre :

[12 _ 2 _4(— _
t= —bENb” —4ac N t = ()£6) ~4(-05)-115) (Remplacer a, b et ¢)
2a 2(-0.5)

5442

col 1

= t

(Simplification)

= t= {3,59 ) 6,41} (Deux solutions)

= (Choisir le 1" temps)

Voici une représentation graphique de la situation :

Dy Aep Den
€ v, ( v, ( v, impossible
0A 3A _::9;\ /
— B o 2 T = a
A = e e o
1,=0s =33 4L=39s , _; v
A A = A 3 B
o o o =¥
ty=3s t;, =0s
: o | —
0 10,5 11,5 12,5 16 X(m)
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Exercices

Un chauffeur impoli. Un chauffeur d’autobus ferme la porte au nez de Béatrice, démarre et
accélére a 1 m/s®. Prise au dépourvu, Béatrice reste immobile pendant 2 secondes, puis elle se met &
courir a la vitesse constante de 5 m/s pour rattraper 1’autobus. Quelle distance doit-elle parcourir pour
rejoindre la porte de 1’autobus et faire une grimace au chauffeur?

1.8.15 Le délai maximal. Considérez de nouveau la situation de I’exercice [1.8.2: Un chauffeur
impoli. Si Béatrice reste immobile pendant trop longtemps, elle ne pourra jamais rejoindre la porte de
I’autobus. Quelle est la durée maximale pendant laquelle elle peut se permettre de demeurer immobile?

Solutions

Un chauffeur impoli.

Autobus Béatrice

a, =1 m/s’ a, =0 m/s’

Vs =0 m/s Vg =35 m/s

V=V m/s Vi =5 m/s

Xy, =0 m x, =0 m

x, =X m Xz =X m (X : position de rencontre)
Relation dans le temps : t,=2+t, (Béatrice part 2 secondes plus tard)

P.S. Puisque Béatrice débute son mouvement a ¢, =0, alors ’autobus aura déja bougé pendant 2
secondes lorsque Béatrice débutera sa course (2 secondes de retard).

Equations :
Autobus : Xy =Xos tViouls +%axAtA2 = (X):(O)Jr(o)t,q +%(])ﬁ42
= |Xx=05
Béatrice :  x, = x, + v, + %aw,; = (0)=(0)+(), + %(o);;
= X =5t
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 5
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Equations :
Autobus : X, =xM+\/x04t‘4+%amt/{2 = (X)=(O)+(0)t/4+%(l)z‘/42
= |X=05
Béatrice:  x, = x, + vy, + %awt,,z = (0)=(0)+(), + %(o)t,,z
= X =5,
On égalise les deux équations et 1’on utilise la relation dans le temps :
0,5t,” = 5t, = 05, -5t,=0
= 05, -50,-5)=0
= 051, °-5t,+55=0
Nous avons une équation du pieme degré a résoudre :
. —bxb* —4ac -, —(=5)£+/(=5)* - 4(0,5)59)
4 2a 4 2(0,5)
= t,=5+~425-108
Pour avoir une valeur réelle de temps, il faut que :
§<25
Evaluons la valeur limite lorsque S = 2,5 et 4/25-105 =0 :
1,=5+425-10§ = t,=5+0
=
Essayons ce temps d’attente dans nos équations du mouvement :
Autobus: X =0,5¢,> =0,55)° =12,5 m
Béatrice: X =51, =5(¢, —8)=5(5-2,5)=125 m
Nous vérifions ici que le temps limite d’attente est de :
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 7
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On égalise les deux équations et 1’on utilise la relation dans le temps :
0,5t =5t, = 05, -5,=0
= 05, -50,-2)=0

= 05, -5,+10=0

Nous avons une équation du 2'°™ degré a résoudre :

_ —bx+b* ~dac I —(=5)£+/(=5) -4(0,5)10)
- 2a T 2(0.5)
= t, =5+45

= |t,=176,724

Avec la relation du temps ¢, =2 +1¢,, évaluons le temps associé a la course de Béatrice :

t,

t, =076, 724 = 241, =076, 7,24} (Remplacer ¢, =2+1,)

= |t,=1076, 524 (Isoler 7,)

Béatrice posséde deux moments pour faire ¢a grimace. Le premier temps sera :
ty =0,76 s

Ainsi, elle doit parcourir :

X =51, = X =5(0,76)

»

1.8.15| Le délai maximal.

Autobus Béatrice

a, =1 s’ a, =0 ms’

Vi =0 m/s Vi =5 m/s

v, =v m/s vy =5m/s

X0, =0 m X =0 m

x, =X m Xz=X m (position de rencontre)

Relation dans le temps : t,=S+t, (Béatrice part S secondes plus tard)
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Chapitre 1.10 — La chute libre a 2 dimensions

La nature vectorielle de la vitesse en chute libre

Analysons la cinématique de trois billes lancées de la fagon suivante :

1) Une bille A et une bille B sont lancées

A horizontalement avec la méme vitesse initiale
(mouvement horizontal).
Bo o R sC . . .
| o ° 2) Lorsque la bille B quitte la surface horizontale, on
o ° laisse tomber la bille C avec une vitesse initiale
| nulle (mouvement vertical).
=] o
| R o Conclusion :
1) Les mouvements selon 1’axe x de la bille A et B
I y o o sont identiques, car ils possedent les mémes
I vitesses initiales.
X
o o 2) Les mouvements selon 1’axe y de la bille B et C

initiales et les mémes accélérations.

¢ On réalise qu’un mouvement selon 1’axe x n’influence pas le mouvement selon I’axe y et vis-versa
dans la chute libre.

¢+ Pour résoudre un probléme de chute libre en deux dimension, il sera important de décomposer la
vitesse en deux parties : selon ’axe x (v, ) et selon 'axe y (v,)

« Une situation de chute avec résistance de 1’air est beaucoup plus complexe a analyser, car la
résistance dépend de la vitesse ce qui « couple » les équations du mouvement.

Chute libre a deux dimensions

La chute libre a deux dimensions est un mouvement uniquement sous ’influence d’une gravité
constante dont le mouvement vertical selon I’axe y est indépendant du mouvement horizontal selon
I’axe x. L’accélération selon 1’axe y est orientée vers le bas et 1’accélération selon 1’axe x est nulle :

v, =0
y(m)“ VOIZMOF};:

I’axe x (m/s?) \ _
VxO la \\ vx - VxO
y

a, : Accélération verticale dont

a, =0 ¢ a,=-g

ou a. : Accélération horizontale selon

I’axe y est positive vers le haut (m/s?).

g : Accélération gravitationnelle (m/sz).

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 1
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Décomposition de la vitesse

Considérons un objet ayant une vitesse de module v orientée vers le haut a un angle @ par rapport a
I’horizontale :

v %
A vy ou vy A
X vx

On peut décomposer la vitesse selon I’axe x et I’axe y de la fagon suivante :
v, =vcos() et v, =vsin(8)

Relation du module de la vitesse: ~ v? =v,* + vJ,2

Situation 1 : Une balle au bord du gouffre. Une balle glisse a 6 m/s sur une surface horizontale sans
frottement située a 10 m au-dessus du sol. Lorsqu’elle atteint le rebord de la surface, elle se met a
voyager en chute libre. On désire calculer (a) son temps de vol et (b) la distance horizontale
parcourue pendant la chute.

‘ sont identique, car ils possédent les mémes vitesses

Situation X : Les joies du lance-balles,
prise 1. Un lance-balles projette une balle L S
a une vitesse de module v, =10 m/s selon ~ af\ AN
un angle de 6, =60° vers le haut par
rapport a I’horizontale. Au moment ot la  ; I
balle sort du lance-balles, elle est a 1 m
au-dessus du sol.

En retombant, elle frappe le toit d’un camion a 2 m au-dessus du sol. On désire calculer (a) le temps de
vol de la balle, (b) la hauteur maximale H de la balle par rapport au sol et (¢) I’angle o que fait la
trajectoire de la balle avec I’horizontale lorsqu’elle frappe le toit de camion.

Données de base : (Situation du lancée de la balle dans le camion)

Selon I’axe y Selon I’axe x
a,=-98 m/s? a =0
v, = vy sin(0) = (10)sin(60°) = 8,66 m/s | V.o = v, cos(@) = (10)cos(60°) =5 m/s
v, =? v, =?
!

Yo=1m % =0
y=2m x=?

Selon I’axe x et y

=?

Evaluons le temps de vol de la balle avec I’équation de la position du MUA :

Y=Yty b+ %a},t2 = (2)=(1)+(8,66) + %(— 9,8)* (Remplacer valeurs num.)

= |49 +8661-1=0| (Caleul et réécriture)

Evaluons la solution au polyndéme du 2™ degré :

—b++b* —4ac = (8,66)£4(8,66)" —4(-4,9)-1)

=7 T = t= Remplacer a, b et ¢
2a 2(~4,9) (Remp )
+.4/55,4
= t= 8’6697855’ (Simplification)
= ={12, 1,64 (Deux solutions)

= (a) (Choisir le 2™ temps)
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Voici les données de base de la situation :

Selon I’axe y Selon I’axe x Selon I’axe x et y
a, = -9.8 m/s’ a, =0

V=0 ¥, =10 m Ve =06 m/s X, =0 =2

v, =? y=0 v, =7 x=7?

Evaluons le temps de vol avec I’équation de la position du MUA :

V=YVt + %a},t2 = (0)=(0)+(0)+ % (-9.8)* (Remplacer valeurs num.)

= 497 =10 (Calcul)

= t=%143 s (Evaluer la racine)
- ®

Evaluons la distance horizontale parcourue : (puisque x, = 0, alors x est égal a la distance parcourue)

(Choisir le temps positif)

X=Xy Vol + %av‘t2 = x=(0)+(6)+ %(O)t2 (Remplacer x, =0 et a, =0)
= X =6t (Calcul)
= x=6(1,43) (Remplacer ¢ =1,43 s, temps de parcours)

= (b) (Calcul)

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 2
Note de cours rédigée par Simon Vézina

Evaluons la hauteur maximale atteinte par la balle avec le critere v, =0 :

vy2 = vy_o2 +2a, (y=,) = (O)2 = (8,66)2 +2(-9.8)y - (1)) (Remplacer valeurs num.)
= 0=946-19,6(H)

= ®) (Isoler H)

Evaluons la vitesse de la balle avant le contact avec le camion :

(Calcul et remplacer y = H )

Vitesse finaleenx: a, =0 = v, =v,=5m/s (Pas d’accélération)
= (Vitesse en x)

Vitesse finaleeny: v, =v ,+at = v, = (8,66)+(~9,8) (Remplacer v, et a,)
= v, =866-938(164) (Remplacer ¢ =1,64 s)

= v, =-7,41 m/s (Vitesse en y)

A partir de la notion de tangente, évaluons 1’angle d’arrivé de la balle :

(Isoler &)

(Remplacer v, et v, )

(Calcul)
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Exercices

Référence : Physique 1 — Mécanique, Harris Benson. P111 E17, section 4.2

Un ballon de basket-ball est lancé a 45° par rapport a I’horizontale. Le panier se trouve a une distance

horizontale de 4 m et a une hauteur de 0,8 m au-dessus du point ou on lance le ballon. Quel est le

module de la vitesse initiale requise pour atteindre le panier?

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A
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Solutions

Référence : Physique 1 — Mécanique, Harris Benson. P111 E17, section 4.2

Données de base :

Eny:
a,=-98 m/s’

Vi =V sin(&) =V, sin(45°)
Yo =0m
y=08 m

Equation en x :

1
X=X+ Vol +§axt2

Equation en y :

1
Y=y, + vy_ot +5ayt2

=

Enx:

a, =0 m/s’

Vo=V cos(é’) =v, cos(45°)
X, =0 m

x=4 m

(4)=(0)+ (v, cos(as*)y + (0)°

4 = v, cos(45°) t

4

t=—— temps de vol
v, cos(45°) (temp )

(0.8)= (0)+ (v, sin(45°)) + %(_ 9.8)>

0.8 = v, sin(45°) + 4,97

On peut remplacer le temps trouvé en x dans 1’équation en y :

2
08=v,sin(45°) +-491> =  08=v,sin(45° 4 -49 4
v, cos(45°) v, cos(45°)
%
= 08=dtn(as?)- 2210
v, cos (45°)
P
v, cos?(45°)
P . ¥ B
v, cos?(45°)
- S 78,4 _
" 32c0s’ (45°)
= v, =%7,0 m/s
>
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Chapitre 1.12a — Le mouvement circulaire
et ’accélération centripéte

Accélération dans un mouvement circulaire

Un mouvement circulaire uniforme (MCU) est un mouvement dont le module de la vitesse est
constant, mais dont I’orientation change perpétuellement pour former une trajectoire circulaire.
Analysons 1’évolution de I’orientation de la vitesse d’un objet effectuant un MCU :
Module de la

vitesse v

constant

Trajectoire
circulaire

Centre de la
trajectoire
circulaire

Puisque le module de la vitesse v ne change pas, mais qu’il y a réorientation perpétuelle de la vitesse,
alors il y a une accélération a. On remarque que le module de I’accélération est constant, mais qu’elle
est toujours orientée vers le centre de la trajectoire circulaire :

_> : vitesse (V)
= :accélération (q )

: variation de la
vitesse ( Av = aAt)

Conclusion : Un MCU nécessite une accélération a pointant toujours vers le centre de la trajectoire
circulaire.

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 1
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Une trajectoire rectiligne en forme de cercle

Lorsqu’on étudie le déplacement d’un objet le long d’une trajectoire courbée, on peut mesurer le
déplacement a I’aide d’un axe x rectiligne épousant la forme de la trajectoire. Si le mouvement le long
de la trajectoire courbée est uniformément accéléré, alors nous pouvons alors utiliser les équations
du MUA.

Axe de
mesure x

Trajectoire

Trajectoire

circulaire circulaire
Axe de
=> mesure x

La période d’un MCU

La période d’un MCU est le temps requis pour effectuer un tour complet de la trajectoire circulaire
a vitesse constante. La période dépend du rayon r de la trajectoire circulaire et de la vitesse constante v
le long de la trajectoire :

2y

T = / )

v i 4 "

ou T : La période du MCU (s) ‘ ‘/7
r : Rayon du MCU (m) ‘7\ ~h - ‘

v : Vitesse du MCU (m/s)

Preuve :

Puisque le mouvement le long d’un MCU peut étre analysé comme étant un mouvement a une
dimension, utilisons les équations du MUA pour analyser le temps requis pour effectuer un tour
complet de la trajectoire circulaire a vitesse constante :

1 Lo
X=X, +V,t+ Eaxt2 = X=Xy + Vot (Acc.le long de la trajectoire nulle, a, =0)
= X=Xy =Vt (Isoler x —x,)
= 2zr)=v,t (Trajectoire circulaire :x —x, =27 r)
= t= 2zr (Isoler t)
Vyo
2rr
= T="-— [ ] (Remplacer t=T etv ,=v,)
v
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Accélération centripéte

L’accélération centripéte a. est le nom que porte I’accélération permettant a un objet d’effectuer
une trajectoire circulaire de rayon r a vitesse constante v. Cette accélération de module constant est
toujours orientée vers le centre de la trajectoire circulaire :

v { _ _ = o i
ac. =— { .aC‘TV %ac ;
r . ,'
ou a.: Accélération centripéte orientée vers le centre de la trajectoire circulaire (m/s?)

v : Module de la vitesse de I’objet le long de la trajectoire circulaire (v L a. ) (m/s)
r : Rayon de la trajectoire circulaire (m)

Preuve :

Approximons un mouvement circulaire comme étant un
mouvement a vitesse constante v suivit d’'un mouvement a
accélération constante a. tel qu’illustré sur ce schéma ci-

contre. Appliquons le théoreme de Pythagore afin d’évaluer
une relation entre nos distances », d et x :

(r + x)2 =r’+d? (Théoréme Pythagore)
= rP+2xr+x> =r*+d* (Développer carré)
= 2xr+x° =d* (Simplifier )
2 2
= Xt = a (Diviser par 2r)
2r  2r

Remplagons la distance parcourue a vitesse constante d par le produit de la vitesse v et du temps de
parcours At afin d’évaluer la distance x = % ac A* (un MUA) :

2 2 2 2
A
+ = a = X = M - (Isoler terme x et remplacer d = vAt)
2r  2r 2r 2r
v, x* .
= X=——At"-— (Réécriture)
2r 2r
1 2 2
= x==a.At? - (Remplacer a. = v—)
2 - 2r r

Pour que le mouvement approximé converge vers le mouvement circulaire exact, il faut que le temps

de parcours Ar tende vers zéro. Dans ce cas, le déplacement de correction x a accélération constante
. 2 L, .

sera petit et le terme x/2r sera négligeable :

1 ? _ 1 ?
x=faCAt2—x— = lim x = —a At’ ou ac =X u
2 2r At—0 2 - %
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La fréquence

De fagon générale, la fréquence est le nombre de cycles complets (tours complets pour le MCU)
effectués en une seconde. Puisque la période mesure le temps pour effectuer un cycle complet
(secondes/cycle), la fréquence sera I’inverse de la période (cycles/seconde) :

1
Ie7

ou f :La fréquence (s™' ou Hz)

T : Lapériode (s)

Situation 1: En orbite autour de Mars. La sonde Mars Reconnaissance Orbiter est en orbite
circulaire autour de la planéte Mars a 280 km d’altitude. Le Rayon de Mars est égal a 3400 km. La
sonde prend 113 minutes pour parcourir une orbite compléte. On désire déterminer (a) le module de
I’accélération centripéte et (b) la fréquence.

Evaluons la période du MCU effectué par la sonde en seconde : (1 min = 60 s)

T=113 min = T =113 min x ]60.5 = T=6780 s

min

Evaluons le rayon de la trajectoire circulaire :

=S r= (3400 x10° )+ (280 x10° ) (Remplacer valeurs numériques)

- r=3,68x10°m (Evaluer r)

Evaluons la vitesse de la sonde a partir de la période T et du rayon 7 :

r=R__+h

mars altitude

. 2r - v 2zr (Isoler v)
v T
6
- = M (Remplacer valeurs numériques)
(6780)

= v=3410 m/s (Evaluer v)

Evaluons I’accélération centripéte du MCU :
. alo) -
a.=— = a, = = a. =316 m/s a
<o < [3.68x10°) < @

Nous pouvons évaluer la fréquence f'a partir de la période 7 :

1 1

= =1,475x10"Hz| (b
T (6780) A ®

S = S
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Chapitre 1.12b — L’accélération centripéte et tangentielle

L’accélération centripéte et tangentielle
Une accélération peut toujours étre décomposée en deux orientations perpendiculaires :

Décompositionenx et y :

a, =acos() Y
a,=a sin(0) “ a X
v
Module de I’accélération : A
aX

Cependant, lorsqu’on sait que I’accélération produit une trajectoire circulaire, on peut décomposer
I’accélération en accélération centripéte () et en accélération tangentielle (a, ) :

T
(lc
[ ]

ar=y ",
H |
1 _ |
\oa !
\‘ ,’
Vitesse sur la trajectoire Vitesse sur la trajectoire
circulaire augmente circulaire diminue

1l faut remarquer que :

> Accélération centripéte a. = v’ /r permet d’obtenir la trajectoire circulaire.

» Accélération tangentielle permet de modifier le module de la vitesse v sur la trajectoire
circulaire.

» Le module de I’accélération totale a est : a= ,larz + apz

Systéme d’axe d’une translation sur une trajectoire circulaire

Lorsqu’un objet se déplace le long d’une trajectoire
circulaire, il est préférable de décomposer le
mouvement selon un axe radial 7' et selon un axe
tangentiel x qui se déplace avec [’objet tel
qu’illustré sur le schéma ci-contre.

Centre
trajectoire
circulaire
°
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Situation 2 : Rien ne va plus! On lance une bille sur une piste circulaire horizontale de 50 cm de
rayon. La vitesse initiale de la bille vaut 3 m/s. En raison du frottement entre la piste et la bille, cette
derniére s’immobilise au bout de 1,5 tours. On désire déterminer le module de I’accélération de la
bille au moment ou sa vitesse est égale a 0,9 m/s. (On suppose que la bille freine uniformément.)

Evaluons la circonférence de la piste circulaire :

C=2rxr = cC¢=22(005) = |C

Voici nos données de base lors du freinage :
x, =0 Vv, =3 m/s a, ="?

x=n,,C=15)314)=471m v =0 t=2?

tours

Utilisons une équation du MUA pour évaluer I’accélération tangentielle :

2

v =v, +2a (x—x,) = (0 =(3) +24a,((4,71)-(0)) (Remplacer val. num.)

x

Type de trajectoire avec accélération radiale
Lorsque I’accélération radiale! a, est égale a l’accélération centripéte a., ’objet effectue une
trajectoire circulaire parfaite. Cependant, si ’accélération radiale @, n’est pas égale a 1’accélération
centripéte a, la trajectoire circulaire subira une variation de rayon r.

Voici les trois types de trajectoire circulaire que 1’on peut observer lorsqu’il y a une accélération
radiale a, : (on suppose que la vitesse tangentielle est constante)

Trajectoire circulaire parfaite | Trajectoire circulaire fermée | Trajectoire circulaire ouverte

2
a,=a.=v/r a,.>ag a, <ac

~~q_—"

Lorsqu’il y a une accélération tangentielle a_, le module de la vitesse le long de la trajectoire circulaire
ne sera pas constante. Si un objet veut préserver sa trajectoire circulaire a rayon constant, I’accélération
radiale a, doit perpétuellement changer de valeur pour s’adapter aux nouvelles valeurs de
I’accélération centripéte a.. étant égale a v* /7.

Situation A : Dérapage ou pas? Une voiture prend un virage sur une portion de route circulaire d’un
rayon de 100 m a une vitesse de 20 m/s (72 km/h). Sachant que le frottement de la route sur les pneus
peut produire sur la voiture au maximum une accélération radiale a =3,6 m/s*, on désire
déterminer si la voiture effectue un dérapage dans le virage.

7' max

0=9+9,42a,

-
= 942, =-9
=

a, =-0,955 m/s’

(Simplifier)
(Isoler terme a )

(Isoler a,)

Nous avons notre accélération tangentielle : |a, = 0,955 m/s’

On peut remarque que le module de P’accélération centripéte a. ne sera pas constante, car le
freinage diminue la vitesse v. Lorsque nous avons une vitesse de 0,9 m/s et un rayon de 50 cm, nous
avons 1’accélération centripéte suivante :

2

2
A

r

a=+a. +a,’ (Module de I’accélération)

= a=+(1,62) +(0,955)  (Remplacer val. num.)

= a=188 m/s’ (Simplifier)
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Pour demeurer sur la trajectoire circulaire, la voiture doit subir une accélération centripéte égale a
I’expression suivante :

ac=v:/r = a.=(0)/(100) = 4 m/s’

Puisque le frottement peut s’adapter jusqu’a produire une accélération maximale radiale
a, .. =36 m/s’ et que l’accélération centripéte requise pour demeurer sur la route est égale a
a. =4 m/s’, la voiture va nécessairement déraper vers I’extérieur du virage :

dérapage car Ao < o et 3,6 m/s® <4 m/s’

r'max

"1 est important de noter que a, #d*r'/dt?, car cette représentation est dans un plan polaire et non cartésien. Cette subtilité
sera discutée dans le chapitre 1.12c.
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Chapitre 1.12c¢ — L’accélération en coordonnées polaires

Les coordonnées polaires

Les coordonnées polaires est un systéme d’axe permettant
d’évaluer la distance » par rapport a une origine (point de
référence) et une orientation 6 sur 360° (2x radians) dans un plan
autour de ’origine. La correspondance entre une coordonnée 22
cartésienne xy et une coordonnée polaire rf s’effectue par le
calcul suivant :

sin(6)

x=rcos(f) e y= rsin(@) ZAk

ou x : Coordonnée cartésienne selon I’axe x (x & [ o0,00]).
y : Coordonnée cartésienne selon I’axe y (y € [— oo,oo]).
r : Coordonnée polaire selon I’axe r (r € [0, oo]).

6 : Coordonnée polaire selon I’axe 6 (8 [0,27]).

Les vecteurs unitaires en coordonnée polaire

En coordonnée cartésienne, les vecteurs unitaire x et y qui
représente les orientations des axes xy sont constants (ne
dépendent pas de la coordonnée). Cependant, ce n’est pas le
cas pour les vecteur unitaires 7 et @, car Dorientation 7 de Lorsque 0=0:

};0 = éo =y

of o, =0

s X
N

I’¢loignement et de la rotation 0 dépendent de la position
angulaire 6 :

= cos(0)x +sin(6)y
ot 0=—sin(0)x+cos(0)p

>

>

ou : Vecteur unitaire de 1’axe » qui dépend de la coordonnée 6.

: Vecteur unitaire de ’axe 6 qui dépend de la coordonnée 6.

> >

: Coordonnée polaire selon 1’axe 6 (0 [0,272']).

: Vecteur unitaire en coordonnée cartésienne de I’axe x.

>

: Vecteur unitaire en coordonnée cartésienne de 1’axe y.

<>
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Variation des vecteurs unitaires en coordonnée polaire

La variation des vecteurs unitaires 7 et 6 en coordonnée polaire n’est pas nulle dans 1’espace selon la
coordonnée 6 ni dans le temps 7.

Vecteur unitaire radial 7 Vecteur unitaire angulaire 6

dr d7  dé A do do do .

— =0 —=—0 | Z-_; =77

de dr dr 40 dr dr

Preuve :

A partir des représentations de 7 et € en coordonnée cartésienne, évaluons la variation de ces vecteurs
unitaires par rapport a position angulaire 6 et au temps ¢ :

di _ d(cos(0)x +sin(6)p)

= j—; = —sin(0)x + cos(0)y

de de
= % =0 [ (Remplacer 6 = —sin(0)% +cos(0)7)
do _ d(—sin(6)% + cos(0)p) N do _ —cos(0)% —sin(0)p
de de de
L 90 ()i +sin(0))
do
g . oL (o)
= w0 -7 ] (Remplacer 7 = cos(8)x +sin(6)7)
a7 _ —d(cos(ﬁ)x +sin(0)9) = ar_ —sin(@)ﬁfc + 005(9)@5/
dt dt dt dr dt
d7 do, . . -
= o a (~sin(@)% +cos(8))
= 47 _do 6 = (Remplacer 6 = —sin(6)% + cos(8)7)
dr dr
do _ d(-sin(6)% + cos(6)) - do _ —cos(@)%fc—sin(a)ﬂj/
dr dt dt dt dr
= %:_%(cos(e)mm(a)y)
= 49 7ﬁf (Remplacer 7 = cos(6)% +sin(6))
de dr
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Le vecteur position en coordonnée polaire

Le vecteur position 7 en coordonnée y AL s 2
polaire est trés simple a écrire, car il
nécessite uniquement la distance » entre / .
l’origine ftt la p(gsitiqn représentée par 7 et )/ traf e'c':oire
I’orientation 7 qui elle comprend déja P
I’information de la position angulaire 6. / r
- y = rsin(0)
On peut fai.rf.: la Eorresponfiance entre une é Y 7 0 @ dsbut
vecteur position 7 exprimé en coordonnée trajectoire
cartésienne xy et en coordonnée polaire 70 B X
par les calculs suivants :
x=rcos(9)
En coordonnée cartésienne En coordonnée polaire
Fr=xx+yy _ .
r=rr
tel que x=rcos(d) et y=rsin(6)

Il est a noter qu’il est raisonnable d’utiliser la notation « 7 » pour désigner le concept de vecteur

position, car cette écriture respecte la convention d’écriture « A = AA » tout en représentant le concept
de position par rapport a I’origine d’un systéme d’axe.

La différence entre I’accélération en coordonnée cartésienne et en
coordonnée polaire

En coordonnée cartésienne, les vecteurs unitaires x et y sont constant dans I’espace et le temps, car
ils ne dépendent pas de la coordonnée xy d’un point. Ainsi, I’expression du vecteur accélération a
prend une forme tres simple :

dv d(d, . N d’x , d’y .,

=——(x +—= car
dr dr\dt 2y

=—>x g:d—y:()
dt de

dt  dt

a=

En coordonnée polaire, les vecteurs unitaire 7 et & ne sont constant dans I’espace et le temps, car ils
dépendent de la position angulaire 8. Ainsi, I’expression du vecteur accélération a prend une forme
plus complexe en raison de 1’application de la régle de la dérivée en chaine' lors de I’application de
Popérateur de dérivée total d/ds sur le vecteur vitesse v :

_dv d( . ) d*r . d%6 4 d7  dé
a=—=—W7+v,0)t—F+—0
drdt dt dt dr dt

! La dérivée en chaine : d(f()zi)); g(x)) _ g(x)%(th(x)d%(x)
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La vitesse en coordonnée polaire

En coordonnée polaire, le vecteur vitesse V
obtenu par une dérivée total du vecteur position 7
par rapport au temps ¢ prend la forme suivante :

V=v Fr+v,0=rr+ro0

G
ou v : Vecteur vitesse d’un objet (m/s) V/ " .ﬁ“/'

v, : Vitesse radiale selon ’axe r )'/ ‘/v' trajectoire
ou F ’

vitesse d’¢éloignement/rapprochement

de I’origine (m/s) N4 o

i ) fébut
v, : Vitesse tangentielle selon I’axe 6 trajectoire

D)
>
S~

=>
=

ou
vitesse de déplacement sur un arc de
cercle (m/s)

0 : Vitesse angulaire2 (rad/s)

Nous pouvons exprimer la vitesse radiale v, et la vitesse tangentielle v, avec deux notations :

Vitesse radiale Vitesse tangentielle
d . d
v,_:i’:—r v(,:rﬁzr—e
dr de

Preuve :

A partir de la définition de la vitesse, évaluons la représentation d’un vecteur vitesse en coordonnée
polaire a partir de I’expression de 7 en coordonnée cartésienne :

ﬁ:d—r = \7:M (Remplacer 7 =rr)
dt de

_ .dr dr d du dv

= V=rF—+r— (—ww=v—+u—r)
dr dt dx dx dx

= \7:3;’+r ﬁé (Remplacerﬂ—%é
dt dt de dt

= V=rF+r00 ] (Notation:i"=ﬂ et9=%)
dt dr

% On utilise également la notation @ = @ pour désigner la vitesse angulaire.
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L’accélération en coordonnée polaire

En coordonnée polaire, le vecteur accélération a obtenu

par une dérivée total du vecteur vitesse vV par rapport au y

temps ¢ prend la forme suivante : x|
5/

Vo
hoo—"
fin

A/J trajectoire
(1) + (64 260)0 Rl

A

S

a=a,r+a,0

[Z5 A
. o At > : 2 D A
ou a : Vecteur accélération d’un objet (m/s”) p) 7 0 © b
1z . . 2. .
a, : Accélération radiale selon I’axe r (m/s”) trajectoire
Aarat] : 2 X X
a, : Accélération tangentielle selon I’axe 6 (m/s”) X
. ) .3 5 Objet qui va se déplacer sur la trajectoire en
6 : Accélération angulaire” (rad/s”) perdant de la vitesse.

Nous pouvons exprimer I’accélération radiale a, et I’accélération tangentielle v, avec deux notations :

Accélération radiale Accélération tangentielle
., dr (doY i . d (dr do
=10 =— - — Ay =r0+210=r—+2 — | —
GETY e r( dr ] ¢ dr’ dr \ dr

Preuve :

A partir de la définition de I’accélération, évaluons la représentation d’un vecteur accélération en
coordonnée polaire :

a= % (Définition de 1’accélération)

t

= Zz=ﬂrr;—ﬂ) (Remplacer ¥ =7+ r66)
t

= a= d(r r) + M (Distribuer la dérivée)

dr dt
I LY L éd(re)ﬂféﬁ (iuv:vd—qu ﬂ)

dt dr dt dt dx dx dx
= ﬁ:fﬂﬂ'{%éj + éd(re)Jrré[—ﬁf] (Remplacer ﬂ:%é et %:7ﬁf)

dr de de de de  dt dt dr
= a:ff+f(éé) + é—dgtg)+r9(—9f) (Notation : 'r':%et Q:i—tg)

Effectuons une réécriture de notre expression et appliquons la régle de dérivée en chaine afin de compléter le calcul

a-ireilod) + 0% 1o 00) (Bquation précédents)

? On utilise également la notation ¢ = @ pour désigner 1’accélération angulaire.
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Trajectoire rectiligne a vitesse constante en coordonnée polaire
En coordonnée cartésienne, une trajectoire rectiligne en deux dimensions s’exprime grace aux
conditions
X=cst,X=0 et y=cst, =0
ce qui permet d’obtenir

a=0cet v=vi+v,j.

En coordonnée polaire, une trajectoire rectiligne en deux dimensions s’exprime grace aux conditions
it =ro’ et ro =276

car

a=ai+a,0=F-r0?)i+(rd+2:6)
et nous voulons
a, =F-rf* =0 et a, =rf+2/0=0
ce qui permet d’obtenir
/= nonconstant et € = non constant .
Ainsi, la coordonnée polaire n’est pas bien
adaptée a résoudre mathématiquement
cette trajectoire car
si
rTeto?l,
alors
iTetdd.

LAy A

Objet en mouvement a vitesse constante.
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= G=ir+700 + P 0-r6*r (Réécriture)
= a‘:‘r‘r‘+r’49'éfr6'2f+[éﬂ+rd—9]§ (iuv:vd—qu ﬂ)
dt dt dx dx  dx
= ﬁ=fﬁ+i6‘é—r6‘2f+(i9+r§)é (Notation : fz%eté:%f)
= G=if+2r00—r6 7 +roo (Regrouper i@é)
= a= i"—r@z)f+ (ré+2f9)é ] (Regrouper 7 et 0)

Trajectoire circulaire a vitesse constante en coordonnée polaire autour
de I’origine

En coordonnée polaire, une trajectoire
circulaire en deux dimensions autour de

I’origine (‘f‘=cst) dont le module de la

vitesse est constant s’exprime grace aux
conditions

F=0,7#=0 et O=cst, =0

ce qui nous donne

G=-rb*F et v=r60 .
origine

L . . system
A11,151, la coordon{lee ‘polalre: est Laxe 10
adéquatement adaptée a résoudre
mathématiquement cette trajectoire, car les
modules de 1’accélération et de la vitesse sont Objet en mouvement circulaire 4 vitesse constante
constants autour d’une origine.
Note de cours rédigée par Simon Vézina Page 6

L’accélération centripéte et I’accélération de Coriolis

Dans I’expression de 1’accélération en coordonnée polaire, nous retrouvons deux expressions ayant un
effet sur I’évolution dans le temps des coordonnées 76 :

a=ai+a,0=i-r0®);+(r6+270)

Accélération centripete Accélération de Coriolis

2
- 1%
2
a.=r0> =" .
r ac,, =210

ou v, =rf

Pour évaluer I’évolution des coordonnées 76, nous devons déterminer 7 et 6 et non simplement a, et

a,,car a, #i et a, # 6 ce qui nous donne

. o a, - 270
i=a, +r6’ et 0=—20——-
-

Accélération centripéte : a,. = r6”

Cette accélération est un effet de la vitesse tangentiel sur le déplacement radial d’un objet. Pour obtenir
une trajectoire circulaire a rayon constant (7 =# =0), I’accélération radiale a, se doit d’étre égale au
module de ’accélération centripéte a et étre orientée vers le centre du cercle (I’interprétation du signe
négatif) :

a, =—a. = —r6? = =0

= trajectoire a rayon r =cst si 7 =0

Accélération de Coriolis : a,, = 2/0

Cette accélération est un effet observable uniquement si le mouvement s’effectue sur un cercle dont le
rayon r change dans le temps (7 # 0). Sur Terre, la rotation de celle-ci permet d’obtenir un terme
6 #0. Lorsqu’un objet est en orbite a rayon r=cst, il n’y a pas d’effet de Coriolis. Cependant,
lorsqu’un objet chute sous 1’effet de la gravité, le rapprochement de celui-ci vers le centre de la Terre
implique 7##0 et #=—g+r@” ce qui donne une valeur &  # 0 méme s’il n’y a pas d’accélération
a,. Un objet tombe ainsi légeérement a coté de son point de chute prévu méme si celui-ci tourne a
vitesse angulaire & avec la Terre, car la valeur de & # 0 décale le nouveau point de chute par rapport a
I’ancien point de chute.
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Chapitre 1.13 — La dérivée en cinématique
La dérivée
En mathématique, on définit la dérivée d’une fonction f(x) tel que

_df) o flaran)- 1)

F'==g = lim A

ou f'(x) correspond a la fonction qui évalue la pente de la tangente en tout point de la fonction f (x)
Exemple graphique :

La pente bleu au point rouge x =5 est Y
évaluée a 1’aide de la dérivée de la fonction £1(5)

f(x) etestégalea f'(5).
S x
Exemple numérique :

. ) A la coordonnée x =4, la valeur associée
Soit  f(4)=7 et f'(4)=2

est 7 et la pente a cette coordonnée est 2.

La vitesse et I’accélération a I’aide de la dérivée

Nous avons donné la définition suivante a la vitesse et I’accélération :
x(t+At)—xlt v(t + At)—vlt
V() = lim 2t +80 -] et a, ()= im UGZLELD
At—0 At Al—0 At

Grace au calcul différentiel, on peut maintenant utiliser la définition de la dérivée et donner les
définitions suivantes a la position, la vitesse et a 1’accélération :

Situation A : Une planche & roulettes sur un plan incliné : calcul avec dérivée. A partir de
I’équation de la position x(¢) = —0,25¢* +¢+1,75 associée au mouvement de la planche a roulettes de
la situation 3 du chapitre 1.3, on désire évaluer (a) ’équation de la vitesse v, (t) et (b) ’équation de

Iaccélération a (r).

La position : x(2) unité : [x(¢)]=m

La vitesse : v.(t) = % unité : [v, ()] = m/s
2

L’accélération : a. ()= % = ddjy) unité : [a, (1)] = m/s®

N.B. Les fonctions de la vitesse et de ’accélération peuvent étre évaluées efficacement si 1’on
connait la fonction de la position en fonction du temps, car elles peuvent étre obtenues a partir
de ’opération de la dérivée.

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 1
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Maximisation et minimisation

Dans plusieurs problémes de cinématique, il est intéressant d’évaluer des valeurs extrémaux (maximum
et minimum). Pour évaluer un extrémum, il faut connaitre 1’agent qui fait varier le paramétre que 1’on
veut maximiser ou minimiser. L’agent qui fait varier la position est la vitesse et I’agent qui fait varier la
vitesse est I’accélération. Pour ce qui est de ’accélération, 1’agent ne porte pas de nom particulier.

Pour maximiser ou minimiser un parametre (position, vitesse ou accélération), il faut que leur agent
de variation soit nul (égal a zéro).
Exemple : Un objet atteint une hauteur maximale lorsque sa vitesse est nulle, car 1’objet ne peut pas

gagner d’altitude s’il ne posséde pas de vitesse vers le haut.

Voici un tableau qui résume les conditions a satisfaire afin de maximiser (max) ou minimiser (min) la
position, la vitesse ou ’accélération :

Paramétre a maximiser ou . e B rere( el B
L Notation Condition a satisfaire
minimiser
.\ dx
Position Xoax OU X0 v.()=——=0
dt
. dv
Vitesse V. nae OU Vi a‘,(t): x =0
dt
e . da
Accélération’ Ay O A J. (t)= dtx =0
Procédure :
1) Evaluer les temps qui permettent de 4
satisfaire la condition de maximisation x(m) N max
ou de minimisation. X max --

2) Choisir le temps qui correspond a la ~N
situation physique a résoudre. Linin 5

; tl tmax ._\IZ t(s)
3) Evaluer le paramétre a maximiser ou
Ximin v Fmin

minimiser a [’aide du temps choisi
approprié.

o: Tempsou v, =dx/d¢t =0

v,=0 = E= {1 b b £

12 “min >

min

X = X(t=1,4)

Xp = X(=1,,.)

max

! La dérivée de I'accélération porte le nom de « jerk » avec la notation «j». Ce concept est utilisé en ingénierie pour
évaluer les variations brutales d’accélération (ex : train, métro).
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(a) On peut appliquer la dérivée par rapport au temps a la fonction x(t) et obtenir v, (t) :

2
v.(t)= ? = v (t)= MJS;—M (Remplacer x(t) )

= () :i(— 0,25¢*)+ 5(z)+ 3(1,75) (Distributivité de la dérivée)
A dr dr

= v (t)=-0,25 4 (tz )+ 4 (£)+1,75 4 (1) (Factorisation des constantes)
t dr dr dr

= v (1)=-0,25(20)+(1)+1,75(0) (Evaluer les dérivées)

= |v.()=-05c+1 (Simplifier)

(b) On peut appliquer la dérivée par rapport au temps a la fonction v, (t) et obtenir a () :

at)= % = a,(t)= w (Remplacer x(t) )
t dt
d d TR i
= a(t)= P (~0,5¢)+ P 1) (Distributivité de la dérivée)
d d _
= a,(t)=-05 T (6)+ T (1) (Factorisation des constantes)
= a,(t)=-0,5(1)+(0) (Evaluer les dérivées)
= la()=-05 (Simplifier)

Voici la représentation graphique de nos trois équations du mouvement :

Graphique de x(¢) Graphique de v () Graphique de a (¢)

= 1 1
x (nf) AT I v, (m/s) A a, (mis?

22 I R R A [ T e o s T
1 5 - 5 -1
0 2 N

01 2 3 4 5, 0123 4 Sy 0123 Sy
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Exercices

Exercice A : La vitesse au 2° degré. La vitesse d’une particule est donnée par ’équation suivante en
m/s: v(t)=120% +2¢+7

a) Evaluez 1’équation permettant d’obtenir 1’accélération en fonction du temps.

b) Quelle est ’accélération a 3 secondes.

Exercice B : La fusée verticale. Une fusée avec propulseur se déplace verticalement selon 1’équation
suivante en métres par rapport au niveau du sol :

w(e)=026° +0,1¢% +5¢+2

a) A quelle hauteur est lancée initialement la fusée.
b) Quelle est la vitesse de la fusée aprées 3 secondes.

¢) Quelle est I’accélération de la fusée aprés 5 secondes.

Exercice C : La bille s’immobilise. A quel moment une bille s’immobilise si elle se déplace sur une
table inclinée selon I’équation suivante : x{t)= -2t +5¢+3

Exercice D : L’ascenseur en accélération verticale. Un ascenseur s’¢éléve vers le haut selon I’équation
suivante en métres :

yl(e)=-5t* +8t+12

Evaluez la hauteur maximale atteinte par ’ascenseur.

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 4
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Solutions

Exercice A : Le vitesse au 2° degré.

a) alt)= ddv—gt) =24t +2 b)  alt=3)=24(3)+2=74 mss’

Exercice B : La fusée verticale.
a)  y(t=0)=2m
v,(1)= dji,(t) =0,61+0,2t+5 et v (t=3)=06(3) +0,2(3)+5=11 m/s

¥

b)

a (t) _ dvy (t)

T 1,26 +0,2 et a,(t=5)=12(5)+0,2=62 m/s’

<)

Exercice C : La bille s’immobilise.

Vitesse de labille: v (t) = d:ict(t) =—4t+5

x

S’immobiliser signifie que v, =0 : v.()=0 = —4t+5=0
= 4 =5

-

La bille s’immobilise apres 1,25 secondes.

Exercice D : L’ascenseur en accélération verticale.

y

Vitesse de I’ascenseur : v, ()= dg—ft) =-20"+8

La hauteur maximale signifie que v, =0 :

v, (1)=0 =  -20°+8=0 = 204 =8
= =04 = =3/0,4

= t=0,737
On remplace ce temps dans 1’équation de la position et I’on obtient la position maximale :

y(t =0,737) = -5(0,737)" +8(0,737)+12 =
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Chapitre 1.14 — L’intégrale en cinématique
L’intégrale
En mathématique, on définit I’intégrale d’une fonction f (x) tel que

dF '
FR=[rac o =29
dx
ot F(x)est la fonction qui donne la valeur de I’aire sous la courbe de la fonction f(x) dans
I’intervalle [O..x]. L’intégrale est I’opération mathématique inverse de la dérivée.

Exemple graphique :

L’aire sous la courbe f(x) dans
Iintervalle [0..6] est ¢gale a F(6). F(6)

6x

Exemple numérique :

A 1la coordonnée x =35, la valeur associée
est 4 et l’aire sous la courbe dans

Soit f(5)=4 et F(5)=12
Iintervalle [0..5] est égale a 12.

Le théoréme fondamental du calcul

Afin d’évaluer I’aire sous la courbe de la fonction f(x)dans I'intervalle [a..5] plutét que dans
Iintervalle [0..a], on peut utiliser le théoréme suivant :

Formule Représentation graphique

he

[ /()= F(b)- Fla)

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 1
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La position et la vitesse a I’aide de ’intégrale

Nous avons donné la définition suivante a la vitesse et a 1’accélération :

vx(z):—dzt(’) et ax(t):id‘;‘t(t)

Appliquons le calcul différentiel a la définition de la vitesse et de I’accélération afin d’obtenir une
définition intégrale de la position et de la vitesse :

Intégrale de I’accélération :

a,(t)= d%t(t) =  dv()=a()d (Isoler dv_(¢))
= [av,(0)= [a,0)de (Appliquer P’intégrale de 1 =1, — 1)
1=t; t=t;
t
= w0l = Je.0d

t=t;

(Résoudre I’intégrale sur v )

t
= v (t)-v, = J‘aX (t)dt (Bvaluer intégrale, v, = v_(¢,))

1=t

Intégrale de la vitesse :

V()= d;‘—[(’) =  d(t)=v (0)dt (Tsoler dx(z))
= jdx(t) = jvx (t)dt (Appliquer 'intégrale de t =¢, > ¢)
= [0 = ij(t)dt

1=t

(Résoudre I’intégrale sur v,)

i

= x(t)fx,. = j.vx(t)dt

1=,

(Evaluer I'intégrale, x, = x(z,))

Grace au calcul différentiel, on peut maintenant utiliser la définition de 1’intégrale et donner la
définition suivantes a la position, la vitesse et a I’accélération :

1

Situation A : Une planche a roulettes sur un plan incliné : calcul avec intégral. A partir de
1’équation de la vitesse v, ()=1-0,5¢ associés au mouvement de la planche a roulettes de la situation
3 du chapitre 1.3, on désire évaluer I’équation de la position x(¢) sachant que la position a =0 est
égalea 1,8 m.

La position : x(t)-x, = va (t)dt unité : [x(¢)]=m
t=t;
La vitesse : v.()-v, = J.ax (t)dt unité : [v (¢)]=m/s
1=t;
L’accélération : a.(t) unité : [a,(¢)]=m/s?
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Situation B : Equation du mouvement d’une accélération constante. Un mobile se déplace avec une
accélération constante a,. A ¢ =0, le mobile occupait la position x, et se déplacait a la vitesse v, .
On désire évaluer (a) I’équation de la vitesse du mobile et (b) 1’équation de la position du mobile.

A partir de la version intégrale de la position, évaluons I’équation de la position. Utilisons ¢ =0
comme borne inférieure a ’intégrale, car la position est connue a ce temps :

{)-x, = :i.vX(t)dt

i

t

= x(t)=x, = [v,(r)de (Bornes: t=0—1)
t=0
= x(t)-x, = J.(l —0,5¢)de (Remplacer v (¢)=1-0,5¢)
t=0
t 1
= x)-x, = [de+ [-05rde (Distribuer Iintégrale)
1=0 1=0
= x(t)-x, = jdt -0,5 J.tdt (Factoriser les constantes des intégrales)
=0 =0

2 t
= xt)-x,=[t} - 0,5{%} (Résoudre 1intégrale sur v, )

0

= x(1)=x, =((£)-(0))-0,5 [(tz) - (OZ)J (Evaluer I"intégrale)
= x()=r-025*+x, (Isoler x(t))
= x()=r-025+(18) (Remplacer x, =1,8)

(Réécriture)

= |x()=-025+1+18

Voici une représentation graphique de nos deux équations du mouvement :

Graphique dev, () : Graphique de x(z) :
1 3 ———
v, (/s) x (m) AT
0 2
-1 1
2 0 A
0 1 2 3 4 5 ¢ (s) 0 1 2 3 4 5 ¢ (s)
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(a) A partir de la version intégrale de la vitesse, évaluons 1’équation de la vitesse. Puisque la vitesse
connue est exprimée a ¢ = 0, utilisons ¢ =0 comme borne inférieure a I’intégrale :

1 t
v(0)-v, = [a,0dt = v, (0)-v, = [a () (Bornes: t=0->1)
1=t; 1=0
= v (1)=v, = _[ax dr (Remplacer a (f)=a,)
=0
= v.()-v, =a, _[dt (Factoriser constante)
=0
= v (t)-v, =alt], (Résoudre I’intégrale)
= v)-ve=a(()-0) (Evaluer I'intégrale)
= |w)=ar+v, (Isoler v_(¢))

(b) A partir de la version intégrale de la position, évaluons I’équation de la position. Puisque la

position connue est exprimée a ¢ =0, utilisons # = 0 comme borne inférieure a I’intégrale :
t

x(t)-x, = va(l)dt = x()-x, = j.vV(t)dt (Bornes: t=0—1)

t=t; =0

= x(t)— Xy = J‘(axt +v, )dt (Remplacer v, (t) =at+v,)

t=0

t t
= x(t)—xo =a, J‘tdt+vx0 Jdt
=0 =0

(Distribuer et factoriser)

2 1
= x(t)-x, = a, {%} +V, [l]ﬁ, (Résoudre I’intégrale)
0

= x(t)-x, = a, [(12)2 - (02)2J +v,((()-(0)) (Evaluer I’intégrale)

= |x()= %a},t2 FV o+ X, (Isoler x(t))

Remarque :  On réalise que 1’on retombe exactement sur les équations du MUA.
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Résumé de la cinématique Solutions

. . . . . . . Ty Exercice A : La voiture jouet téléguidée.
Voici un court résumé des relations existants entre la position, la vitesse et 1’accélération : J 8

Position x(t) - x(t) Position A partir de I’équation de base :
t 2
\} 0 x(t)=x, = v, (e)dr = x-x = [v()d (Bornes : t=0->1=2)
e dx(r) (c)d ., IZO 5
dérivée dr IV~” )dt+x, 1ntegrale = X, =Xy = Itht (Remplacer v, (t) =2t)
1=0
\: * 2
= X, —x,=2|tdt (Factoriser constante)
Vitesse v, (1) - v, (t) Vitesse o ,;"0
2 2
v T = X, =X, =2 {t—} (Résoudre I’intégrale)
oy dv, () o 2
dérivée — .[ax (¢)dr+v,, intégrale @) _(or ¢
dt = X, =X, = ST (Evaluer I’intégrale)
\ T
= X, =X, = (Calcul)
Accélération a (1) o a (1) Accélération
On peut maintenant isoler notre position x(t =2)=x, :
Exercices X, =% =4 = =4y

=  x,=4+(5

Exercice A : La voiture jouet téléguidée. A t =0, une voiture jouet téléguidée est située & x =5 m.
Sur un intervalle de temps entre 0 et 3 s, sa vitesse est donnée par la fonction v, (t)= 2t ou v, esten =

métres par seconde et ¢ est en seconde. Evaluez la position de la voiturea =2 s.

Exercice B: La particule accélérée. L’accélération d’une particule est donnée par 1’équation
a,(t)=3t. Sachant que x, =4 met v, =2 m/s, calculez (a) I’accélération & 5 s, (b) la vitesse 4 5 s et
(c) la position a 5 s.

Exercice C : La vitesse du mobile. La vitesse d’un mobile en fonction du temps est donnée par
I’équation suivante :

v (t)=0,4t> +3¢

a) Evaluez la fonction qui permet d’évaluer 1’accélération du mobile.

b) De combien de métres s’est-il déplacé entre 1 set 3 s ?

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 5 Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 6
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Exercice B : La particule accélérée. Exercice C : La vitesse du mobile.
A partir de I’équation de I’accélération, nous pouvons évaluer I’accélération a 5's : A partir de I’équation de vitesse, nous pouvons évaluer I’équation de I’accélération :
=5)= =5)= = 2 dv (¢ 2
a,(t=5)=3(5) = |a(=5)=a,=15ms] (2 a.(0)= :{t( ) = al)- 01(0,421 : +31) (Remplacer v, (1)
A partir de I’équation de I’accélération, nous pouvons évaluer I’équation de la vitesse : )
f f =  al)= 0,4M + 3® (Distribution et factorisation)
v.(t)=v, = Ia\,(t)dt = v (t)-v,= [3tde (Remplacer a_(t)) ! dt dt
=0 =() ’
t t ‘ = a,(1)=0,4(21)+3(1) (Evaluer les dérivées)
= v(t)=v,=3|tde (Remplacer a,(¢))
0-v. Jo 0 = |a,()=08t+3| (a) (Simplification)
t
¢ . e
= Vi (’ )* Vio = 3[3} (Résoudre I'intégrale) On peut évaluer le déplacement grace a I’équation de la vitesse et la notion d’intégrale :
0 .
? ? , x(t)=x, = |v, (¢)de
= v()-v,= 3((2) - (OZ)J (Evaluer intégrale) 0)-x 2 )
3
- v (l):ét2+v (Isoler v_ (7)) = X, x1=IvX(t)dt (Borne: t=1—>1t=3)
x b X0 x 2
3
= v, ()= gtz +2 (Remplacer v, =2 m/s) = HThE I(O’4t2 +3t)dt (Remplacer v, 1))
x 2 X 1=1
3 3
On peut évaluer maintenant la vitesse 4 5 s : = Xy —x, = 0,4J‘t2 de+3 Itdt (Distribution et factorisation)
t=1 t=1
v (1=5)=2(sF +2 = |n=5)=v,=395 ms| @) ST 127
2 = X, —x = 0,4{—} + 3{?} (Résoudre I’intégrale)
A . sz . . , 57 . . . 1 1
A partir de 11 équation de vitesse, nous pouvons eYah;erl équation de la position : _ I @ i ﬁ p Q i ﬁ et gl
x(t)-x, = .fvx (¢)de = x(t)-x, = J. (Etz + 2jdt (Remplacer v, (1)) 3 X =0 3 3 b 5 Vvaluer Integrale
1=0 1=0
3 = x-x =(3467)+(12) (Calcul)
= x()-x, = %{%} +2[t],  (Résoudre I'intégrale) ]
| 0 = x; —x, =15,467 (Calcul)
= x(t)—x, == +2t (Evaluer I'intégrale)
2 Puisque nous cherchons le déplacement entre 1 et 3 s, nous avons le résultat suivant :
= x(t) = %f + 2t +x, (Isoler x(t)) Ax, ;= x;—x, = Ax,_; =15,467 m| (b)
= x(1)= %t3 +2t+4 (Remplacer x, =4 m)
On peut évaluer maintenant la positiona 5 s :
x(t=5):;(5)3+2(5)+4 =  [(=5)=x=765m (0
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Chapitre 1.X1 — L’intégrale numérique en cinématique

La cinématique numérique

La cinématique numérique a pour objectif d’évaluer une position x et une
vitesse v, a partir d’une valeur initiale de position x,, de vitesse v, et de
temps ¢,, de I’expression de I’accélération a, et d’un écoulement de temps
At. Par la suite, on effectue plusieurs itérations a partir des valeurs
calculées précédemment pour déterminer les autres valeurs de positions et
de vitesses futures. Ordinateur portable

A T’aide de la dynamique, I’équation de Paccélération a, = a_(x,v ,z) est une fonction entiérement
connue qui dépend de x et v, et ¢ et elle est obtenue a partir du concept de force F et de la 2™ loi de

Newton' (F =ma ).

Exemples :

e Chute libre verticale :

a,=-g
ou g : Accélération gravitationnelle constante (m/s?)
e Chute verticale avec résistance :
B b _ b
ay——g—;vy ay——g—;‘vy‘vy
(proportionnel a v, ) (proportionnel a vyz)
ou g : Accélération gravitationnelle constante (m/s?)

b : Coefficient de frottement (kg s, kg m™)
m : Masse de I’objet en chute (kg)

e  Systéme masse-ressort :

2
a, =-w,'x a, =—w, x——v, +—cos(w,1)
m m
(libre) (amorti-entretenu)
ou o, : Fréquence naturelle d’oscillation (rad/s) (@, =~k/m, k: constante du ressort)
b : Coefficient de frottement (kg s™)

F

ext

: Force du mouvement entretenu en newton (N)
o, : Fréquence de I’oscillation entretenu/forcée (rad/s)

m : Masse du bloc en oscillation (kg)

! La 2™ Joi de Newton sera présentée dans la section Chapitre 2.1 — Les lois du mouvement de Newton.
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L’intégration par la méthode d’Euler semi-implicite (ordre 1)

La méthode d’Euler semi-implicite propose de calculer la vitesse finale v, avec I’accélération initiale

a,, constante et de déplacer ’objet avec une vitesse constante egale a la vitesse finale v, ;.

Voici I’algorithme de la méthode d’Euler inversé :

1. Identifier les données initiales : X, v, ety

2. Evaluer I’accélération initiale : a,=a/(x,v,.t)

3. Evaluer la vitesse finale : Ve =v, ta,At

4. Evaluer la position finale : X, =x,+v, At (avec vitesse finale)

5. Evaluer le temps final : tp =t +At

Avantage : Facile a implanter et rapide a calculer. Plus de stabilité lorsqu’il y des accélérations

qui sont fonction de la position (comme un ressort) et propose des orbites fermée lors
d’une accélération radiale en 1/ 7 2.

Désavantage : Méthode de résolution qui diverge rapidement pour une grande majorité de probléme
comme ceux faisant intervenir la vitesse dans la définition de 1’accélération (comme la
force magnétique).

L’intégration par la méthode Runge-Kutta d’ordre 4 (RK4)

La méthode Runge-Kutta d’ordre 4 (RK4) propose d’évaluer une position et une vitesse intermédiaire
afin de mieux estimer la position et la vitesse finale. Bien que cet algorithme ne soit pas unique,
I’implantation suivante propose de calculer des valeurs intermédiaires a un temps ¢, + A¢/2 situées a

mi-chemin dans I’itération :

Voici I’algorithme de la méthode RK4? :

Calculs a la position initiale
1. Identifier les données initiales : X, v, ett

» 2 AlA ~ init . —
2. Evaluer I’accélération initiale : a, = ax(x,., vﬂ.,t‘)

2 Dans la littérature, on utilise réguliérement la notation suivante :

ky=a A, k, =a, A, ky=a,,,Al et k, =a, At

x xmid
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Définition des termes

Voici la liste des termes importants & définir avant d’appliquer une technique d’intégration numérique
pour évaluer une position x, et une vitesse v, , :

Terme connu Terme facile a évaluer Terme a évaluer
x, : Position initiale .
' ¢, : Temps final x, : Position finale
v, : Vitesse initiale
a,; : Accélération initiale v,, @ Vitesse finale

¢, : Temps initial

Fonction entiérement connue

a, =a(x, v,, t) : Equation de ’accélération

Pas d’intégration

At : Intervalle de temps de I’intégration numérique

Remarque :

» Petit At = Précision T mais  calcul simulation 7.
» Grand At = Précision |  mais  calcul simulation { .

» Avec un bon algorithme, on peut maximiser la précision tout en gardant un Ar relativement grand
ce qui réduit le temps calcul pour une longue simulation.

L’intégration par la méthode d’Euler (ordre 1)

La méthode d’Euler propose d’utiliser uniquement les conditions initiales (x,,v,; et ¢, ) pour évaluer la

i xi

position finale x, et la vitesse v,

constante et d’évaluer la vitesse finale avec une accélération initiale @, constante.

finale. Cette technique propose de déplacer 1’objet a vitesse

Voici ’algorithme de la méthode d’Euler :

1. Affectation des données initiales : X;, v, et

2. Evaluer ’accélération initiale : a,=a,/x,v,.t,)

3. Evaluer la position finale : X, =x+v At (avec vitesse initiale)

4. Evaluer la vitesse finale : V., =V, +a At

5. Evaluer le temps final : t, =t +At

Avantage : Facile a implanter (méthode naive) et trés rapide a calculer.

Désavantage : Méthode de résolution qui entraine beaucoup d’imprécision. La solution diverge trés

rapidement lorsque le At est grand.
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Calculs a la 1°* position finale

3. Evaluer la position finale #1 : X0 =X, VA (sans a;)
4. Evaluer la vitesse finale #1 : Vs =V Ha A (avec a,;)
5. Evaluer le temps final #1 : Ly =t +A

6.  Evaluer I’accélération finale #1 : a.u=a, (x,(l), Ver) tm))

Calculs a la position a demi-temps

2

. . . At 1 At
7. Evaluer la position milieu : Xpig =X, +Vy, Y + Eaﬁ[?j (avec a,;)

- . s 3 1 At
8. Evaluer la vitesse milieu : Vewia =V H| = 0u+ =0, 00y | = (avec a,, a, )

’ 4 4 2 ’

. . At
9. Evaluer le temps milieu : Log =4+ >
10.  Evaluer I’accélération milieu 2 : A,y =a, (xmw Y mid » tmn,)

Calculs 4 la 2™ position finale

11.  Evaluer la position finale #2 : Xy =X, +V AL+ %aﬂAt2 (avec a;)

12.  Evaluer la vitesse finale #2 : Ver)=Va t+ (% a, + % ax_/(l)jAt (avec a,, a, )
13.  Evaluer le temps final #2 : Lry =1, + At

14.  Evaluer I’accélération finale #2 : a. o) =a, (x», @) Var(2) t/-(z))

Calcul de la position finale avec pondération de I’accélération

15.  Evaluer la position x, : X=X +v,At +%(éaﬂ. +§amidJAt2
, . 1 4 1
16. Evaluer la vitesse v, , : Vo=Vt —a,t—a,t—a ) (A
6" 6° 6
17.  Evaluer le temps i tp=t+At
Avantage : Algorithme qui converge vers la solution exacte beaucoup plus rapidement méme

avec un grand At.

Désavantage : Algorithme qui cause naturellement une atténuation lorsqu’il est utilisé lors
d’oscillation comme dans la simulation d’un systéme masse-ressort.
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Preuve : (terme 15 et 16) Ainsi que

Soit un objet situé a la position x, se déplacant a la vitesse au temps 7, =0. A I’aide de la 2™ loi . dx
un objet sttu p Yo plag M Vxo AU temps £, x?0)=v,2(0) et x*(0)=v,”(0) puisque v, =— .

de Newton dt

2 F =ma, Réduisons I’expression de @, a un polynéme du 3™ ordre
nous pouvons établir une relation o) o @

a. (0 0 a. (0
a _a(xv t) =% () x ()At+ x ()At2+O(At3)

v T ANV ’ 1 1 2

nous permettant d’évaluer ’accélération a, & #,=0. Evaluons la position x, la vitesse v, et que I’on peut réécrire sous la forme

I’accélération a, a un temps ¢=A¢ en approximant I’expression de x, v, et g a I'aide d’un 1
i . ’ a, = ay, +x?(0)At + = x*(0)Ar* + O(At3)
développement en série de Taylor x 2

o o (7) w o, (1) w (1)
x:zanO)Atn’ N :z"x (O)Atu ot avzzax (O)Atn avee

P P = a,=a"(0)
ou Ainsi que
dn dn dn 2
()= 0)(g) = ") (g)= , d
x(0)= a |, v, "(0)= a et a."(0)= a x(0)=a,(0) et x(0)=a,?(0) puisque a, :—dtzx .

. . \ N e Dans les trois expressions x, v et a_ correspondant a une approximation des équations exactes, nous
Réduisons I’expression de x a un polynéme du 5™ ordre p > Vi x Y pp: q ,

@ (2) 3)
x= @+ ol 1(0)A1+ al Z(O)Atz + 2 ©)

“(0) retrouvons les fonctions x®(0)et x“(0)qui sont inconnues. Effectuons le changement de variable
5, x (0
At +

Att + O(Ats) A=x?(0) et B=x"(0) afin d’alléger la notation ce qui nous donnes les expressions suivantes :
que I’on peut réécrire sous la forme o X=X, + VAt -%—%amAt2 + % AN + iB At

1 1 1
x =X, + VAt +—a A +—xP(0)A8 + —x@(0)Ar* + O(Ats) 1 , 1 3
2 6 24 . vx:vx0+ax0At+EAAt +gBAt
avec 1
2
x, =x2(0), v, =x"(0) et a,=x?(0). * a =a,+ AN+ BA

Etablissons des conditions de raccordement & un temps ¢ = Af/2 et a un temps ¢ = A¢ & ’expression de

Réduisons I’expression de v, a un polynéme du 4™ ordre . L .
: a, ce qui nous donne les équations suivantes :

©(0) (o) @(0) ©(0)
v, (0) v, (0 v. 0), , v.7(0), 5 4 1 1
VsS4 2 A ol a,(a12)=a, + A(A/2)+ B(ar/2) a,(ar)=a,, +A(a0)+ 2 B(ar)
que I’on peut réécrire sous la forme 1 1 1
= a/(At/2)=a, +=AAt+—-BAL? =  a/(Af)=a,+AA+=BA?
— o) EE ) 3 4 o2 8 2
V=V AL (0)ar* + o (0)a® + olAt
=  8a,((Ar/2)=8a, +44At+BA? = 2a,(At)=2a,+24At+ BAL?
avec
= [44A+BAP =8a,(A1/2)-8a,, = 248+ BAP =2a,(A1)-2a,,
_, O _dv o :
v =v."(0) et ay, =v."(0)
dt =0
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V.=V, +a At
. \ . . . . s . - 12 4 4
Les conditions de raccordement proposent le systéme d’équations suivant qui sera a résoudre : + (_ 2“«) L2, (At/ 2)_ iax (At)jAt + [7a o §ax(At/2)+ 24 (At)}At
44N+ BA* =8a (A1/2)—-8a, (1)
1 4 1
2AAt+ BAL® =2a (At)-2a,, 2) = V.=V, + (g a+ gax (At/2)+ s a, (At)jAt L e
En effectuant (1) - (2), nous obtenons le résultat suivant : Remarque :
[4A At + BAt? ]7 [ZA At + BAt’ ] =[8a,(At/2)-8a ]~ [2a,(At)-2a ] Dans cette notation, nous avons la correspondance
= 24Ar=—6a, +8a, (At/2)-2a,(Ar) Qg =a,(A/2) et a, g =a, (A1) .
= ’ AAt =-3a,, +4a¥(At/2)—ar(At)‘ Ces deux accélérations se doivent d’étre évaluées avec des expressions x et v, développées en série de
Taylor au 3™ ordre ce qui donne des expressions comme
En effectuant (1) — 2*(2), nous obtenons le résultat suivant : 3 1 At 1 1
Vimia =V T —a,+—a — et v =V, +| -a,+=-a At
[44At+ BA? |- 224 A0 + BA? |=[8a,(At/2)-8a,, |- 2[2a,(Af)-2a,,] xmid =720 [4 0Ty ”“)) 2 x/@) = o [2 S ”“))
- —BAr* =—4a , +8a (A1/2)—4a (A1) dont la démonstration des coefficients est laissée a la discrétion du lecteur.
= [BAC =44, —8a,(A/2)+4a, (A1) Comparaison des méthodes numériques avec la solution analytique
Avec les expressions de AAt et BAt*, nous pouvons les remplacer dans x, v_ et obtenir les équations Voici trois problemes ayant ¢té solutionnés analytiquement (solution algébrique exacte) et
. . numériquement par les trois algorithmes précédents.
suivantes :
1 1 1 La chute libre : ——
(Position) X = X, +Vr0At+7aroAlz AN +—BA Acedlération Cinématique de la chute libre :
’ 2 6 24 cceleration : g (60=50m. v, (=20 ms, g =-9.8 ms’, Ar =0.55)
X=Xx,+V At+la At? 4, ="8 70 et
N =X TV 5 G 3 . / w\\"i:\
Solution analytique’ (MUA) :
N é(f 3a,, +4a,(A1/2)— a, (M)A + ﬁ(zmxo “8a,(Ar/2)+4a (A0)Ar 1 =
X=X, =+ ont =+ —axtz —_ 40 —e— Analytique '\
=x, +V Al + ! At? 2 Ew —=— Euler
X=Xy TV 2 () Conclusion : = 20 Euler inversé| \\:\
=
s aa) oo+ Loy 2aa02)+ L a0 Les dow algoritme  dTler | ¢ )
2 T3 3 23 7 3 3 converge vers la solution analytique 0 £ (s)
lorsque I’accélération est constante et o ! 2 3 4 s
- X=X, + v Al + l(lavo +Ea,(At/2)JAt2 .0 I’écart dinﬁnue rapidement lorsqu’on 20 \.\
2\3 &7 3 ° diminue I’intervalle de temps Af.

1 1
(Vitesse) V. =V, +a At + 5 AN + 5 BA?

V., =V, +a At

; %(_ 3a., +4a.(At/2)—a (A)Ar + é(4ax0 8 (At/2)+ 4a (M)At

3 La preuve de cette solution analytique est disponible au chapitre NYA — Chapitre 1.6.
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La chute avec résistance proportionnelle d vy :

Accélération :

b
a,=-g 7;\;),

v _8t
Ll1-e™
g

Solution analytique* :

Y=Y —th+(v]_ +vy0)

ou v, =mglb

Conclusion :

Les trois méthodes numériques se
comportent adéquatement lorsque la
vitesse limite est atteinte, mais la
méthode RK4 permet d’évaluer avec
beaucoup plus de précision le
comportement de la fonction lorsque
la vitesse de 1’objet v, est supérieure a
la vitesse limite vy.

Systéme masse-ressort :
Accélération :

_ 2
a, =-w, x

x

Solution analytique® (MHS) :
x = Asin(wyt + ¢)

2

ou A= |x,’ +v"02
@,
¢ =sin"(x,/ A)
Conclusion :
La méthode d’Euler diverge trés
rapidement. La méthode d’Euler

inversé¢ semble mieux adaptée a ce
type de probléme.

Cinématique de la chute avec résistance

0=0,v,0=40mss, g

proportionnelle a v ,,

=10m/s%, v, =10 ms, Af =0,4s)

30

—&— Euler
—=&— Euler inversé (—

25 /
20

RK4
Analytique [

ol

fol ™
~ 10 S
0 T T T
+ 1 2 3\\ 4 !
-5 t{s)
Cinématique du systeme masse-ressort :
. xo=0,v,o=5ms,wy=3rad/s, T =2,094s,
At =T /70=0,03 s) ;’\\
3 Fa¥
2 N AR
1
)
0
=

i\

—&— Analytique

Euler

Eulerinversé

W

}
v

b
|

Période d’oscillation : T =27/ w, = 3,1416 s

4 La preuve de cette solution analytique est disponible au chapitre NYA — Chapitre 2.X1.
S La preuve de cette solution analytique est disponible au chapitre NYC — Chapitre 1.1c.
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téme masse-ressort amorti :
Systeme masse-ressort amo Cinématique du systéme masse-ressort amorti :
Accélération : (to=5mv,o=10nVs, wo=3rads, b =2kgm', m =2kg
) w,=296rad/s, At =T,/53=0,45)
a, =—w, x——v, 20
m
—#&— Eulerinversé|
. . 6 15 A2 RK4 —
Solution analytique® : \ e Analylque
b
—t
x = dye > sin(w,t+¢) 10 \\ \
ou 5 \
2
b \\ /f \
(Vm - 27 X j 0 /\/\\H
2 m
Ay =\x, + " - \ \ / / ¢
wa = -5
1(s)
¢ =sin"'(x,/ 4) L/
-10
o = o (L)
a 0 om -15
Période d’oscillation : 7, =27/,
Conclusion :

L’algorithme RK4 permet de maintenir les oscillations a la fréquence w, adéquatement tout en préservant
une bonne estimation de ’amplitude et de la phase et ce malgré « I’atténuation naturelle » causée par

I’algorithme.

Stabilité des algorithmes en une dimension

Voici un petit bilan des conclusions obtenues par I’application des différentes méthodes d’intégrations

numériques a différents types de problemes :

) Accélération’ Accélération Accélération Accélération
Algorithme .
a, =ayt a,=a,x) a,=a,(v,) | a,=alxv,)
Euler stable instable instable instable
Euler inversé stable stable instable instable
RK4 stable stable stable stable

¢ La preuve de cette solution analytique est disponible au chapitre NYC — Chapitre 1.7.

7 Bien que I’exemple présenté dans ce document fait 1’objet d’une accélération constante (n = 0), il est possible de démonter
numériquement que 1’algorithme d’Euler converge adéquatement lorsque 1’accélération dépend uniquement d’une fonction

polynomiale du temps.
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En appliquant la méthode de RK4, on réalise que cette méthode, bien qu’elle soit plus précise que la
méthode d’Euler inversé pour la grande majorité des problémes, commence a générer de I’atténuation
aux oscillations lorsque ’intervalle de temps A est supérieur a 1/20 de la période T d’oscillation
(usage de moins de 20 points pour estimer un mouvement sinusoidale).

Cinématique du systéme masse-ressort :
xo=0,vyo=5mls,wg=3rad/s, T =2,094s,At =T /8=0,265)

!
B
|

0 ) O
R A R
g, wl‘} TENLTMAINT Ui
- sLLw\wsmrzk 1
B e ) A

Lorsque At =T7/4, la méthode d’Euler inversé diverge en « explosant ». La méthode RK4 demeure
stable avec atténuation lorsque 7'/20 < Ar <T/3 et diverge en « explosant » lorsque Az >7/3. Cela
semble raisonnable, car il est difficile d’approximer une fonction sinusoidale avec moins de 4 points

par cycle complet.

Cinématique du systéme masse-ressort :
(x¢=0,v,o=5ms, wy=3rad/s, T =2,094 s, At

=T7/3=075s)

»» AMERERARNRN A A
¢ T T T
2 A R R S Y e

A AL LA AN A
DN A T
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Comparaison des méthodes numériques avec la solution analytique pour
un mouvement en deux dimensions

Les différents algorithmes présentés peuvent étre implémentés vectoriellement. Il suffit de définir un
vecteur pour I’ensemble des paramétres :

Position

Vitesse

Accélération

x> F=xi+yj+zk v

x

>V=vi+v, j+vk

a,—>a=aji+a,j+ak

Particule chargée dans un champ magnétique constant selon I’axe z :

Force magnétique :

F, =qvxB
Accélération
B
9B, gB.
e I

Solution analytique® :
x(t) = x, + R(sin (et — ¢) +sin(¢))
¥(t) =y, + Rlcos(er - §) - cos(g))

3 2 2
ou v=4v, +v,

my

R=—"
4B,

¢= arctan(v),g / on)

48,

m

Conclusion :

L’algorithme RK4 peut converger vers la solution analytique seulement lorsqu’il y a un minimum de
30 points pour approximer la trajectoire circulaire (converge si Af<7/30). Lorsqu’on utilise un pas
d’itération trop grand, 1’algorithme RK4 tend a produire une trajectoire circulaire qui « entre » dans la
trajectoire analytique (trajectoire contraire a celles des algorithmes d’Euler qui augmentent la taille du

cercle).

(x9=0,y0=

Cinématique d'une particule chargée dans un
champ magnétique constant :
125m,v =50m/s,q =2C,m =1kg,B, =2T,
et At =

T/314=005s)

¥ (m)

—=— Euler
|| —il— Euler inversé

20

A— RK4

(==

—e— Analytique

40

x (m)

Période d’oscillation : 7 =27z/w=27wm/gB,

8 La preuve de cette solution analytique est disponible au chapitre NYB — Chapitre 4.2d.
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Chapitre 2.1 — Les lois du mouvement de Newton

De Aristote a René Descartes

L’explication de la nature du mouvement fut élaborée sur plusieurs siécles. Au 4° siécle avant notre
ére, Aristote' élabora les hypothéses suivantes :

» Le mouvement vertical d’un objet que I’on lache s’explique par la
tendance naturelle des objets a «retourner vers le centre de
I’Univers » situé au centre de la Terre pour 1’époque.

Exemple : une pomme tombe vers le sol.

» Le mouvement horizontal ne peut se produire qu’en présence
d’une influence extérieure. Il faut absolument une « poussée » pour
qu’un objet puisse se déplacer horllzontalement. v
Exemple : 11 faut un beeuf pour faire avancer une charrette. (384-322av.1.C))

Vers 1650, René Descartes” formula une explication beaucoup plus simple a la nature du mouvement
en introduisant le concept d’inertie :

» Sans influence extérieure, le mouvement d’un objet a tout
simplement tendance a demeurer inchangé.

» Lorsqu’un objet est au repos, il a tendance & demeurer au repos.

» L’inertie est une grandeur augmentant la difficulté a modifier 1’état
de mouvement d’un objet.

René Descartes
(1596-1650)

Sir Isaac Newton

En 1687, Sir Isaac Newton® publie les Philosophiae naturalis principia
mathematica et marque un grand changement dans I’écriture de la
physique. Il introduit le calcul différentiel dans 1’explication de la nature
du mouvement. Il introduit le concept de force qu’il relie grice a
Pinertie au concept d’accélération. C’est également dans cet ceuvre
qu’il énonce la théorie de I’attraction universelle qui porte le nom

. s e . . Isaac Newton
maintenant de la théorie de la gravitation. (1643-1727)

! Aristote, un philosophe grec, fut Iéléve de Platon et s’intéressa aux sciences physiques, biologiques, astronomiques et
plusieurs autres.

% René Descartes, mathématicien, physicien et philosophe frangais, fut le fondateur des principes cartésiens.

* Sir Isaac Newton, mathématicien, physicien, astronome et philosophe anglais, fut le fondateur de la mécanique
Newtonienne.
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La 2°loi de Newton

La deuxiéme loi de Newton s’énonce de la fagon suivante :

Un objet accélere dans la direction de la force qu’il subit, proportionnellement a la
force qu’il subit et en proportion inverse de sa masse.

Mathématiquement, nous pouvons résumer la 2° loi de Newton de la fagon suivante :

ZF:md

ou ZF : Somme de toutes les forces appliquées sur I’objet (force résultante) (N ou kgm/s”)
m : Masse de 1’objet qui subit la force (kg)
a : Accélération de I’objet qui subit la force (m/s”)
Avant Aprés
v, Vv, =

A —> P
> >

a [flskll a
|"2| >|"1|

A partir de la 2°™ loi de Newton, on réalise que I’on peut définir le Newton 4 partir du kilogramme, du
métre et de la seconde :

_ ke -
Fema = N:(kg{ﬂzj S nokem
S S

Décomposition des forces

Pour solutionner des problémes a ’aide de la 2° loi de Newton, on doit décomposer 1’équation
ZF =ma qui est vectorielle dans un systéme d’axexy. Voici un exemple de décomposition

admissible : (angle exprimé par rapport a I’horizontale)

Avant décomposition : Aprés décomposition :

= a}’ﬁ F, y

F
X
Zﬁzm& = ZFX =ma, ou F,_=Fcosf
sz =ma, Fy = Fsin@
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 3
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La force

La force représente toute forme d’influence qui agit sur un objet (masse) et qui a pour effet de
modifier son mouvement naturel (repos ou vitesse constante). On utilise dans le systéme SI le newton
pour mesurer la force qui est représentée mathématiquement a ’aide d’un vecteur.

Exemple : Albert pousse une boite

Notation mathématique : force=F
Unité SI (newton) : [F ]= N
L’inertie

L’inertie est la propriété augmentant la difficult¢ a modifier le mouvement naturel d’un objet. La
masse est la quantité physique définissant ’inertie dans un mouvement rectiligne. Pour des raisons
historiques, c’est le kilogramme qui est utilisé pour mesurer la masse et non le gramme.

Notation mathématique : masse =m
Unité SI (kilogramme) : [m] =kg

La 1" de Newton

La premiére loi de Newton s’énonce de la fagon suivante :

En l’absence d’influence extérieure, un objet au repos demeure au repos et un objet
déja en mouvement se déplace en ligne droite a vitesse constante.

Mathématiquement, la 1 loi de Newton s’énonce de la fagon suivante :

ZF’ =0 < Vv estconstante

ou 217" : Somme de toutes les forces appliquées sur 1’objet (force résultante) (N)
v : Vecteur vitesse de 1’objet (m/s)

Avant Aprés
Repos O O
5 -
Vit — > —>
constante Q) o O
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La dynamique de la particule

En dynamique de la particule, on réduit
tout corps a une seule particule ayant la Corps Particule
masse totale du corps. Ceci permet
d’évaluer I’état de translation du
corps en évaluant par la 2° loi de

Newton I’accélération de la particule en :
supposant que toutes les forces
appliquées sur le corps sont appliquées
sur la particule.

T

m pomme =m particule

La dynamique de la particule approxime un corps comme
étant une particule pouvant effectuer des translations.

La dynamique de la particule ne permet pas d’évaluer la rotation ni la vibration du corps.

Situation 1: La propulsion par ventilateurs. Un bloc
cubique est posé sur une table a air horizontale (frottement
négligeable). Sur deux faces verticales adjacentes se
trouvent des ventilateurs identiques. Lorsque les deux
ventilateurs identiques fonctionnent, on observe que le
bloc accélére 4 0,3 m/s” selon une orientation définie par
la diagonale qui passe entre les deux faces ou se trouvent
les ventilateurs.

Dessin en
perspective

La masse du bloc (avec les ventilateurs) est égale a 2 kg. On désire déterminer le module de la force
exercée par chaque ventilateur.

Effectuons un diagramme des forces vue de haut: (@ =45°et F, =F,=F)

g

Résolution graphique de ZF =ma

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 4
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Evaluons la force F des deux ventilateurs a 1’aide des forces selon ’axe x :

ZFX =ma, = F;sin(0)+ F, sin(9) = ma, (Remplacer ZFX )
= 2Fsin(0)=ma, (F,=F,=F)
ma
= z Isol
= 25in(n9) (Isoler £)
= F= M (Remplacer valeurs num.)
2sin(45°)

= F=0424 N (Evaluer F)

Situation A : Une caisse poussée de tous les cotés. Une caisse de 10 kg est immobile sur une surface
plane. Albert, Béatrice et Clovis pousse sur la caisse simultanément avec des forces différentes en
module et en orientation. Albert pousse avec une force de 5 N orienté a 30° par rapport a I’est,
Béatrice pousse avec une force de 10 N orienté a 150° par rapport a I’est et Clovis pousse avec une
force de 15 N orienté a 240° par rapport & I’est. On désire (a) dessiner qualitativement les trois vecteurs
forces, (b) additionner graphiquement les trois vecteurs et évaluer graphiquement la 2'°™ loi de Newton
et (¢) évaluer le module de ’accélération de la caisse.

(a) Voici les trois vecteurs dessinés : Forces appliquées sur la caisse :

240° F

ol = N
A Y e Ly M ot
S 0"
_ _ 240"\@/ S
Fy F. 15
150° N V;e de
VN ______ FC aut

(b) Voici I’addition graphique de la 2™ loi de Newton : (ZF =ma)
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(c) Calculons la force décomposée enx eten y :

Enx:
Z F.=F, cos(30°)+ F, cos(150°)+ F cos(240°)

F — N
= (5)0,866)+ (10~ 0,866) + (15}~ 0,5) AL ‘yF A o,_I_.E
30°
=-1183 N 240° §
Exy:
SF, = F, sin(30°)+ F, sin(150°) + F. sin(240°) 7 Vue de
C

=(5)0,5)+(10)0,5)+ (15}~ 0,866)

=-549 N

Nous pouvons calculer le module de la force :

Eol = \/sz + sz = \/(_11983)2 + (_ 5949)2 = Em = 13’04 N
Evaluons le module de I’accélération avec la 2™ loi de Newton : ( F = ma, version scalaire)

Fome - acD B0
(10)

m

Technique pour résoudre des problémes a I’aide du concept de force

Voici un algorithme de résolution de probléme utilisant la 2%me 16i de Newton :
1) Identifier toutes les masses.
2) Identifier toutes les forces appliquées sur chaque masse.

3) Faire un diagramme des forces pour chaque masse avec un systéme d’axe xy.

4) Ecrire la 2°™ loi de Newton pour chaque masse (Y F =ma)
5) Décomposer I’équation ZF =ma dans le systéme d’axe xy.

6) Résoudre le systéme d’équation.

7) Répondre a la question.

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 6
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Chapitre 2.2 — La force gravitationnelle

La force gravitationnelle (le poids)

La force gravitationnelle est une interaction physique qui cause une attraction entre des objets ayant
une masse. Tout objet ayant une masse est attiré grace a la force gravitationnelle vers les autres masses.
Cette force d’attraction s’effectue a distance.

Situation : Objet A situé prés d’un objet B et de la surface de la Terre.
FB : Force gravitationnelle résultant que A est attiré vers B. FB ‘
. o N a,

Puisque la force gravitationnelle est une force trés faible, il faut
beaucoup de masse pour observer un effet observable. Ainsi, la force Terre

FB est négligeable. Habituellement, ce n’est que les astres (comme la _

Terre) qui applique une force gravitationnelle suffisamment imposante
sur les objets pour étre considérée dans une situation.

: Force gravitationnelle résultant que A est attiré vers la Terre.

Terre *

)

Voici la définition de la force gravitationnelle appliquée par un astre, une planéte ou une étoile :

F,=mg
ou F . : Force gravitationnelle appliquée sur ’objet (N)
m : Masse de I’objet qui subit la force (kg) F = me $ a
g : Accélération gravitationnelle que subit ’objet sous g g

I’influence de Iastre en chute libre (m/s*)

Preuve :

Supposons un objet subissant uniquement une force gravitationnelle appliquée par un astre. Alors,
démontrons 1’expression de la force gravitationnelle a 1’aide de la 2'°™ loi de Newton et de
’accélération en chute libre a la surface de I’astre :

ZF =ma = Ag =ma (Une seule force en jeu, F"g)
= _g = m(— g ]) (Accélération en chute libre, G =—g j (a,=-g))
= F,=mg u (Accélération gravitationnelle, g =—g j )
Remarque :

» La force gravitationnelle appliquée par une planéte selon un systéme d’axe xy ou y est positif vers
le haut se décompose de la fagon suivante : Fg =mg=-mg j

» La masse gravitationnelle (utilisée dans la force gravitationnelle) est égale a la masse d’inertie
(utilisée dans la 2" loi de Newton).

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 1
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La gravitation universelle

La plus grande réalisation d’Isaac Newton fut d’unifier le
concept de force gravitationnelle terrestre a celui de la force
gravitationnelle céleste. A partir des trois lois de Kepler!
obtenus expérimentalement par 1’observation du mouvement
des astres par Johannes Kepler en 1609 et 1618, Newton
découvrit> en 1687 une expression plus générale a la force
gravitationnelle ce qui lui a permis de démontrer
théoriquement les lois de Kepler. Cette force était Johannes Kepler Isaac Newton
principalement fondée sur I’attraction a distance des masses. (1571-1630) (1643-1727)

Voici les quatre constatations de Newton :

1)F, ocm : La force gravitationnelle sur Terre (F . =mg ) est proportionnelle a la masse qui subit la
force. Ceci devrait étre valable également dans 1’espace.

2)F, oc M : Puisque la force gravitationnelle est la conséquence de I’attraction des masses, alors la
masse qui applique la force doit faire partie de I’expression de la force gravitationnelle.

3)F, 1/ r? : La trajectoire elliptique des astres autour du soleil a différentes vitesses dans I’espace

impose une restriction au niveau de ’efficacité de la force gravitationnelle. Pour que le
tout soit cohérent, il faut que la force gravitationnelle entre 1’astre qui applique la force et
’astre qui subit la force diminue en fonction du carré de la distance.

4)F, o« G :  Afin d’obtenir une équation ayant comme unité le newton?, le tout doit étre multipli¢ par

une constance de proportionnalité.

Voici I’expression scalaire de la force gravitationnelle :

mM
F, =G5 _
r F
g
ou F, : La force gravitationnelle d’attraction (N))

G : Constante de la gravitation universelle

(G=6,67x10"N-m?/kg*) r
m : Masse qui subit la force (kg)
M : Masse qui applique la force (kg)
r : Distance entre les deux masses M et m (m)

! Les trois lois de Kepler sont les suivantes : loi des orbites elliptiques, loi des aires et loi des périodes.

2 Plusieurs historiens affirment que Newton avait pris connaisse des travaux de Robert Hooke au sujet du facteur 1/r* avant
de publier son ouvrage sans y faire référence puisqu’il était en compétition avec lui.

3 La constante G fut déterminée grice aux résultats de ’expérience de Cavendish (pendule de torsion, 1793). A 1’époque de
Newton, la force gravitationnelle n’était pas évaluée en newton et la constante G était égale a 1.
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Situation A : L’écrasement de I’Altair. L’ Altair est un vaisseau de 8x10°kgqui est propulsé par
un moteur qui exerce une force de 2,4x10°N parallélement au vaisseau. Pour des raisons toujours
inconnues, I’Altair s’est écrasé a la surface de la lune (g =1,6 m/s®) avec un angle de 20° par
rapport a la surface. On désire évaluer le module de I’accélération de 1’Altair tout juste avant
I’écrasement.

Voici le schéma des forces de la situation :  Résolution de la 2° loi de Newton graphiquement :

.

ZF:mé ou Fp+m§:0

Evaluons 1’accélération en x et y a partir de la somme des forces appliquées sur I’Alzair selon le
systéme d’axe xy et de la 2'°™ loi de Newton :

ZFX =ma, = F cos(20°) =ma, (Remplacer ZFX )

= (24x10°)c0s(20°) = (8x10° Ja,
- s )

Z F,=ma, = -F,sin(20°)—-mg=ma, (Remplacer ZF‘ )

(Remplacer valeurs num.)

U

_ (2’4 %106 )Sin(zof’)— (8 x10° Xl,6) = (8 x10° )ay (Remplacer valeurs num.)

3 .
a, =-2,626 m/s (Evaluer a )

Evaluons le module de I’accélération :

a=a’+a’ = a=4(2819) +(-2,626)
- (Evaluer a)

U

(Remplacer valeurs num.)
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Le champ gravitationnel

En physique, un champ représente une zone d’influence dans 1’espace susceptible d’appliquer une force
a distance sur un objet. Puisque la force gravitationnelle est justement une force a distance, on peut
définir un champ associé a la force gravitationnelle.

Tout objet ayant une masse M produit un champ
gravitationnel autour de lui, car I’objet doit
interagir gravitationnellement a distance avec des
objets de masse m autour de lui. Le champ
gravitationnel g associé a une masse M est radial,
orienté vers la masse M et diminue en fonction du
carré de la distance » ( g oc 1/77).

Mathématiquement, on utilise un vecteur pour
représenter le module et 1’orientation du champ
gravitationnel g en un point de I’espace.

Voici I’équation permettant d’évaluer le module du champ gravitationnel g produit par une masse M a un
endroit P de I’espace situé a une distance » de la masse M. Cette équation s’applique uniquement pour les
objets sphériques de masse volumique uniforme :

M P

g=Gr—2 g/

: Le champ gravitationnel radial vers M (N /kg)
: Constante de la gravitation universelle
(G=6,67x10" N-m”/kg”) 7
M : Masse qui produit le champ gravitationnel (kg)
’

ou

Q 0

: Distance entre M et le point P (m)

Remarque : Evaluer le champ gravitationnel est équivalent a évaluer 1’accélération en chute libre d’un
objet a un endroit donné (champ g surface de la Terre : 9,8 N/kg).

Preuve :

Evaluons D’expression du champ gravitationnel g a partir des deux expressions de la force
gravitationnelle que nous avons.

mM mM
F,=mg = G pE; =mg (Remplacer F, =G pE; )
M . .
= g=G— n (Simplifier m)
r
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Situation X : Albert sur Mars. La masse d’Albert est égale a 90 kg.
La masse de la planéte Mars est égale & 6,42 x10* kg et son rayon est
égal a 3397 km. On désire déterminer (a) la masse et (b) le poids
d’Albert sur Mars. (On suppose que la planéte Mars est sphérique et
que sa masse volumique est uniforme)

Voici nos données de base :

e m=90 kg (Masse qui subit la force)
e M=642x10"kg (Masse qui applique la force)
e r=3397x10°m (Distance entre le centre de la Mars et la surface)

Evaluons le champ gravitationnel 4 la surface de la planéte Mars :
23
6a2x10") o

(3397x10°
(a) Puisque la masse est une caractéristique de 1’objet qui subit la force, elle ne dépend pas de son
environnement. Ainsi :

g:GiM—2 = g:(6,67><10’”)

masse : 90 kg

(b) Le poids est le synonyme de la force gravitationnelle qui dépend du champ et de la masse qui subit
la force. Ainsi :

le poids : F, =mg =(90)3,71)=3339 N

La force gravitationnelle et le centre de masse

Lorsqu’un corps ne peut pas étre considéré comme étant ponctuelle (comme dans le chapitre 4 :
Mécanique des corps), il faut savoir ou appliquer la force gravitationnelle sur le corps. La force
gravitationnelle résultante est toujours appliquée sur un corps a la position du centre de masse (voir
chapitre 4.3 : Le centre de masse).

ext o pont de réfenence imaginane st Pomme = N paruls | [Pomme = 1 prtule
a la position moyenne de la masse d’un do masse g de masse
corps. Dans un corps symétrique et
homogene, le centre de masse est situé au
centre géométrique du corps.

Nmp =m

>

Si I’on considére un corps comme étant mg “«g’
un regroupement de N partlcules de Application de la force gravitationnelle au
masse mp, on peut étudier la dynamique centre de masse CM d’un corps.

de translation des N particules comme étant qu’une seul particule de masse m subissant une force
gravitationnelle résultante appliquée au centre de masse du corps et calculer I’accélération de ce centre
de masse par la 2™ loi de Newton.

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 5
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Le vecteur déplacement a partir de deux positions

Un vecteur déplacement 7,,; pour passer d’une coordonnée
A a une coordonnée B peut étre évalué a partir de deux
vecteurs positions 7, et 7. Le module de 7, permet
d’obtenir la distance r,;entre les deux coordonnées et
I’orientation de 7, ce vecteur permet d’obtenir le sens du
déplacement 7,5 :

Fap =18 =7

ou : Vecteur déplacement pour passer de la coordonnée A a B.

rAB
7, : Vecteur position de la coordonnée A.
7 : Vecteur position de la coordonnée B.

Le vecteur orientation »

Le vecteur orientation 7 permet d’obtenir le sens d’un
déplacement sans considérer le module de celui-ci. Il est
important de ne pas confondre ce vecteur avec la notion de
déplacement 7 et de distance r. Cependant, toutes ces
notions sont reliées mathématiquement par 1’équation
suivante :

. T .
r=— et IV =TT
7
ou 7 : Vecteur unitaire orientation.
7 : Vecteur déplacement entre deux coordonnées.

r : Distance entre deux points (= |F|).

Dans un systéme d’axe xy, le vecteur unitaire 7 peut étre
décomposé de la fagon suivante :

7= cos(0)i +sin(6)j

ou 6 : Angle entre le vecteur 7 et ’axe x

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 7
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Les marées

Le phénoméne des marées est une conséquence de la
force gravitationnelle qu’applique la Lune sur la Terre.
Bien que le phénoméne des marées soit assez complexe
a décrire, on peut le simplifier et le justifi¢ par une
différence de force gravitationnelle qu’applique la Lune
aux deux extrémités de la Terre.

Port a marée basse Route 4 marée haute

Cette différence de force gravitationnelle déforme les

océans en forme d’ovale (sans Lune, la forme serait cOt¢ marée
sphérique comme celle de la Terre). L’axe de 1’ovale
n’est pas aligné* sur I’axe Terre-Lune. Puisque la Terre
tourne sur elle-méme plus rapidement que la rotation de
la Lune autour de la Terre, la rotation de la Terre
provoque la rencontre de la marée haute et basse. F
Puisque la Terre n’effectue qu’un seul tour sur elle-

méme par jour, il y a donc deux marées complétes par  Rotation de la Terre sur elle-méme : ~ 24 h

jours, car il y a deux pointes a la forme ovale des  Rotation dela Lune autour de la Terre : ~ 27,3 jours
océans.

cOté marée
haute

Force gravitationnelle sous forme vectorielle

Puisque la force gravitationnelle est une force radiale d’attraction. On peut la représenter
vectoriellement a ’aide du vecteur unitaire radial 7 désignant ’orientation radiale de la force. On
introduit un signe négatif afin de représenter la nature attractive de la force :

Force gravitationnelle Champ eravitationnelle Force gravitationnelle
avec champ g p gr générale
= _ _ M ~ mM
F, =mg g=-G—r F,=-G r
2 g 2
r r
ou F . Force gravitationnelle subit par m (N)
g : Champ gravitationnel produit par M (N/kg) —
M : Masse qui produit le champ gravitationnel (kg) g g
m : Masse qui subit I’influence du champ
gravitationnel (kg)
G : Constante de la gravitation universelle 7 r
(6,67x10"" N-m?/kg?)
7 : Vecteur unitaire de M (source) a m (cible)
Rappel : 7 = orientation du champ gravitationnel

signe négatif = champ gravitationnel attractif

4 L’axe n’est pas aligné en raison du frottement des marées.
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 6
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300,
gy
&3 g

Situation A : Force gravitationnelle sous force vectorielle.
Dans un plan cartésien xy, la Lune est positionnée par rapport a
la Terre a un angle de -30° par rapport a 1’axe y tel qu’illustré
sur le schéma ci-contre. On désire évaluez (a) la force
gravitationnelle sous forme vectorielle appliquée par la Terre
sur la Lune et (b) le module du champ gravitationnel a 1’endroit
ou la lune est située.

Voici quelques données importantes :

My, =598x10%kg,  my . =7,36x107Kg, T pune = 3.84x10°m
Voici les termes de I’équation générale a définir :
M =my,, m=my 7" = Trerre—Lune

Considérons la Terre a ’origine du systéme d’axe xy. Ainsi, on peut facilement évaluer le vecteur
unitaire 7 désignant I’orientation de la force gravitationnelle :

7 =5in(30°) 7 +cos(30°) 7

Evaluons le champ gravitationnel produit par la Terre sur le Lune :

= —GM2 P g=—{667x10™ )M (sin(30°) +cos(30°)7)
r

Q)

2

(3.84x10°)
= g=-2,7x10"(sin(30°) +cos(30°);)

(£135 7-2,34 j)x10”° N/kg]

= &

Evaluons la force gravitationnelle appliquée par la Terre sur la Lune :

F,o=mg = F,=(736x102)-135 1 =234 j)x10°

4

= |F,=(-099 7-1,72 j)x10® N‘ )

Evaluons le module du champ gravitationnel produit par la Terre a I’endroit de la lune :

g= ‘g ‘ = g= W (Module d’un vecteur)

= g=y(135x107 +(-234x107 )

= |g=2,70x10"N/kg (b)

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 8
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Chapitre 2.3a — Les forces de contact

La force normale

La force normale est la force exercée par une surface sur un objet en contact avec elle empéchant
ceux-ci de s’interpénétrer. La surface, jouant le role de support ou d’appui, applique une force de
poussée toujours perpendiculaire a la surface. Lorsque 1’objet n’est plus en contact avec la surface,
celle-ci n’applique plus de force normale.

La force normale résulte du fait que les atomes contenus dans un objet
repoussent les atomes d’un autre objet lorsque ceux-ci sont trés pres.
Cette force est de nature électrique.

Il est important de préciser que la force normale ne peut pas étre
évaluée a I’aide d’une formule directement, car elle dépend de la
situation. Ainsi, la force normale pourra seulement étre évaluée a 1’aide
de la 2¢ loi de Newton.

En raison de la géométrie sphérique de
n I’objet A, toutes les normales sont
orientées vers son centre.

Symbole :
Unité SI (newton) : [ﬁ] =N

La tension

La tension est le nom que porte la force appliquée par une corde sur un objet. Une corde ne peut pas
pousser un objet, car elle n’est pas rigide (ce n’est pas une tige). Pour qu’elle puisse appliquer une
force de tension, la corde doit étre tendue. L’orientation de la tension est toujours paralléle a la
corde et orienté vers ’extérieur de I’objet afin de tirer sur 1’objet.

Comme dans le cas de la force normale, la tension ne peut pas étre évaluée a
I’aide d’une formule directement, car elle dépend de la situation. La tension
pourra seulement étre évaluée a ’aide de la 2¢ loi de Newton. Lorsqu’un la
tension doit dépasser une valeur critique pour satisfaire la situation en jeu, la
corde peut alors briser.

Dans le corps humain, les muscles jouent le role de force de tension, car ils se
comportent comme des cordes (on ne peut pas pousser avec un muscle).

Symbole : T
Unité SI (newton) : [T ] =N

Situation A : Un bloc appuyé contre une planche. Un bloc de 5 kg repose contre une planche de bois
horizontale. Albert pousse avec une force de 20 N verticalement vers le bas sur le bloc. On désire
évaluer la force normale qu’applique la planche de bois sur le bloc.

Voici le schéma des forces de la situation :  Résolution de la 2° loi de Newton
graphiquement :

sl

ZF:mﬁ ot F+mg+i=0

Evaluons la force normale a 1’aide de la 2¢ loi de Newton :

ZF‘ =ma = F+mg+n=ma (Remplacer ZF)
=  F+mg+n=0 (Bloc a I’équilibre, donc @ =0)
= —-F-mg+n=0 (Décomposition des forces en y)
= n=F+mg (Isoler n)
= n=(20)+(5)9,8) (Remplacer valeurs numériques)
- (Evaluer n)

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 1
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Situation 4 : Un bloc sur un plan horizontal sans frottement. Sur
une surface horizontale sans frottement, on tire sur un bloc de 2 kg
avec une corde orientée & @ =30° par rapport a I’horizontale. Un
dynamomeétre placé entre la corde et le bloc indique 4 N. On désire
déterminer le module de la force normale exercée par la surface sur
le bloc ainsi que 1’accélération du bloc

Voici le schéma des forces de la situation :  Résolution de la 2° loi de Newton
graphiquement :

Zﬁ:mﬁ ot T+mg+i=ma

Développons notre 2° loi de Newton selon 1’axe x afin d’obtenir I’accélération a, du bloc :

z:FY =ma, = Tcos(30°) =ma, (Remplacer Z:FY )
= a, = M (Isoler a )
m
= = M (Remplacer valeurs num.)

a. =
0
= a, =173 m/s’ (Evaluer a,)

Développons notre 2¢ loi de Newton selon 1’axe y afin d’obtenir la normale » appliquée par le sol sur
le bloc :

D F,=ma, = n-mg+Tsin(30°)=ma, (Remplacer D F,)
= n—-mg+T sin(30°) =0 (Remplacer a, =0)
= n=mg— Tsin(30°) (Isoler n)
= n=(2)9,8)—(4)sin(30°) (Remplacer valeurs num.)
= (Evaluer n)
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Situation B : Quand on est deux, ¢a va deux fois mieux. Un bloc de 50 kg est déposé sur une surface
horizontale sans frottement. Lorsqu’ Albert pousse horizontalement sur le bloc avec une force de 10 N
et que Béatrice tire le bloc a 1’aide d’une corde, le bloc accélére au rythme de 0,3 m/s?. On désire
évaluer la tension appliquée par la corde sur le bloc.

Voici le schéma des forces de la situation : Résolution de la 2° loi de Newton
graphiquement :
a nA y[
[ m x
FlL ® p
A T
\ 4 mg

ZF=m& ot F+T+mg+i=ma

Evaluons la tension a I’aide de la 2° loi de Newton selon I’axe x :

ZFX =ma, = F+T =ma, (Remplacer ZFX )
= F+T= m(+a) (Bloc accélére, donc @, =+a ol a=0,3 m/s*)
= T=ma—-F (Isoler 7)
= T= (50)(0,3) - (l 0) (Remplacer valeurs numériques)
= (Evaluer T)
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 2
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La force de frottement exercée par une surface

Le frottement de surface est la force exercée par une
surface sur un objet qui tend a s’opposer au glissement de
I’objet sur la surface. La surface, jouant le role de friction,
applique une force toujours paralléle a la surface dans le
sens opposé au mouvement relatif de 1’objet par rapport a
la surface. Lorsque 1’objet n’est plus en contact avec la
surface, celle-ci n’applique plus de force de frottement.

Nous allons exploiter deux méthodes pour évaluer le module de la force de frottement :

1) Utiliser la 2° loi de Newton.
2) Utiliser le mode¢le simplifié du frottement (voir chapitre 2.5 : ' = un).

Symbole : f
Unité SI (newton) : [f]= N

Situation C : Frotter et décélérer. Albert pousse horizontalement sur un bloc de 20 kg avec une force
de 40 N et le bloc décélére a un rythme de 0,2 m/s? en raison du frottement de contact avec le sol. On
désire évaluer le module de la force de frottement qu’exerce le sol sur le bloc.

Voici le schéma des forces de la situation :  Résolution de la 2° loi de Newton
graphiquement :

p =

ma

ZF:mé ou ﬁ+mg+ﬁ+f':m?1

Evaluons le module du frottement a 1’aide de la 2¢ loi de Newton selon I’axe x :

Z‘Ft =ma, = F—f=ma, (Remplacer ZFX )
=  F-f=m(-a) (Bloc décélére, donc a, =—a ot a=0,2 m/s*))
= f=F+ma (Isoler f)
= f= (40) + (20)(0, 2) (Remplacer valeurs numériques)
= (Evaluer /)
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La géométrie du plan incliné

géométrie particuliére, car un objet qui glisse sur
celui-ci n’effectue pas un mouvement purement
horizontal ou purement vertical. Dans les faits, le
mouvement est une combinaison des deux
mouvements précédents.

Le plan incliné est un probléme de physique ayant une
yL

Pour simplifier les mathématiques, il est préférable de >
définir un axe parallele au plan incliné et un axe
perpendiculaire au plan. Cependant, ce nouveau choix

d’axe implique une décomposition des forces y’
verticales (comme la force gravitationnelle).

Voici la décomposition selon 1’axe
x’ ety’ de la force gravitationnelle :

mg enx’: —mgsin(6)

Situation 6 : Un bloc sur un plan incliné avec frottement. On dépose un bloc de 2 kg sur un plan
incliné a 30° par rapport a I’horizontale. Le module de la force de frottement qui s’exerce sur le bloc
est égal a 6 N. On désire déterminer 1’accélération du bloc (grandeur et orientation).

mg eny’ : —mgcos(6) vy’ —mg COS(Q)]
—_— \\
mgY g~ —mgsin(0)i
11
Schéma des forces Avantage Inconvénient

» Pas besoin de
décomposer la force de
frottement de contact f .

» Pas besoin de
décomposer la force

P
y’\/;,

normale 7.
0 » Pas besoin de
décomposer

(Situation ou mgsin(68)> f ) mposer
I’accélération a.

» La force gravitationnelle
mg doit étre décomposée
enx’eteny’.
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Voici le schéma des forces de la Décomposition des forces selon Résolution de la 2° loi de

situation : laxexety: Newton graphiquement :
— y \\
/ n
mg sinf
ANAs

ol mg+i+f=ma

Développons notre 2° loi de Newton selon 1’axe x afin d’obtenir I’accélération a, du bloc :

ZFX =ma, = f —mgsin(0) = ma, (Remplacer ZFX )
= a, =M (Isoler a,)
m
= a. = (6)7 (2)(9,8)sin((30°) ) (Remplacer valeurs num.)

.

Le bloc accélére a un rythme de 1,9 m/s? le long du plan incliné vers la gauche (qui est dans le sens
négatif de I’axe x).

(Evaluer a,)

P.S. Pour obtenir la normale a la surface 7, nous devrions résoudre la 2° loi de Newton selon I’axe y
tel que

> F,=ma, = n-mgcos(0)=0 ou a, =0 .
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Chapitre 2.3b — La loi de Hooke

Le ressort idéal

En 1676, Robert Hooke (physicien anglais) établie un lien entre la
déformation d’un objet et la volonté de 1’objet a revenir & son état
naturelle (non déformé). Pour ce faire, I’objet déformé doit appliquer
une force sur son environnement qui le contraint a épouser une forme
non stable. Dans le cas du ressort idéal, élasticité et linéaire, Hooke
réalise qu'un ressort étiré ou comprimé applique une force
proportionnelle a I’étirement ou a la compression du ressort. Cette force

est alors appliquée sur les deux extrémités ou le ressort est fixé. it
Lorsque le ressort possede sa longueur naturelle, il n’applique aucune

force.

Pour un ressort idéal de masse négligeable, la force F, appliquée par
le ressort est égale a I’étirement ou a la compression e du ressort
multiplié par la constante du ressort k (constante de Hooke):

F. =ke
ol F, : Force appliquée par le ressort (N) 3
k : Constante de rappel du ressort (N/m) Ressort pour suspension

de voiture.

e :Module de I’étirement ou de la compression du ressort (m)

Les trois comportements du ressort

Le ressort peut appliquer aucune force, pousser ou tirer sur un objet en contact avec lui :

e= O (1A = 0
1) Lorsque le ressort possede sa longueur
= le ressort n’applique pas force f >
0 x(m)
e P a,

2) Lorsque le ressort est comprimé

r
= le ressort pousse INV\/V\/V\NB—)

3) Lorsque le ressort est étiré

= le ressort tire I Y V VV V V VY D

f f >
0 ¢ x(m)
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Situation 1 : Un ressort idéal. Un ressort idéal accroché e
au plafond possede une longueur naturelle de 30 cm.
s S At 2 30 cm
Lorsqu’un bloc de 0,2 kg est suspendu a son extrémité, sa Adem|

longueur est de 44 cm (voir schéma ci-contre). On désire

déterminer (a) la constante de rappel du ressort et (b)

prévoir sa longueur lorsqu’on accroche un bloc de 0,5 kg 0,2 kg
a son extrémité.

Voici le schéma des forces de la situation : Résolution de la 2° loi de Newton
graphiquement :
30 cm] B
44 cem § = F,
mg
a=0 mg g

> F=ma ou F,+mg=0

Evaluons la constante du ressort 2 ’aide de la 2° loi de Newton appliquée sur la masse m = 0,2 kg :

Z F =ma = A, +mg =ma (Remplacer Z F)
= F,_ +mg=0 (Remplacer a =0)
= F -mg=0 (Décomposition des forces en y)
= F, =mg (Isoler F,)
= ke =mg (Remplacer F, = ke)
= k=" (Isoler k)
e
= k= m (Remplacer valeurs numériques)
(0,44-0,30)

= |k=14 N/m (a) (Evaluer k)
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La définition vectorielle de la force du ressort

La force d’un ressort idéal peut étre définie vectoriellement a 1’aide du vecteur déformation € qui
représente 1’étirement ou la compression du ressort. Ce vecteur posseéde comme origine la position
d’équilibre du ressort. On peut également utiliser I’axe x pour désigner la déformation du ressort. Si
I’équilibre est atteinte a x =0 lorsque e =0, on peut faire ’association e = x :

Forme selon I’axe x

Forme vectorielle (O —

F =—ke F =—kx
ol F,_ : Force appliquée par le ressort (N)
k : Constante de rappel du ressort (N/m)
e : Vecteur étirement ou compression du ressort (m)

x : Position de I’extrémité libre du ressort, x =0 est a la position d’équilibre (m)

Compression du ressort : Etirement du ressort :
e _ —> i e =
«—> a, F —— " a,
e — —>e
f t > t f >
e 0 x(m) 0 ¢ xm)
Le dynamométre
Le dynamometre est un outil qui permet de ! It I J
mesurer une force appliquée sur un objet a 1’aide “3 ,F )? )?
de la déformation d’un ressort. d“ A oy A
. ) . . s 1z sl 1 1
Puisque la déformation d’un ressort idéal est linéaire, I ‘ l %
alors la graduation sur le dynamometre est linéaire
(on double I’étirement, alors on double la force). On &;
peut ainsi mesurer 1’augmentation de la force =
s N w Joo
appliquée par le dynamometre AF, par son .
. 2N
augmentation de longueur Ae : N
Dans cet exemple, la constante k = 1 N/m. Puisque la force
AF = k Ae augmente de 1 N, alors I’étirement du ressort augmente de 1 m.
,
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 2
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Pour évaluer la longueur du ressort lorsque 1’on accroche un bloc m =0,5 kg, appliquons a nouveau la

2° loi de Newton sur la masse en utilisant la constante de rappel k =14 N/m :

Z F =ma = F, +mg =ma (Remplacer Z F)
= F +mg=0 (Remplacer a =0)
= F -mg=0 (Décomposition des forces en y)
= F, =mg (Isoler F,)
= ke =mg (Remplacer F, =ke)
= e= % (Isoler e)
(0,5)9.8)

(Remplacer valeurs numériques)

= (Evaluer e)

Pour évaluer la longueur du ressort, utilisons I’équation L = L, £ e en utilisant le signe positif pour
I’étirement :

L=L *e = L=L;+e (Equation en étirement)
= L=(30cm)+(35cm)

= )

(Remplacer valeurs numériques)
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La force du ressort avec deux particules (complément informatique)

La force Fj qu’un ressort applique sur une particule B
lorsque le ressort est relié a deux particules A et B
dépend de I’étirement e, du ressort selon la particule
B et de la longueur naturelle L, du ressort :

Fy, =—ke,
= L
tel que ey =d | 1- =
[l
et dyy =Ty =T
ol F, : Force qu’exerce le ressort sur la particule B (N).

€, : Vecteur déformation du ressort selon B (m).
k : Constante du ressort (N/m).
L, : Longueur naturelle du ressort (m).
d,; : Déplacement de la particule A et B ce qui donne la longueur du ressort (m).
7, : Position de la particule A (m).
7 : Position de la particule B (m).
Preuve :
Considérons les deux particules P, et Py situés aux
vecteurs positions 7, et 7. Le vecteur déplacement

pour passer de la particule P, a la particule Pg se
calcul grace a I’équation

|

dyg =Ty =T,
L’orientation du vecteur étirement é,, du ressort

selon la particule Pg sera dans la direction du vecteur
déplacement d ,; et peut étre évalué par le calcul

€A

Pour obtenir le vecteur déformation du ressort €, selon la particule Pg, nous pouvons soustraire la

longueur naturelle L, du ressort au vecteur déplacement d,,, par le calcul

ey =d,p —Lieyp.
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En développant I’expression de e, nous obtenons :

-~ - d
P 5 S AB
ey =d,y — Ll = ey =d,y— L, ‘A ‘

AB

- L
= fy=dyl1-—

[0

(Remplacer ¢é,, = —"*

(Factoriser d ;)

Ainsi, on obtient la force que le ressort applique sur la particule Pg par I’équation

Fy,=—ke, .
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Chapitre 2.4 — La réciprocité des forces

Notation sur les forces

En physique, il faut toujours identifier qui applique la force (la
source d’une action) et qui subit la force (la cible d’une action).

Ex : La pomme tombe au sol. &

» Source de la force gravitationnelle : La Terre

. . . Pomme qui tombe sous I’effet
» La cible de la force gravitationnelle : La pomme de la gravité terrestre

Utilisons la notation suivante afin préciser qui applique la force et qui subit la force :

FABEF

A applique force sur B

ol F,; : Force que I’objet A applique sur I’objet B (N).

A : Lettre désignant une référence a I’objet A.

B : Lettre désignant une référence a I’objet B.

Le principe d’action-réaction (3° loi de Newton)
La troisieme loi de Newton (action-réaction) s’énonce de la facon suivante :

Lorsqu’un objet A applique une force sur un objet B, I’objet A va subir également
une force de méme module, mais dans la direction opposée. Cette force sera
appliquée par I’objet B.

Mathématiquement, nous pouvons résumer la 3° loi de Newton de la fagon suivante :

Fop =—Fa _
FBA —
ou F,, : Force que ’objet A applique sur 1’objet B (N). B

; AVAN

F,, : Force que I’objet B applique sur I’objet A (N).

A chaque fois que 1’on fait un bilan de force sur un objet A et un objet B, toutes les forces concernant
ces deux objets se retrouveront en paire que 1’on nomme « paire action-réaction ». Ils sont facilement
identifiable, car ils porte le méme nom d’identification et les indices de source et cible sont inversés

(ex: nugzet ng,). Dans I’exemple précédent, les forces F,; et F,, forment une paire « action-
réaction ».
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L’action-réaction et ’accélération

La 3° loi de Newton précise le module des forces jumelées en paire action-réaction, mais ne décrit pas
les conséquences de ces forces. Lorsque deux objets s’appliquent des forces F,, et Fy,, les modules
des forces sont égaux, mais les accélérations de chaque objet dépendent de leur masse respective par la
21me 16i de Newton (F = ma ).

Situation A : L’action-réaction a trois objets. On désire identifier toutes les forces appliquées sur les
trois objets de la situation suivante :

Albert pousse une Boite sur un Tapis rugueux.

/)
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La bande d’une patinoire

Afin d’illustrer la pertinence de la 3° loi de Newton, analysons la situation suivante :

Situation :

Un patineur est immobile face a une bande de
patinoire. Il applique une force de poussée sur la
bande et il se met a reculer.

Question :

Quelle force permet au patineur de subir une
accélération ?

(force horizontale uniquement)

Explication :

1) Sile patineur passe du repos a un état de mouvement = il y a une accélération.
2) Selon ZF =ma, si le patineur accélere = il y a une force appliquée sur le patineur.

3) L’objet qui applique la force sur le patineur doit étre nécessairement la bande, car le patineur ne
peut pas s’auto-pousser (se pousser lui-méme).

4) La bande pousse sur le patineur, car le patineur pousse sur la bande. C’est I’action-réaction qui
explique I’origine du mouvement du patineur.

Propulsion par action-réaction
A chaque fois qu’un objet désire subir une accélération par sa « propre action », celui-ci doit appliquer
une force sur son environnement afin de subir la «réaction » de sa force. Une personne ne peut pas

« s’auto pousser » pour accélérer.

Voici quelques exemples pour illustrer différents modes de propulsion :

Tirer sur une corde C Sauter verticalement sur le sol S

ay

N
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Afin de clarifier le dessin et le rendre moins lourd, nous allons représenter les forces horizontales et les
forces verticales sur deux schémas séparés :

Selon I’axe des x : (7)

FBsurA
FAsurB
fl'surB
k(—b

fAsurT fl‘surA sturT

fl' (ou I’ autre direction)

Selon I’axe des y : (8)

ma8 g8
T sur A
N1 gyr B
N\
n ( X J
NA sur T T myg nB sur T
Y
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Chapitre 2.5a — Les coefficients de frottement

Deux types de frottement de surface

Lorsqu’il y a deux objets en contact, il y a du frottement de surface. Par contre, on peut définir deux
types de frottement : statique et cinétique.

Statique : Cinétique :

Force de frottement agissant sur un objet Force de frottement agissant sur un objet en
immobile par rapport a la surface de contact. mouvement par rapport a la surface de contact.
Symbole : f s Symbole : f ¢

Unité (Newton) :  |f.]=N Unité (Newton) :  |f.]=N

a=0 v=0 a=0oua=#0

Le frottement cinétique

Expérimentalement, le frottement cinétique est proportionnel a la force
normale n appliquée par I’objet qui produit le frottement et aux deux types
de surfaces en contact. Plus la force normale sera grande, plus le frottement
cinétique sera grand. Ce frottement s’applique seulement si I’objet subissant
le frottement est en mouvement par rapport 2 sa surface de contact :

fe=un

ou f. : Force de friction cinétique (N).

M. : Coefficient de frottement cinétique (pas d’unité).

n : Force normale (N).

11 est difficile de donner une définition vectorielle au frottement, car cette
force peut également accélérer un objet (force méme sens que la vitesse de
I’objet).

Exemple :

Un bloc B est accéléré par le frottement appliquée par un bloc A. Le bloc
A est accéléré pas une force extérieure de traction et est ralenti par
I’action-réaction du frottement.
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Situation 4 : Bloc sur le point de glisser. On dépose un bloc de laiton de 2 kg sur une plaque en
acier. On augmente lentement I’angle 6 que fait la plaque avec 1’horizontale et on observe que le
bloc se met a glisser lorsque & dépasse 27°. On désire déterminer le coefficient de frottement
statique entre le laiton et I’acier.

Voici le schéma des forces de la Décomposition des forces selon Résolution de la 2° loi de
situation : laxexety: Newton graphiquement :

Y

ZF=mﬁ
ol f +ii+mg+=0

Développons notre 2° loi de Newton selon 1’axe y afin d’obtenir la normale 2 la surface 7 :

z F,=ma, = n—mg cos(H) =ma, (Remplacer Z F))
= n—mg cos(0) =0 (Remplacer a, =0)
= n=mg cos(6) (Isoler n)
= n=(2)9,8)cos(27°) (Remplacer valeurs numériques)
= (Evaluer n)

Développons notre 2° loi de Newton selon 1’axe x afin d’obtenir le coefficient g, lorsque le frottement

statique est sollicité au maximum ( f, = f, . = 4n):
Z:FK =ma, = f, —mgsin(8) = ma, (Remplacer Z F.)

= Somae —ME sin(6)=0 (Remplacer a, =0 et f, = f,

omax )

= H.n=mg sin(ﬁ) (Remplacer f, = un)

= 8 =M (Isoler p,)
= U, = % (Remplacer valeurs numériques)
= (Evaluer M)
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 3
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Le frottement statique

Lorsque 1’objet est immobile par rapport a une surface grace a un frottement, alors la surface applique
une force de frottement statique. Cette force n’est pas constante, car elle s’ajuste en module et en
orientation afin de respecter la 2° loi de Newton suivante :

Z F =ma = z F,=0 (Accélération nulle)

= z Fy e —f, =0  (f, s’oppose aux autres forces Z F,

; are )

(Accélération égale zéro, car I’objet est immobile et demeure immobile)

Le role du frottement statique est de bloquer les autres forces voulant provoquer

un mouvement parallele a la surface de contact jusqu’a une valeur limite f(,..): a=0v=0
O < fs < fs(max) ol fs(max) :ﬂxn
ol Siman) : Force de frottement statique maximale (N)
M, : Coefficient de frottement statique (pas d’unité).
n : Force normale (N).

Ainsi, selon le module et 1’orientation des autres forces appliquées sur un objet, la force de frottement
statique sera dans le sens opposé dont le module va satisfaire le critere

2 F) e = 1 tel que 0<f =un

Autrement (si f, > u.n), on prouve que I’objet ne peut pas étre immobilisé grace au frottement statique.

Frottement cinétique f, vs frottement statique f;

Si I’objet est initialement immobile, nous avons deux scénarios possibles : (surface immobile)
) YF,<un = I’objet reste immobile (f=f=2F, .a,=0)
2) Y F,>un = I'objet accélére (f=f.=mu.n ,a,#0)

Voici un graphique illustrant la force de frottement f en fonction d’une force de poussée F appliquée
sur un objet initialement immobile. La force de frottement peut étre statique, statique maximale ou bien
cinétique. :

f=pn FN)

A

F>un
Ssmax= psn

Je=pen

o]l

immobile 1 en mouvement

mg F=usn F (N)

(Schéma des forces de la situation)

£

P.S. Ce graphique est une approximation de la réalité.
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Chapitre 2.5b — Le frottement en mouvement

Le frottement sur une surface non immeobile

Lorsqu’une surface n’est pas immobile, un objet doit accélérer au méme
rythme que la surface pour demeurer immobile par rapport a elle. Voici
un exemple ou la force de frottement peut contribuer a garder un objet
immobile par rapport a une surface en accélération :

Situation A : Albert dans le métro. Albert (90 kg) est debout dans un métro (train souterrain)
immobile. Celui-ci accélére a un rythme de 1,25 m/s. Albert tire horizontalement sur un poteau
avec une force de 20 N. On désire évaluer le coefficient de frottement statique minimale entre les
pieds d’Albert et le métro afin qu’Albert ne glisse pas lorsque le train accélere.

La surface : A
L objet étudié : B |

. Situation ot un bloc B est déplacé grace au
Force qui permet a B d’accélérer :  le frottement frottement.

Dans cette situation, il y a deux scénarios possibles :

1) Le frottement statique :

L’objet B reste immobile par rapport a la surface A.

L’objet B accélére au méme rythme que 1’objet A.

2) Le frottement cinétique :
L’objet B est mobile par rapport a la surface A.

L’objet B accéléere moins efficacement que ’objet A.

Pour choisir parmi ces deux scénarios, il faut calculer deux types d’accélération a I’aide de la 2° loi de
Newton : (ZF =ma)

ot . . . un
e Accélération statique maximale: Simay =t =mga o (e = m—)
B
e Accélération cinétique : =pun= =L
ccélération cinétique : L= My e (e =)
B
1) Si a,<a_. alors accélération statique = ag =a,
statique max
2) Si oa, > - alors accélération cinétique = Ay = Aipgigue < A

N.B. Cette régle est un cas particulier. Il faut I’adapter s’il y a plusieurs autres forces en jeu.
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Le frottement de traction

Pour modifier la vitesse de translation d’une voiture, il faut que le sol puisse appliquer une force sur les
roues de la voiture. Autrement, le moteur et le systétme de freinage pourrait modifier la vitesse de
rotation des roues sans influencer la translation de la voiture. Ainsi, le sens du frottement appliqué sur
les roues de la voiture aura un effet sur la rotation des roues et sur la translation de la voiture. Le
chapitre 4.7 : Dynamique de rotation vous permettra d’étudier plus en profondeur tout le processus.

Voici les trois types de frottement de traction applicable sur les roues d’un véhicule :

La traction de propulsion : v

La force de frottement appliquée sur les roues est de type #
statique et elle est orientée vers I’avant afin d’augmenter la &
vitesse de translation de la voiture. Ce frottement va nuire (

a la rotation vers 1’avant de la roue, mais la force du
moteur va compenser pour cette résistance.

AN A

Puisque le frottement est statique, la roue roulera sans mg Y f s
glisser, car la vitesse de rotation de la roue va augmenter
au rythme de I’augmentation de la vitesse de translation de
la voiture.

Physique XX| - Tome A - p. 235 - @ ERPI

La traction de freinage :

La force de frottement appliquée sur les roues est de type v
statique et elle est orientée vers ’arriére afin de diminuer .

la vitesse de translation de la voiture. Ce frottement va ) 97
nuire a la diminution de la vitesse de rotation de la roue, L d
mais la force du systéme de freinage va compenser pour N J ‘%‘J
cette stimulation. . f
mgy °°
Y

Puisque le frottement est statique, la roue roulera sans
glisser, car la vitesse de rotation de la roue va diminuer au
rythme de la réduction de la vitesse de translation de la
voiture.

Physique XX - Tome A - p. 236 - @ ERFI

Le freinage en glissement : —

n YA

Lees

La force de frottement appliquée sur les roues est de type v
cinétique et elle est orientée vers I’arriére afin de diminuer - &

la vitesse de translation de la voiture. Puisque le systéme
de freinage bloque la rotation de celles-ci, il n’y a plus de
rotation. Ainsi, les roues ne font que glisser sans rouler sur N J -~/
la surface de contact. Ce type de frottement est a éviter, car f

il endommage les roues en provoquant une usure mé’* \ c
prématurée.

Physique XXI - Tome A - p. 236 - ©ERPI
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Voici la masse d’Albert étant le sujet sur lequel nous allons appliquer la 2°¢ loi de Newton et les forces
qu’il va subir :

m=90 kg f..mg, fietF

Réalisons le diagramme des forces avec une solution graphique qualitative a la 2¢ loi de Newton :

Diagramme des forces Solution graphique : (ZF =ma)

ma

F

a
_ —>
gl 7 L

> Y

ZF’=mZJ = f,+mg+in+F =ma

Evaluons la normale 4 la surface en décomposant la 2 loi de Newton selon I’axe y :

Z F,=ma, = n—mg=ma, (Remplacer ZFJ, )
= n—mg=0 (Remplacer a, =0)

= n—(90)9,8)=0 (Remplacer valeurs numériques)

=

n=882 N (Evaluer n)

Evaluons le coefficient de frottement en décomposant la 2¢ loi de Newton selon I’axe x :

ZFX =ma, = f.+F=ma, (Remplacer ZFX )
= (,le,l’l)"'F‘:n'la)r (/; :.fymax :/usn)
-F
= u, = ma, —n (Isoler )
n
= o= w (Remplacer valeurs numériques)
(882)
= 0,105 (Bvaluer z,)
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Situation B : Est-ce que ¢a « spin » 2 Albert posséde une voiture sport de 1300 kg munit de pneus
dont le coefficient de frottement statique avec le sol est de 0,9. Sachant que la performance du moteur
permettrait & la voiture d’atteindre une accélération de 9,30 m/s* au démarrage, est-ce que I’adhérence
des pneus sera adéquate pour une telle accélération sur une surface horizontale ?

Evaluons la force de frottement statique requise pour obtenir 1’accélération de 9,30 m/s? :
Z F. =ma, = [, =ma,
=  f =(1300)9,30)

= |/, =1209 N

Evaluons la force de frottement statique maximale Ji(max) entre les pneus et le sol :

Si(max) = K7 = Sma) = s (mg) (n=mg car la surface est horizontale)

= S = (0,9)(1300)9.8)
= i) =11466 N

Puisque f{(,.) < f,, car
Simar) =11466 N <12090 N = f ,

alors les pneus vont glisser ce qui ne permettra pas d’obtenir I’accélération désirée.

Le frottement de roulement

Le frottement de roulement correspond au frottement qu’une surface applique sur un objet non
parfaitement rigide lorsque celui-ci est en mouvement translation et de rotation sur la surface. Le
module de la force dépendra de plusieurs facteurs dont la rigidité de ’objet et mouvement et de la
surface. Pour se doter d’un modéele simple, nous pouvons réduire 1’expression du module de la force de
frottement de roulement a 1’équation suivante :

Ji=pn
ou /. : Module de la force de frottement de roulement (N).

4, : Coefficient de frottement de roulement.

n : Module de la force normale qu’applique la surface sur I’objet en mouvement (N).
situation idéalisée :
I'objet et le sol sont
parfaitement rigides

situation réelle

n

v
e
Physique XX - Tomst A - p 237 - § ERPY Priysique X - Tome A . 237 - BERFI
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Chapitre 2.6 — La dynamique des systémes

Systéme de masses

Un systéme de masses est composé de plusieurs objets possédant une masse et qui sont reliés par des
forces entre eux. La 3° loi de Newton prendra de I’importance dans ce type de probléme, car deux
forces dans une paire action-réaction agissent sur deux objets distincts.

Exemple :
» Objets déposés ’un sur I’autre.

» Objets poussant I’un sur ’autre.

» Objets reliés par des cordes.

La technique pour résoudre des problémes a I’aide du concept de force
Voici un algorithme de résolution de probléme utilisant la 2° loi de Newton :

1) Identifier toutes les masses.

2) Identifier toutes les forces appliquées sur chaque masse.

3) Faire un diagramme des forces pour chaque masse avec un systéme d’axe xy.

4) Ecrire la 2° loi de Newton (ZF = ma ) pour chaque masse du systéme.
5) Décomposer la 2° loi de Newton (force et accélération) dans le systéme d’axe xy tel que

ZFX:max et ZF),:may.

6) Résoudre le systeme d’équation.

7) Répondre a la question.
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Situation 1 : La tension dans une corde de masse négligeable. Deux blocs A et B sont posés sur une
surface sans frottement. Ils sont reliés ensemble par une mince corde dont la masse est négligeable par
rapport a celle des blocs. Lorsqu’on tire sur le bloc B, on désire démontrer que la corde exerce des
tensions de méme module sur les deux blocs.

Situation 3 : Trois blocs et une poulie. Considérons la situation
représentée sur le schéma ci-contre. Trois blocs de masse m, , m, et
m,. sont reliés ensemble par des cordes ; une des cordes passe sur une
poulie sans frottement. Les masses de la poulie et des cordes sont
négligeables. Le plan incliné fait un angle 6 par rapport a
I’horizontale et il y a un coefficient de frottement s, entre les surfaces
en contact. Sachant que les blocs B et C se déplacent vers le bas, on
désire déterminer 1’accélération des blocs.

Schéma des forces :

T
ag x
mgg T (Ve
_____ VAT x‘l\
b
x 1 Loc

uac f\mag =~

mBaBu

Voici la 2° loi de Newton appliquée sur nos trois blocs A, B et C :

Pour A : S F=m,a, = T,+mg+i+f, =m,a,
Pour B : ZF:mB§B = Ty +myg+Ty, =mya,
Pour C : > F=mca, = Ty +m.g=mqa,

Selon nos systémes d’axe xy et x’y’, on peut décomposer les forces et accélérations afin d’obtenir les
équations suivantes :

Pour A : ZFX:nfmAgcos(B):mAaxA = n—m,gcos(6)=0 1)
ZFv =T, 7mAgSin(9)7f‘c =m,a,, = TIA _mAgSin(g)_f(‘ =m,a,, (3}
PourB: Y F, =-T, +m,g+T,, =mya,, =  —Ty+mug+Ty=mua,, 3)
Pour C: ZF1 =T tmeg=mea,, = —Tetmeg=mea,. @
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Voici le schéma des forces a 3 masses A, B et C ou le frottement a été négligé :

A B 1y
T T, F C !
A B Ty ~%
C

aa as ac
F : Force qui fera accélérer le systéme, en particulier le bloc B.
T, : Force qui permet au bloc A d’étre accéléré via la corde C.
T, : Force qui représente le fardeau du Bloc B a trainer le bloc A via la corde C.
T, : Action-réaction appliquée sur la corde C venant de T}
T, : Action-réaction appliquée sur la corde C venant de T,
Appliquons la 2° loi de Newton sur la corde (masse C) :
Z F=ma = T, +T, =m.a (Appliquer la 2°™ loi de Newton a C)

- (Dicomposeren

Si I’on suppose que la masse de la corde est négligeable :  (m,. =0)

~TI,+T,=mca, =
=
Puisque : T, =T, et T, =T, par Action réaction

7

2

La tension appliquée aux deux extrémités de la corde est dc méme module si la masse de la corde
est négligeable. Cela s’applique uniquement lorsqu’il y a seulement deux forces en action sur la corde.

Remarque : S’il y a trois forces et plus d’appliquées sur la corde (ex : 3 objets touchent a la corde),
la tension ne sera pas uniforme sur ’ensemble de la corde. La conclusion précédente
ne peut donc pas étre utilisée.
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Avec la 3° loi de Newton et I’approximation de la corde de masse nulle, nous avons

I,=Ty=T et The=Ty =T, .

Puisque nos blocs sont rattachés par des cordes, les modules des accélérations sont égaux. Ainsi, nous
avons

‘ﬁA‘ = ‘ég‘ = ‘ﬁc‘ =a et qui correspond a a,=a,;=0a,.=a

Nous avons donc le systéme d’équations suivants :

n—m,g cos(&) =0 (1) (support du bloc A par le plan incliné)
T,—-m,g sin(é’)— f.=m,a 2) (mouvement vers le haut du bloc A)
T, +myg+T, =mya 3) (mouvement vers le bas du bloc B)
T, +m.g=mca “4) (mouvement vers le bas du bloc C)

A partir de (1), on peut évaluer la normal 7 :

n—m,gcos(6)=0 = n=m,gcos(6)
Nous pouvons développer 1’expression du frottement cinétique a partir de la normale 7 :
fo=un = |f.=pmgcos(6)

En additionnant les équations (2), (3) et (4), nous pouvons obtenir une nouvelle équation qui nous
permettra d’isoler a correspondant a 1’accélération de chacun des blocs (accélération du systéme) :

= [Tl 7mAgsin((9)ffc]+ [7Tl tmyg+ T2]+[* T, +mcg]: [mAa]+ [msa]+[m6'a]

@ (&) “@ @ & @
= —m,gsin(0)-f, +myg+m.g=(m, +m, +m.)a (Factoriser a)
= —mgsin(0)-(um, g cos(O))+ myg +meg =(m, +my+ma (Remplacer f,)
= (—m  sin(0)— p,m , cos(@)+m, +m.)g =(m, +m, +m)a (Factoriser g)

N gz M Sin(g)—#ém/; 005(9)+m5 +ne g (Isoler a)
m,+mg+m;

g Metme —m ,(sin(8)+ g1, cos(&))g

mA+mE+mC

(Factoriser m,)

Attention :

Cette équation n’est valide que pour une accélération positive. Si la combinaison des masses donne
une accélération négative, 1’équation ne sera pas bonne, car le frottement ne sera pas appliqué dans
la bonne direction.
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Situation 4: Un bloc plaqué contre un autre. Considérons la A y
situation représentée sur le schéma ci-contre. En poussant sur le bloc
A avec une force horizontale H suffisante, on réussit a faire en sorte

que le bloc B ne glisse pas vers le bas. On donne m, =6 kg et

m, =2 kg. Les blocs et la surface horizontale sont en bois : les

coefficients de frottement sont x =0,5et u, =0,3. On désire ‘

calculer le module minimal A de la force requise

Schéma des forces : Solution graphique : (ZF =ma)

myd, g, f, M9

(—(—Aj

mAg\ , ~ Hap (| =
_ ON San
f BA 7 m
v H BE
7

Voici la 2° loi de Newton appliquée au bloc A et B :
Pour A : > F=m,a, = HAmG4iig, + fap +7iy + [y =m,d,
Pour B : Zﬁ=mBﬁB = mB§+ﬁAB+fAB =mydy
Selon notre systéme d’axe xy, on peut décomposer les forces et obtenir :
Pour A : ZFx =H-—ny, —fy=mya,, = H-ng, = fy=mya,, @

sz:*mAg*quJr”A:mA“yA:O = —m,g— fgytn, =0 2)
Pour B : ZFX =N, =Mya,g = Mg =Myd g 3)

sz:7mBg+.fAB:mBayB:0 = —myg+ fy =0 )
Avec la 3° loi de Newton, nous avons des paires d’action-réaction suivantes :

NAp = Nga San = Joa
Puisque nos deux blocs sont toujours en contact, ils accélérent au méme rythme :
ap=ap=4a
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Exercices

L’un pousse Pautre. Sur une surface sans frottement, trois blocs de masse m, =04 kg,
my =0,1 kget m. =0,3 kg sont posés I’'un a c6té de ’autre. Si on pousse sur le bloc A avec une force
horizontale de 2,4 N (schéma-ci dessous), déterminez les modules de 1’accélération des blocs et des
forces normales que les blocs exercent les uns sur les autres.

A

H |B| €

Ceci nous donne le systéme d’équations suivants :

H-n,,—f,=m,a (6] (propulsion du bloc A selon I’axe x)
—myg—fapg+n, =0 (2) (support du bloc A par le sol)
Ny = Mya A3) (propulsion du bloc B selon I’axe x)
—myg+ fup =0 “) (support du bloc B par le frottement statique)
Puisqu’on désire évaluer H, utilisons (1) et remplagons dans notre équation les termes connus :
H-n,— f,=m,a = H=ma+n,g,+f, (Isoler H)
= H=mya+(mya)+ f, (Remplacer n,, avec (3))
= H = (mA +my )a + £ (Factoriser a)
= H=(m, +mg)a+(un,) (Remplacer f, = pu.n,)
= H=(m, +my)a+u(mg+ fa) (Remplacer n, avec (2))
=  H=(m, +my)a+pu(myg+(myg)) (Remplacer f,, avec (4))
= |H =(m, +my)a+ p,g(m, +my, )‘ (Factoriser g)

Pour évaluer 1’accélération a, nous pouvons utiliser les équations (4) et (3) :

—myg+ frp =0 = —mpg+ (ﬂs”AB): 0 (Remplacer f, = pn,)
= —mgg+ K (mBa) =0 (Remplacer n,, avec (3))
= a="18 (Isoler a)
Mg
_8 L
= a=- (Simplifier my)
H

Nous avons la solution générale suivante que 1’on peut évaluer avec les deux expressions précédentes:

H=(m, +my)a+uglm, +my) = H:(mA+mB)£+ﬂcg(mA+mB) (Remplacer a =g/ u,)
i

s

= |H=(m, + mB)g[L + ,ué) (Factoriser (m, +my)g)
U

s

=> H= ((6)+ (2))(9,8{(%] + (O,3)j (Remplacer valeurs num.)

- (Caleul)
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Solutions

L’un pousse Dautre. Sur une surface sans frottement, trois blocs de masse m, =0,4 kg,
my =0,1 kget m. =0,3 kg sont posés I’'un a c6té de I’autre. Si on pousse sur le bloc A avec une force
horizontale de 2,4 N (schéma-ci dessous), déterminez les modules de 1’accélération des blocs et des
forces normales que les blocs exercent les uns sur les autres.

2.6.10| Frottement versus gravité, prise 2. Deux blocs de méme masse sont reliés ensemble par une
corde qui passe sur une poulie (schéma ci-dessous).

Le bloc A est soutenu par un plan incliné & & =30° par rapport a I’horizontale. Les coefficients de
frottement sont les mémes pour toutes les surfaces en présence. Les blocs sont initialement immobiles
et on les lache. (a) Pour quelle valeur minimale de s les blocs demeurent-ils immobiles? (b) Que vaut
le module de I’accélération des blocs si g, = 0,25 et u, =0,2.
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A
H |B)| €
L 1

Avec la 2° loi de Newton :
Pour A : H+m, g+, +i, =m,a,
Pour B : Mpg +ilg +7 s +hey =Myl
Pour C: Mmeg+i, +iy. =med.
Si I’on décompose nos forces dans le systéme d’axe xy :
Pour A : z:FX:H—n,_;,A:m/lax/1 = H-ng =m,a, 1)
Pour B : ZFX =Ny —Nep =Mpd,; = Ny —Nep =Mpd g ?2)
Pour C : ZFX =Ny =Mea = Age =Med 3)

P.S. Les équations en y ne sont pas utiles au probléme, car il n’y a pas de frottement.

A I’aide de la 3° loi de Newton, nous avons les relations suivantes entre nos forces normales :

Nyp =Npy et Npe =Ny

De plus, nous trois masses accélérent dans la méme direction avec le méme module :

Ay =ayp =0d,c=4a

Ceci nous donne le systéme d’équations suivantes :

H-n,;=m,a 1)
Nyp —Nge =Mga ?2)
Rpe =Mea A3
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Pour évaluer 1’accélération, il suffit d’additionner les trois équations et isoler a :

= [H—nAB]+[nAB —nBC]+[nBC]: [mAa]+[mBa]+[mca] (Additionner (1), (2) et (3))

@) (2) 3) ey () 3)
= H=(m,+my+m)a (Factoriser a)
= a= S B (Isoler a)
(m,+my+mg)

(24)
(0,4+0,1+0,3)

=

Avec I’accélération on peut évaluer les forces normales :

= a=

De (1) : ng=H-ma=024)-043) = |n,=12N
De (3) : nye =mea=(0,3)3) = |ne=09N
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Nous avons ainsi les équations suivantes simplifiées :

—mgsin(@)+T+ f,=ma (1)

—mgcos(@)+n, =0 ?)
T+ f,=ma A3
—-mg+n, =0

Evaluons de fagon générale I’accélération en débutant avec 1’équation (1) :

—-mg sin(9)+ T+f,=ma (Equation (1))
= (~mgsin(@)+T + f,)+ (=T + f,) = (ma)+(ma)  (Ajouter I'équation (3))
= —mgsin(0)+ f, + f, =2ma (Simplifier)
= a=_""8 sin(0)+ Jot /s (Isoler a)

2m
_ in(g
= a= mgsm( )+(ﬂ nB)+(ﬂ nA) (Remplacer f =y n)
2m
= a=_"8 sin(6)+ pulny +n,) (Factoriser p)
2m
= a=""8 sin(9)+ ,u(gmg)-%— (mg cos(&))) (Remplacer les normales avec (2) et (<))
m

N g gsin(0) + ,Lzzg(l +cos(6)) (Simplifier m)
= a:%»_sm(g)g (Si a <0, donc ¢a bouge !)

(a) La valeur minimal de gz = u, pour que les deux blocs soient immobiles implique a =0 :

0="4 (l * COS(Q))_ sin(@) g = 0=p, (1 + COS(Q))— sin(&)

2
sin(0)

B sin(30°)
AT cos(6)

=———<=0,268
= a 1+cos(30°)

(b) Le module de I’accélération peut s’évaluer s’il n’y a pas de friction statique (u =, ) :

g K (1+ cos(f))— sin(e)g _(02)1+ cos(320°))— sin(30°) (0.8)= 0,621 m/s’

L’accélération posséde un module de 0,621 m/s’ et est orientée selon notre systéme d’axe vers la

gauche.
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2.6.10| Frottement versus gravité, prise 2. Deux blocs de méme masse sont reliés ensemble par une
corde qui passe sur une poulie (schéma ci-dessous).
3

Le bloc A est soutenu par un plan incliné & @ =30° par rapport a I’horizontale. Les coefficients de
frottement sont les mémes pour toutes les surfaces en présence. Les blocs sont initialement immobiles
et on les lache. (a) Pour quelle valeur minimale de s les blocs demeurent-ils immobiles? (b) Que vaut
le module de I’accélération des blocs si x, = 0,25 et u, =0,2.

Avec la 2° loi de Newton :
Pour A : ZF:mA4g+fA+_f/1+ﬁA:mAéA x = droite  y > haut
Pour B : Zﬁ:mBg‘JrTBJrfBJrﬁB:mB&B A:xy’ B:xy

Si I’on décompose nos forces dans le systéme d’axe xy et x’y’ :

Pour A :

ZFX. =—m,gsin(0)+T, + f, =m,a,, = —m,gsin(0)+T,+ f, =m,a,, 1)
ZF‘ =-—m, gcos(0)+n, =mua,, =0 = —m,gcos(@)+n, =0 ?2)
Pour B :

ZFx:_TB'*'fB:mBaxB = =T+ [y =mya, @A)
ZF‘,:—mngLnE:mBa‘,B:O = —myg+ny, =0

Puisque la tension a la méme valeur partout sur la corde et que nos deux objets possédent la méme
masse :
T,=Ty,=T my,=mg=m

De plus, nos deux objets vont accélérer au méme rythme :

Apy =0, =0

X
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Chapitre 2.7 — La dynamique du mouvement circulaire

Les forces de role centripetes

Une force centripeéte est le nom que porte une force ayant une composante orientée vers le centre
d’une trajectoire circulaire contribuant ainsi a produire une accélération centripéte. Puisqu’une
force centripete n’est pas proprement une force mais plutdt un qualificatif/étiquette, on peut affirmer
qu’une force peut jouer le role de force centripete dans un probleéme de dynamique si elle est
correctement orientée.

Voici quelques exemples de forces qui jouent le role de force centripete :

Un satellite en orbite autour de la terre

Force centripéte :
Force gravitationnelle

_ MA
(F, =—Gni—2r)

Force centripéte :
Force gravitationnelle
(F, =mg) et force

normale (7))

Une balancoire (pendule)

Force centripéte : I
Tension (T ) et force
gravitationnelle (mg )

Force tangentielle :
Force gravitationnelle
(mg)
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Situation 1 : Un bloc tournoie au bout d’une corde. On attache un bloc de 2 kg avec une corde a un
crochet fixé au centre d’une table a air (frottement négligeable). On fait tourner le bloc sur une
trajectoire circulaire dont le rayon est égal a 0,5 m et on observe que le bloc prend 3 secondes pour

faire un tour. On désire déterminer le module de la tension dans la corde.

Situation 2 : Un bloc entrainé par la rotation d’un disque. Un disque de métal

de 50 cm de rayon tourne autour d’un axe vertical a 40 tours par minutes. Un <
petit bloc est situé a mi-chemin entre le centre et le bord du disque et il tourne

avec le disque sans glisser. On désire déterminer le coefficient de frottement @
statique minimal qui doit exister entre le bloc et le disque pour rendre ce 3
mouvement possible.

Schéma des forces : Solution graphique : (z F=ma)
. a . ~ m g
<<= T
T
r i —
«— ma

ZFszl ot T+ii+mg=ma
Vue du haut (normale annule le poids)

Développons notre 2° loi de Newton selon 1’axe 7 afin d’obtenir une expression pour I’accélération
a,. sachant que le bloc demeure sur la trajectoire circulaire (a, =a.) :

ZF,, =ma,. = T =ma, (Décomposition selon I’axe r')
V2 v2
= T= mT (Remplacer a, =a, = 7)

A partir de la définition de la vitesse, évaluons le module de la vitesse :

V= g = y= (Zﬂ r) (Remplacer Ax=27xr et At=T)
At (1)
= V= 2”((30)’5) (Remplacer valeurs numériques)

= v=1,05 m/s (Simplifier)

Evaluons la tension dans la corde 2 partir de ’expression de la tension 7 et le module de la vitesse v :

2 2
T=m2 = T= M (Remplacer valeurs numériques)
r (05)
= T=441 N (Simplifier)
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 2

Note de cours rédigée par Simon Vézina

Situation A : Un bloc entrainé par la rotation d’un disque en accélération. Un disque de métal de
rayon R = 1,5 m initialement immobile tourne autour d’un axe vertical de plus en plus vite avec une
accélération constante. Un bloc de 5 kg situé a une distance d = 0,2 m du bord du disque tourne avec le
disque sans glisser avec une accélération tangentielle de 0,2 m/s>. On désire évaluer le module du
frottement statique exercé par le disque sur le bloc apres 4 secondes de rotation.

Schéma des forces : Solution graphique : (Y F = ma)
v, ma
2N Ha
G mg| 5|
a. ul
o -

ZF:mé ot i+mg+f=ma
Développons la 2° loi de Newton selon I’axe y afin d’évaluer une expression pour la force normale 7 :
ZF),zmavv = n—mg =0 (a, =0)
= n=mg (Isoler la normale)

Développons la 2° loi de Newton selon 1’axe y afin d’évaluer une expression pour le coefficient
M, sachant que le bloc demeure sur sa trajectoire circulaire (a, =a.) :

2 2

2 F. =ma, = fi=m= (Remplacer a, =a, =)
,
> (=" (Remplacer £, = () = 4,1)
r
2
= ,(mg)= uid (Remplacer n=mg)
r

v2
= Hy=— (Simplifier m et isoler )

8r

On peut évaluer la vitesse a 1’aide de la période et de la définition de la vitesse :

_ 40 tours N 1 min 1 1

=0,666 s~ (Fréquence) et T=—=——=15s (Période
f min 60 s (Fréq ) f 0,666 ( )
. ) Ax 2zr  27(0,5/2)
Evaluons la vitesse : v=—o = V= =

At T (1,5)
2 2
Evaluons le coefficient : M, = r = M, = & =
togr * (9.8)(0,5/2)
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Evaluons la vitesse tangentielle du bloc aprés 4 secondes 2 ’aide des équations du MUA :
hevarar s -0+026) -

Evaluons I’accélération radiale a, requise pour permettre au bloc de demeurer sur la trajectoire

circulaire (a, = a.):

2 2
a,=ag = a, = (V—] (Remplacer a. = v—)
r r
2
v
= a, =— Remplacer r =R —x
T R=v) (Remp )
0.8)° .
= a, = # (Remplacer les valeurs numériques)

" (1,5)-(0,2)

= a, =0,4923 m/s? (Evaluer 1’accélération radiale)

Puisque c’est uniquement le frottement qui permet de générer 1’accélération tangentielle, évaluons la
partie tangentielle du frottement statique a partir de la 2° loi de Newton selon I’axe x :

> F, =ma, = f . =ma, = f.=0)02) = |f,=IN

Puisque c’est uniquement le frottement qui permet de générer |’accélération radiale, évaluons la partie
radiale du frottement statique 2 partir de la 2° loi de Newton selon I’axe 7 :

> F,=ma, = f.=ma, = f.=(5)0,4923) = |f.=24615N

Puisque les deux composantes du frottement
tangentiel et radial sont perpendiculaires,
évaluons le module du frottement statique a 1’aide
du théoréme de Pythagore :

N

Décomposition de la force de
frottement vue de haut :
Triangle
décomposition force
de frottement :

/s
= f=40)+@4615) ?:lf
= |f=2657 N f
ol tan(0)=—*
I
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Situation 3 : Un virage surélevé. Dans un virage de 50 m de rayon, on a relevé le bord extérieur d’une
piste de course afin que la chaussée fasse un angle de 20° avec I’horizontale. On désire calculer le
module maximal de la vitesse a laquelle une voiture de 1200 kg peut négocier le virage sans déraper. Il

y a un coefficient de frottement statique de 0,8 entre les pneus et la chaussée.

Schéma de la situation :

Vue de haut

Vue de coté

Schéma des forces :

Solution graphique :

ol Ai+mg+f, =ma

Appliquons la 2° loi de Newton selon I’axe y afin d’évaluer la normale 7 :

ZF), =ma, = ncos(0)— f sin(6)—mg = ma, (Remplacer Z F))
= ncos(8)— fsin(@)—mg =0 (Remplacer a, =0)
= ncos(0)—(u,n)sin(9)-mg =0 (Remplacer f, = f, () = H,1)
= n[cos(ﬂ)— M, sin(&)] =mg (Factoriser n)
mg
= n= m (€3] (Isoler n)
= n= cos(zog)zf?gfgii)n(zoo) (Remplacer valeurs numériques)
= (Calcul) (P.S. n>mg =11760 N)

Appliquons la 2° loi de Newton selon 1’axe r” afin d’évaluer la vitesse sous la forme de v* :

Z F.=ma, =

f cos(&)+ nsin(é)) =ma,

(Remplacer ZFY. )

2

Remplagons maintenant le frottement dans I’expression (2) lorsque le frottement est statique maximale
et évaluons la vitesse maximale de la voiture sans déraper :

V= L(f cos()+ nsin(8))

m
= v? :L((ﬂgn)cos(9)+ nsin(6)) (Remplacer f, = f(u) = 4,1)

m
N v = ni(,us cos(@)+sin(8))|  (3) (Factoriser )

, (50) . .
= v = (17656)(17)0) ((0,8)cos(20°)+sin(20°)) (Remplacer valeurs numériques)
= v’ =804,7 (Calcul)
= v=12837 m/s (Choisir la valeur positive)
= (Expression en km/h)
Bquation générale: |v? = gr £ c05(0)+5in(6) (A partir de (3) et (1)
Equation générale : =gr—————"———= ir
uation générale g cos(0)— . sin(0) pai e e

Exercices

Une trajectoire le long d’une table horizontale. On attache un bloc de 2 kg avec une corde
a un crochet fixé au centre d’une table a air (frottement négligeable). On fait tourner le bloc sur une
trajectoire circulaire dont le rayon vaut 0,5 m. (a) Si le bloc fait 10 tours par minute, quelle est la
tension dans la corde? (b) Si la corde peut supporter une tension maximale de 5 N avant de se rompre,
quel est le nombre maximal de tours par minute que peut faire le bloc?

La tension au point le plus haut et au point le plus bas. Une balle de 0,5 kg attachée a une
corde de masse négligeable tourne sur un cercle vertical de 50 cm de rayon. Au point le plus haut du
cercle, elle se déplace a 2,44 m/s; au point le plus bas du cercle, elle se déplace a 5,06 m/s. Calculez
le module de la tension dans la corde a ces deux endroits.

2.7.11| Le rayon de ’orbite géostationnaire. Un satellite de communication géostationnaire tourne
autour de la Terre dans le plan de 1’équateur avec une période de 24h : ainsi, il demeure toujours au-
dessus du méme point du globe. Quel est le rayon de son orbite? (La masse de la Terre est égale a
My, =5,98%10%kg )

2
= f cos(8)+nsin(8) = m(Lj (Remplacer a, =a, = )
r r
N 2 =L (fcos(8)+nsin(0) (2 (Isoler v*)
m
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 5
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Solutions
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Une trajectoire le long d’une table horizontale. On attache un bloc de 2 kg avec une corde a un
crochet fixé au centre d’une table a air (frottement négligeable). On fait tourner le bloc sur une
trajectoire circulaire dont le rayon vaut 0,5 m. (a) Si le bloc fait 10 tours par minute, quelle est la
tension dans la corde? (b) Si la corde peut supporter une tension maximale de 5 N avant de se rompre,
quel est le nombre maximal de tours par minute que peut faire le bloc?

2.7.3| La tension au point le plus haut et au point le plus bas. Une balle de 0,5 kg attachée a une
corde de masse négligeable tourne sur un cercle vertical de 50 cm de rayon. Au point le plus haut du
cercle, elle se déplace a 2,44 m/s; au point le plus bas du cercle, elle se déplace a 5,06 m/s. Calculez
le module de la tension dans la corde a ces deux endroits.

Circonférence de la trajectoire :

C=2r r=27(0,5)=3]14 m

Période du mouvement :

b .
f= "o Imin _10_ 4167 4 = r=i-_L1 _¢;
min 60 s 60 f (0167)
Vitesse tangentielle :
SC B on s

T (6)

Accélération centripete :
2 2
ac =" = O324) 549 s
r (09)
(a) Tension dans la corde :
T = F, = ma, =(2)0,549) = |T=110 N
Vitesse maximale a 5 N de tension :
2
T=F, =ma. =m>— N (i () PPN
r m (2)

Evaluer la période :
v:g = T:£: (314) =22810 s

T v (1,118)
(b) La fréquence :
f= i _ 1 ~0356 5~ N fo= 0,356 tours . 60. s

T (2810) s min

= Simin = 2135 tours/min

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 7
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Avec la 2°™ Joi de Newton :

>F=ma = T+mg=ma
Prenons le systeme d’axe en y orienté vers le haut pour y >0 :

Haut du cercle : -T-mg =-ma,
2

v
= T+mg=m—
r

v? v? (2,44)
T=m—-mg=m——g|=(05) 22— (98
I - m(r gj ( {(o,ﬂ (08)
-

Bas du cercle : T —-mg =ma,

= T=30,50 N

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 8
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2.7.11| Le rayon de ’orbite géostationnaire. Un satellite de communication géostationnaire tourne
autour de la Terre dans le plan de 1’équateur avec une période de 24h : ainsi, il demeure toujours au-
dessus du méme point du globe. Quel est le rayon de son orbite? (La masse de la Terre est égale a
My, =598x10%kg .)

La force permettant de corriger la direction du satellite lui permettant de demeurer sur 1’orbite
circulaire est la force gravitationnelle :

F :GmM

g 2
r

Cette force joue le role d’une force centripéte : (Z F.=ma, ,selonl’axe r’)

M 2 ’
F, =ma, = GW;Z :mv7 (Remplacer F, et a =v7)
M v’ .
= G—= r (Simplifier la masse m)
r
M

- r= G2 (Isoler r)

v

On peut évaluer la vitesse du satellite avec la définition d’une orbite géostationnaire :
Ax 2rxr
y=—=
At T

On remplace cette expression de la vitesse dans notre équation précédente et nous pouvons évaluer le
rayon de I’orbite :

GM GM _ GMT’
r=-— = rE=——= — (Remplacer v)
v* 27r 4" r
%)
= ri= GMZ_ (Isoler les termes r)
4
eomr*\"
= r= Isoler r
(2] (soler
SN\1/3
(6.67x107"")5.98x10%* 24 % 60 * 60)? J
= r= 5
4r
= r=4225x10"m
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 9
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Chapitre 2.8 — Le poids apparent et la gravité artificielle

La balance et le poids apparent

La balance est un outil qui permet de mesurer la force normale appliquée
sous un objet afin que celui-ci posséde une accélération verticale nulle par
rapport a la balance. Utilisée normalement, une balance mesure le poids d’un
objet. Cependant, lorsque la balance posséde une accélération, la force
normale n’est pas égale au poids de 1’objet. On utilisera alors I’expression
« poids apparent» comme synonyme a la force normale lorsqu’une
balance effectuera une mesure :

Une balance mesure le poids

poids apparent = forcenormale apparent.

Situation 3 : Le poids apparent au fond d’un ravin. Albert (m =90 kg) roule en voiture sur une
route qui descend puis remonte les pentes d’un ravin. Au point le plus bas de la trajectoire, le rayon de
courbure de la route est » =150 met la voiture se déplace a v =25 m/s (90 km/h). On désire calculer
le poids apparent d’Albert a cet endroit.

Voici le schéma des forces de la situation Résolution de la 2° loi de Newton graphiquement

Situation 1 : Le poids apparent d’Albert. Albert a une masse de 90 kg. On désire déterminer son poids
apparent dans les situations suivantes. (a) Il vient de sauter d’un plongeon et il n’a pas encore touché¢ la
surface de I’eau. (b) Il est debout sur le sol. (¢) Il est dans un ascenseur qui se déplace vers le haut et
qui freinze au taux de 2 m/s?. (d) Il est dans un ascenseur qui se déplace vers le bas et qui freine au taux
de 2 m/s”.

) Appliquer la 2° loi Accélération Accélération Accélération
Schéma des forces de Newton a,>0 a,=0 a, <0
S F = ma ma
. R AT ||| ma
ol mg mg mg
n+mg =ma 7i

Appliquons la 2° loi de Newton selon 1’axe y d’évaluer 1’expression de la force normale tel que
’accélération ay est positive lorsqu’elle est orientée vers le haut : (voir systeme d’axe)

ZF) =ma, = n—mg =ma, (Evaluer ZF}, )

= n=ma, +mg (Isoler n, le poids apparent)

= (Factoriser m)
(a) Chute libre : a, =-98 m/s’ = n=090)(-98)+(98))=0 N (n=0)
(b) Immobile : a,=0 m/s’ = n=(90)(0)+(9.8))=882 N (n=mg)
(¢) Ascenseur acc.{ : a,=-2 m/s> = n=(90)(~2)+(9,8))=702 N (n<mg)
(d) Ascenseur acc.T: a, =2 m/s’® = n=090)(2)+(9,8))=1062 N (n>mg)
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 1
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L’apesanteur
La sensation de la gravité se fait par le biais de notre perception de notre poids apparent (force
normale) ce qui dépend de notre environnement :

» On se sent « lourd » lorsqu’une surface nous applique une force normale n > mg .

» On se sent « léger » lorsqu’une surface nous applique une force normale n < mg .

Lorsqu’il n’y a pas de surface pour nous appliquer une force normale, En apesanteur
cela ne signifie pas qu’il n’y a pas de gravité. Sans surface pour
annuler la force gravitationnelle, un corps peut tomber en chute libre
avec une accélération égale a g .

Un objet qui effectue une telle chute est en apesanteur, car il croit
«ne pas sentir » la force gravitationnelle. C’est ce qui se produit
lorsqu’un objet est en orbite autour d’une plancte. L’objet tombe sans

arrét vers la planéte et la force gravitationnelle ne fait que réorienter le En apeszmeun leh coms hu‘?‘lain
. . . . . tombe au rythme du sol
vecteur vitesse pour former une trajectoire circulaire. occasionat vae force nommale

nulle.

o

Astronaute en orbite Un avion en chute libre  trés haute altitude

LE VOL PARABOLIQUE P s O

Bl o, e e NI i s s s s s
370 km/h.
7600 m &
570 km/h. d
. 450 km/h,
o 22 secondes N
@/ d'apesanteur B
s - R mme
6.100 m==<_— .
Le pilote prépare sa parabole, 1,8 g ressource d'entrée 0g 1,8 g ressource de sortie
en amenant I'avion a une vitesse
de 825 km/h. Le poids ressenti par le passager est doublé

http://infoaeroquebec.net/derniere-campagne-de-vols-paraboliques-de-la300-zero-g/
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Appliquons la 2° loi de Newton selon I’axe »” afin d’évaluer une expression pour la force normale (le
poids apparent) sachant que la voiture demeure sur sa trajectoire circulaire (a,. = a.)

ZFV, =ma, = n—mg =ma, (Evaluer ZFF. )
v v
= n—mg=m— (Remplacer a,, =a,. =—)
r r
v2
= n=m—+mg (Isoler n)
r
vZ
= n= m[— + g] (Factoriser m)
r
(257 iy
= n=(90 (150) +(9,8) (Remplacer les valeurs numériques)

= n=1257 N (Evaluer la normale)

On constate que :

e La voiture posseéde un poids apparent supérieur & mg lorsque le virage est dans le bas ravin peu
importe le module de la vitesse.

e On peut déduire que le poids apparent sera inférieur a mg lorsque le virage sera sur le haut
d’une montagne, mais avec un module de vitesse inférieur a une vitesse limite.

e Sur le haut d’une montage, le poids apparent sera égal & zéro (1 =0) lorsque mg = mv’> /r, car
la voiture quittera la surface de la route. Il ne pourra plus effectuer son mouvement circulaire,
mais fera plutét un mouvement de projectile.

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 2
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La gravité artificielle

Sur Terre

Le corps humain a évolué sur la Terre depuis plus de 200 000 ans et
dépend de ses paramétres. Puisque la Terre produit une force
gravitationnelle proportionnelle 4 g =98 m/s’ et que I’homme a
évolué a la surface de cette planéte subissant une force normale annulant
I’effet de la force gravitationnelle, il faut réaliser que le corps humain a
besoin du stresse engendré par la force normale n =mg pour bien
fonctionner.

Sur Terre, le corps humain a la sensation
d’étre « comme dans un étau ».

Exemple : Les astronautes qui voyagent dans I’espace doivent étre suivis en physiothérapie en
revenant de leur voyage, car leurs os ont « grandis ». Cela occasionne beaucoup de
souffrance lorsqu’ils reviennent sur Terre. De plus ils doivent suivre des programmes
d’entrainement physique dans 1’espace s’ils veulent éviter de perdre trop de masse
musculaire.

Si ’on veut un jour peupler une autre planéte, il faudra trouver un moyen de transport produisant une
« gravité artificielle » égale 4 9,8 m/s%. Plusieurs films de science fiction ont déja exploré le sujet :
2001 Odyssée de [’espace (1968)
Mission vers Mars (2000)

Le vaisseau spatial et I’habitacle en rotation' :

MISSION DAY 173

La stratégie utilisée est de faire tourner un habitacle cylindrique du vaisseau a une vitesse précise
afin d’utiliser la force normale (rle d’une force centripéte) pour donner I’illusion de la présence
d’une force gravitationnelle. Ainsi, la force normale ne lutte pas contre la force gravitationnelle, mais
sert a produit 1’accélération centripéte.

Dans le jeu de science fiction Halo?, on image la création d’une pseudo planéte en forme d’anneau
(ring world) qui maximiserait la surface habitable d’une planéte conventionnelle. Pour produire une
« gravité artificielle », ’anneau aurait une vitesse de rotation relativement faible, car le rayon de
I’anneau serait trés grand.

Ring world vu de I’espace

Ring world vu de I’intérieur

! Les images ont été tirées du film Misson to Mars.

2 Les images ont été tirées du jeu Halo, Xbox

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 4
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Situation A : L ’habitacle des astronautes. Une fusée spatiale posséde un habitacle pour astronaute
en forme de cylindre de 8 m de rayon. Quelle est la période de rotation de I’habitacle pour générer
une « gravité artificielle » semble a celle de la Terre.

Sur Terre, la présence de la force gravitationnelle nous permet d’évaluer la force normale de la fagcon
suivante selon 1’axe verticale y (axe paralléle au champ gravitationnel g ) :

ZF) =ma, = n—mg=ma, (Appliquer la 2° loi de Newton en y)
= n—mg=0 (En équilibre, donc a, =0)

= (Isoler la normale, sur Terre)

Dans I’habitacle, ’astronaute est en apesanteur (la gravité explique le mouvement de la fusée, mais
n’explique pas le mouvement circulaire de 1’astronaute dans ’habitacle). Pour maintient I’astronaute
dans son habitacle en rotation, seule la force normale est disponible.

Pour cette raison, appliquons la 2° loi de Newton selon 1’axe 7’ pour évaluer 1’expression de la normale 7 :

Z F.=ma, = n=ma, (Evaluer ZF,, sans gravité g)

2

v
= n=m— (Remplacer a,, =a. =v*/r,en A)
r

Afin d’évaluer la vitesse v de rotation de 1’habitacle pour obtenir une gravité apparente équivalente a
celle sur Terre, remplagons n = mg dans I’expression précédente
2
n=m— =
r

(Remplacer la valeur de n par mg)

(Simplifier m et isoler v)

On peut évaluer la période de rotation grace a 1’équation suivante :

V:H = y= 27 r (Remplacer Ax=27zr et At=T)
At T
2z r -
= T= (Isoler la période T)
v
2z r
= T= (Remplacer v = \/E)
(Ver)
= |T=2z \ﬁ (Simplifier ~/r)
g
= T=2rx % (Remplacer valeurs num.)
= T=568s (Evaluer T)
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 5
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Exercices

Presque envolé. Une voiture franchit le sommet d’une colline. Au sommet, le rayon de courbure
de la route est égal a 200 m. Quelle est la vitesse maximale de la voiture pour qu’elle reste en contact
avec la route ?

Solutions

Presque envolé.

Avec la 2° loi de Newton :

> F=ma =  mg+i=ma

Prenons le systéme d’axe en y orienté vers le haut pour les y > 0. Puisque nous voulons la vitesse
maximale pour que la voiture reste en contacte sur la trajectoire circulaire, nous posons :

e n=0: Pas de contact avec le sol.
e d=a, L’accélération de la voiture est de type centripéte.
Ainsi :
mg+n=ma = —mg =-ma.
VZ
= g=—
-
= v=,/gr =/9.8)200)
= v=4427 m/s
= v=159,4 km/h
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 6
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Chapitre 2.10 — Les forces exercées par les fluides

Force d’Archimede

Au 3% siecle avant J-C, le grec Archimede de Syracuse réalise que
tout objet plongé dans un fluide (liquide ou gazeux) soumis a un
champ gravitationnel subit une force dans le sens opposé au champ
gravitationnel. Le module de la force d’Archimeéde dépend du volume
V de fluide déplacé, de la masse volumique p du fluide et du champ

gravitationnelle g ou le fluide est situé : Archimede

(287-212av.1.C.)
FA =—pVg' Voll}rpe F _
~ extérieur A A g
ou F, : Force d’Archimede, orientée dans le sens contraire de g (N) \
A
p : Masse volumique du fluide déplacé (kg/m?) mi/_"‘ ";"
¥ : Volume du fluide déplacé (volume de I’objet dans le fluide) (m®) P v V;um o
g : Le champ gravitationnel ot le fluide est situé¢ (N/kg) mg  déplace

N.B. Lorsqu’un objet posséde une masse volumique inférieure a la masse volumique du fluide,
I’objet subit une force d’Archiméde supérieure a la force gravitationnelle :

Exemple :

o Du cedre (490 kg/mz) flotte sur I’eau (998,2
kg/m3)4 Une barre d’acier (7800 kg/m3)
tombe au fond d’un bassin d’eau (998,2
kg/m®).

o Un bateau (méme en acier) flotte, car il
pousse une masse d’eau supéricure a la
masse totale du bateau.

o Une montgolfiére peut prendre de I’altitude,
car le pilote controle la température de 1’air
a Dintérieur du ballon ce qui permet a ’air
d’avoir une masse volumique inférieure a la
masse volumique a I’extérieur du ballon.

Note de cours rédigée par Simon Vézina Page 1

Frottement de viscosité

Lorsqu’un objet se déplace dans un fluide visqueux, le fluide applique une
force de résistance sur I’objet’ dans le sens contraire de la vitesse de 1’objet
en raison de sa difficult¢ a contourner I’objet. Cette force trés difficile a
évaluer théoriquement est causée par le frottement du fluide contre la paroi
de I’objet et par le vide partiel créé derriere I’objet. Les parametres a
considérer sont les suivants :

» La vitesse v de I’objet.

La forme de I’objet

La section de surface 4 face a I’écoulement du fluide.
La texture des parois de I’objet.

La viscosité 7 du fluide.

La masse volumique p du fluide.

YV V VV VYV

Zone de turbulence (écoulement chaotique du fluide) derriere
I’objet.

Frottement de viscosité :
(écoulement du fluide turbulent)

1 R
= 5 dpszv

Frottement de viscosité a faible vitesse” :
(écoulement du fluide laminaire)

F,=-bv

=

Fluide [ Fluide
visqueux en

visqueux >
; 4’\_/d_k 4’_\/

vy

RW A

y

\ A
vy

>
o Viluide
>

ou F, : Frottement de viscosité appliquée par le fluide (N)

v @ Vitesse de ’objet subissant la résistance (m/s)

v : Vecteur orientation de la vitesse

b : Constante de résistance (incluant la viscosité et la forme de 1’objet) (kg/s)
C, : Coefficient de résistance (sans unité)

p : Masse volumique du fluide (kg/m)

A : Section efficace de surface perpendiculaire a 1’écoulement du fluide (m?)

P.S. Dans la représentation précédente, nous pouvons concevoir 1’objet immobile et le fluide en
mouvement. Le fluide se déplace a grande vitesse lorsque les lignes de vitesse sont
rapprochées les une des autres.

! Ce frottement porte le nom de « drag » en anglais.
% Ce type de frottement porte également le nom de loi de Stokes.
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Situation A : Bouchon de liége. Albert pousse verticalement sur le
dessus d’un bouchon de liege (py, =240 kg/m’) de forme
cylindrique (1 cm de rayon et 4 cm de hauteur) flottant sur I’eau
(Pu =1000 kg/m*). On désire déterminer la force qu’Albert doit
appliquer sur le bouchon afin que celui-ci soit en

équilibre et complétement dans I’eau.

Voici le schéma des forces de la situation :  Résolution de la 2° loi de Newton graphiquement :

i 4
F, B F,
X

mg

eau
Y i F
mg - ZF=mﬁ on F+mg+F, =0

Evaluons le volume du bouchon 4 partir du volume d’un cylindre :

V=R =  V=x001)(0,04) (Remplacer valeurs num.)
= V =1257x10"m’ (Evaluer le volume)

Evaluons la masse totale du bouchon :

m=py.V = m= (240)(1,257 X 10’5) (Remplacer valeurs num.)
= m=3,017x10"kg (Evaluer la masse)

Evaluons la force appliquée par Albert lorsque le bouchon est en équilibre sous la surface de 1’eau a
partir de la 2'°™ loi de Newton selon I’axe y :

ZF‘ =0 = F,-mg—-F=0 (Remplacer ZF},)
= F=F,-mg (Isoler F)
= F=p,Vg-mg (Remplacer F, = p,,, Vg)
= F=(1000)1,257x10")9,8)-(3,017x107)9,8)  (Remplacer valeurs num.)
= (Evaluer F)
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Situation B : La vitesse limite. Une bille d’acier de 5 cm de rayon et de 4,2 kg est lancée
depuis un avion a trés haute altitude. La masse volumique de I’air au niveau du sol est de
1,19 kg/m® et le coefficient de résistance de la bille lorsqu’elle atteint sa vitesse maximale
est de 0,1. On désire évaluer la vitesse limite atteinte par la bille d’acier avant qu’elle
touche le sol. (On néglige la force d’Archiméde et la déformation de la bille.)

Voici le schéma des forces de la situation :  Résolution de la 2° loi de Newton graphiquement :

¥ ) _
F, F,
X
Section v _
efficace mg
mg > F=ma ot mg+F, =0

Evaluons la section efficace de la bille qui représente un disque :

A=nR* = A4=7x(0,05)
= A=7854x10"m’ (Evaluer 4)

A partir de la 2% 16i de Newton selon I’axe y, évaluons la vitesse limite :

ZFy =0 = F,-mg=0 (Remplacer sz)

(Remplacer valeurs num.)

= %Cdpszfmg:O (Remplacer Fd:%Cdpsz )

2
= v= |8 (Isoler v)
C,pA

- e \/ 2(4,2)9.8)
(0

J1)1,19)(7,854x107)

=  |v=296,8 m/s (Evaluer v)

La bille n’atteint pas la vitesse du son qui est de 340 m/s.

(Remplacer valeurs num.)

Note de cours rédigée par Simon Vézina Page 4



Note de cours rédigée par Simon Vézina Page 5 Note de cours rédigée par Simon Vézina Page 6

Note de cours rédigée par Simon Vézina Page 7 Note de cours rédigée par Simon Vézina Page 8



Chapitre 2.X1 — La dynamique différentielle

L’équation différentielle

Une équation différentielle est une relation entre plusieurs fonctions et leurs dérivées. A partir de cette
équation, on peut parfois déduire par des techniques mathématiques ou par intuition les fonctions qui
vérifient 1’équation différentielle en question. Autrement, il faut procéder de fagon numérique a ’aide
d’algorithme comme ceux présentés dans le Chapitre 1.X1 : Intégrale numérique en cinématique.

Voici quelques équations différentielles connues en physique :
La chute libre :
d*y

a el

La chute avec résistance au mouvement du 1% degré :

2
d y+£d—y+g70

d* m dt
L’oscillateur harmonique simple :
d’x
—S+a’x=0
dr
L’oscillateur harmonique simple amorti :
d*x X
—+tn—+ wozx =0
dt dr

L’oscillateur harmonique simple amorti-entretenu :

dzx dx 2
—+n—+w, x = Acos\wt
ar’ ndt o ( )
L’équation d’onde :
2 2
d yfvz—d“‘::O
de” dx

Toutes ces équations ressemblent quelque peu a 1’équation quadratique
ax*+bx+c=0

mais les résoudre est beaucoup plus difficile. Leurs solutions ne sont pas des nombres réels x mais
plutdt des fonctions du temps x(t) qui peuvent prendre différentes formes équivalentes.
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Résolvons I’équation différentielle en évaluant la fonction de la vitesse v, (v):

2
d—tf - % y=0 (Bquation différenticlle)
d’y _g
= — == Isoler terme en
a L’ ( )
dv, g dzy dv,
= —L== Remplacer —=—2
a7 (Remp e dr )
d
= o b =£ (Multiplier par 1, Y =1)
de dy L dy
v, _& dy
= dv,—== (Remplacer v, =—)
dy L dr
= v,dv, = % ydy (Regrouper terme en y et v )
= _[vy dv, = _[ %ydy (Poser I’intégrale)
Vy=Vyo y=ro
= _[ v, dv, = % I ydy (Factoriser les constantes)
v, =Vyo Y=o
v e[
= 2| =2 (Résoudre I’intégrale : J.xdx =x*/2+C)
2 Ll 2]
2 2 2 2
v v, ,
= ( 2 ) 7( “0) =& —(y ) 77())”) (Evaluer I’intégrale)
2 2 L{ 2 2
= vV2 - v‘vo2 = %(yz - yoz) (Simplifier le facteur 2)
= v, = %(y2 —y02)+ vy_o2 (© (Isoler v, )

Condition limite :

e y<L,carlaposition ne peut pas dépasser L, sinon la corde est complétement tombée.)

e Si y>L, I’équation différentielle change de forme et la solution de 1’équation du mouvement change

¢également. Il y a donc changement de palier vers une chute libre tel que

d’y
2—g=0 et v, =V, t8I
dt
Equation différentielle de la chute libre Equation du mouvement de type
ou est y positif vers le bas. MUA ou y positif vers le bas.
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Situation 1 : La corde sur le bord de la table. Une
corde de longueur L et de masse m glisse sans
frottement sur le bord d’une table horizontale.
Initialement, ’extrémité pendante de la corde est
située a une hauteur y, sous la table et se déplace a
une vitesse v,, (voir schéma ci-contre).

initialement

On désire (a) faire un schéma des forces et définir la 2°°™ loi de Newton pour cette situation, (b) écrire
I’équation différentielle associée a la situation et (c¢) évaluer I’équation de la vitesse v,(y) de
I’extrémité de la corde en résolvant 1’équation différentielle dans le domaine compris entre y =y, et
y=L.

Effectuons le schéma des forces et écrivons I’expression de la 2%me 16i de Newton selon I’axe y positif
vers le bas. Il est important de noter que seulement la portion de corde qui est a la verticale m, va

appliquer une force gravitationnelle pour pousser I’ensemble de la corde :
Z F=ma
= m,g =ma

= m,g =ma,

y
= |Zmg=ma, (a
g o @

(sans les forces sur la partie de corde horizontale)

A partir de la 2%me 16i de Newton et de la définition de ’accélération, écrivons I’équation différentielle
de la situation :

ng =ma, = Xg =a, (Simplifier m)
L ’ L
y s Ly s s
= a, - T g=0 (Mettre I’équation égale a zéro)
&y g dv, d dy] d’y
= |=5-=2y=0| (b Remplacer a, =—*=—| = |=—-
a L7 ® (Remp Yoode de\de) dF
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Situation 2: Le systéme masse-ressort. Un bloc de —> 5,
masse m fixé a un ressort de constante de rappel & oscille IJ\/\A/\/\AN\/'D *
horizontalement. Le bloc est situé initialement a la
coordonnée x, par rapport au point d’équilibre et qu’il se 0 >
déplace a la vitesse initiale v . (') x(m)

On désire (a) faire un schéma des forces et définir la 2™ loi de Newton pour cette situation, (b) écrire
I’équation différentielle associée a la situation et (c) évaluer I’équation de la position x(¢) du bloc en
résolvant 1’équation différentielle.

Effectuons le schéma des forces et écrivons 1I’expression de la 2%me 1oi de Newton selon
I’axe x_positif vers la droite. Puisque le systéme masse-ressort a 1’horizontale est a
I’équilibre lorsque le ressort n’est pas déformé (e =0), nous pouvons affirmer que la
déformation du ressort e est égale a la position x du bloc (x =0) :

> F=ma Foa<

= —ke =ma, (F. =—ke) |<T>|
T
= —kx=ma, (a) x(m)

(sans les forces verticales)

A partir de la 2"me 161 de Newton et de la définition de I’accélération, écrivons 1I’équation différentielle
de la situation :

—kx=ma, = - ﬁx =a, (Diviser par m)
m
k y S s s
= a, +—x=0 (Mettre I’équation égale a zéro)
m
dx K d’x
= —+—x=0| (b Remplacer a, =—
 m (b) (Remp Sl )

Résolvons I’équation différentielle en évaluant la fonction de la position x(¢) :

2
d—f LI (Equation différentielle)
de® m
dzx 2 2 . :
= p +o'x=0 (Remplacer o = k/m, fréquence angulaire)
2
= % =—0'x (Séparer les termes)
t
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Exprimons la dérivée seconde de la position en fonction de la dérivée premicre de la vitesse :

2
% =—w’x (Equation précédente)
dv ) d’x dv
= —L=—x Remplacer —-=—*
dr (Remp e dr )
= dv, =—w’xdt (Isoler dv, )
dx dx
= dv, = —@’xdt— Multiplier par 1=—
g ™ (Multiplier p o
2 de . .
= dv, =-0'x dxa (Manipulation)
= dv, =-w’x dxL (Remplacer v, = dx donc 1 = dr )
’ v, dt v, dx
= v, dv, = - x dx (Multiplier par v )
= .[v‘, dv, = j, o’ xdx (Effectuer I’intégrale entre =0 et ¢)
= va dv, =’ jxdx (Factoriser les constantes)
v 2T
= [ ; } = —wz{j} (Résoudre I’intégrale : dex =x*/2+C)
2 2 2 2
= (v.) - () = —? —(x) - (x,) (Evaluer I’intégrale)
2 2 2 2
2 2 2 ( 2 2 ) 5 ] 1
= v, v, =0 \x" —x, (Simplifier %)
2 z( 2 2) 2 2
= v o =—o"\x"—x," )+v, (Isoler v .*)
v 2
= v = —a)z[x2 —x, - ~ ] (Mettre v, dans la parenthése)
0]
v 2
= v’ = —a)z[x2 —(x(,z + “‘z]] (Factoriser signe négatif)
@
v 2
= v = —a)z(x2 - Az) (Remplacer 4> =x,” +—2-, amplitude)
@
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Situation 3 : Une bille tombe a I’eau. Une bille de masse m tombe verticalement a I’eau et se déplace
a une vitesse initiale v , lorsqu’elle est complétement submergée dans I’eau. Durant sa chute, la
résistance de 1’eau exerce sur la bille une force f,,, =—bv qui dépend de la vitesse de la bille. On
désire (a) faire un schéma des forces et définir la 21me 161 de Newton pour cette situation, (b) écrire
I’équation différentielle associée 4 la situation, (c) évaluer ’équation de la vitesse v, (¢) en résolvant
I’équation différentielle et (d) évaluer 1’équation de la position y(t). On néglige la force d’Archimede

qu’applique I’eau sur la bille.

Effectuons le schéma des forces et écrivons I’expression de la 2%me Joi de Newton selon
I’axe_y positif vers le haut :
z F=ma Exemple chute vers le bas

_ y(m) ||
=  mg+f,, =ma gl S gl feau )

= mg —bv =ma (]cau =-bv) a @ @lv a W 7
- " s s

(a faible vitesse) (a grande vitesse)

A partir de la 2%me 16i de Newton et de la définition de ’accélération, écrivons I’équation différentielle
de la situation :

-mg—bv,=ma, = -g —%v}, =a, (Simplifier m)
b . R A
= a,+—v, +g=0 (Ecrire termes du méme co6té)
Tom
by vg=0| ) (Rempl v
= —+—V, = emplacer a, =
dt m”’ & P YA

Résolvons I’équation différentielle en évaluant la fonction de la vitesse v, () :

dv, b 0 dv, b (Isoler Ie t dv")
LA = Yo gy soler le terme
dt m”’ o dr ¢ ' &
dv, b ;
- =—g[l+—v, (Factoriser g)
dr mg
dv, v, 1
N gl (Remplacer' v, =mg/b)
dr Vi

' Le changement de variable v, = mg /b correspond a la vitesse limite car [VL ] =m/s.
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Afin d’éviter les nombres complexes (i =+/—1) lorsqu’on appliquera la racine carré pour isoler v_, il
faudra entrer le signe négatif devant I’expression de droite dans la parenthése :

v =—0’ (x2 - Az) (Expression précédente)
= sz =’ (A2 - xz) (Distribuer négatif afin d’éviter i =+/—1)
= WA? —x? (Effectuer la racine carrée, on obtient v_ (x))
- dx L (Remplacer v, = E)
de dr
dx
= ——=odt (Mettre les termes en x ensemble)
A —x*
X d)C t o,
= J. = J.a)dt (Effectuer I’intégrale entre =0 et ¢)
x=x, Az - xz =0

= [arcsin(x/ A)]i0 = olt]; =arcsin(x/ 4) )

dx
(Résoudre I’intégrale : | ———
I [ AP

= arcsin(x/ 4)—arcsin(x, / 4) = ot (Evaluer I’intégrale)

= arcsin(x/ 4) = et +arcsin(x, / 4) (Isoler le terme arcsin(x/ 4))

= arcsin(x/A) =ot+¢ (Remplacer ¢ = arcsin(xo /A), phase)
= x/ A=sin(wt+¢) (Appliquer le sinus : sin(arcsin(x))=x)
= |x=dsin(wr+4) (0 (Isoler x)

Rappel :

o w=A+k/m (Fréquence angulaire des oscillations)

o A=, x02 + vw“’; (Amplitude des oscillations)

e 9= arcsin(xo / A) (Constante de phase)

Condition limite :

o A -x">0 (La position x ne peut pas étre supérieure a 1’amplitude 4.)
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Continuons a développer notre expression en isolant les deux composantes infinitésimales :

dv, v, v,
L=—g| 1+ = dv, =—g| 1+ |dt (Isoler dv,)
dr v, a ’
dv
= gdt=—-2— (Regrouper terme en v, )
I+v, /v,
‘ T dy, L
= J.g dr=- J. — (Poser I’intégrale avec les bornes)
2o L+
4 k- dv, .
= g j dt=— '[ — (Factoriser la constante g)
2o N I+v, /v,
A dv, .
= gt=— J. ——~—|(Résoudre I’intégrale sur 7)
. I+v, /v,

Effectuons le changement de variable

u=l+v, /v,
afin de résoudre notre intégrale sur v, . Ce changement nous donne les relations différentielles

du=dv,/v, et dv, =v,du .

Les bornes de I’intégrale prennent les valeurs suivantes :

L = u—uy=1+v,/v,
v, >V, = u—u=1+v /v,
Ainsi :
F dv, * v du
gt=-— —r = gt=— J. L (Remplacer v, et dv,)
V=V 1+ vy /vL u=uy u
¢ du .
= gt=-v, I — (Factoriser constante —v, )
u i e du
=  gt=-v, [ln\u ]u (Résoudre Iintégrale : I— =Inju|+C)
o u
= gt=-v, ( ln‘u‘ - ln‘un‘ ) (Evaluer intégrale)
= gt=-v, In— (Identité : In(4)—In(B)=1n(4/B))
Uy
t
= E-LA LA (Isoler terme In)
Vi Uy
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Appliquons la fonction exponentielle de chaque c6té afin d’isoler u qui contient une référence a la

vitesse v, recherchée :

gt

= ue " =u

gt

= (l+vy_0/vL)e"" =l+v, /v,

gt
7_vL

= (1 +V, /VL)e K

_&

= v,_(1+vy0/vL)e”‘=vL+vy

= v, =VL(1+V)»0/VL)8

Yty

(Appliquer I’exponentiel : e™* = x)

(Isoler u)

(Remplacer u et u,)

(Dénominateur commun)
v
L

(Multiplier par v, )

&

-y, (Isoler v,)

&

YL

= v, =

(VL +V )e

v, (¢) (Distribuer v, )

On réalise que I’équation de la vitesse v, tend vers la valeur —v,; lorsque ¢t — oo ce qui représente la

vitesse limite de la chute avec la résistance de ’eau :

_8
—v, =limvy, () = -y, = lim{(vL + vyo)e " —VLJ (Remplacer v, )
e e )
_&
= -V, ==V, + lim(vL + vyo)e " (Sortir constante de la limite)
t—>x
_st
= -V, =-v, + (v L+ Vi )lime " (Factoriser constante de la limite)
>0
—v, =—v, +1i + -
= Vi Vi 1LIE(VL Vyo)e
= -v,=-v, =
Rappel :
o v, =mglb (Vitesse limite de la chute)
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Evaluons les bornes de I’intégrale entre 1 =0 —> ¢

.8 a
1 = |e "dt = 1 = —V—Le v
évalué — évalué —

t=0 g

|
|
00‘15:
®
o

Page 9

(Résoudre ’intégrale)

()
g J (Evaluer Iintégrale)

(Simplifier et e =1)

gt
v .
—| __L VL
= value = €
g
gt
v -Z
— L v L
= bl =€ T F
g g

g

Vi N

= Ly =—|1-e ™
g

(Factoriser V—L)
g

Evaluons la position y(t) a partir des calculs précédents :

t 8t

Y=y —th+(vL +vy0)je ;dt

t=0

_8
= y_y0+th+(vL+vy0)‘;‘[le "L]
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(Equation précédente)

[
(d) (Remplacer Ie Yrdt )

t=0

Page 11

Evaluons 1’équation de la position y(t) de la bille & partir de son équationv, (t) :

_&
— Voo
vy, = (VL + Vyo)e Vi

d _&
= d—i}:(vL+vy0)e -y,

= dy = |:(V1, V0 )@7% - v,4:|dt
_&
|:(VL +vy0)e " —vL}dt

= jdy= jf(vL +Vy 7%dt+ j—det

y=yo t=0 t=0

= j.’dy:j

Y=yo =0

= j"dy:(vL+vy0)je7%dt7vL j.dt
Y=Yo t=0 =0
to_8t
= [.V}:(, = (VL + Vy())."e dt—v, [t];)
=0
o8t
= ()’_yo):(vL"'vyo)J‘e VLdt_VL(t_O)

1=0

o8t

= y=y0—th+(vL+vy0)Ie v dt

t=0

(Expression de v, )

(Remplacer v, = (ii—i))

(Isoler dy)

(Poser I’intégrale avec les bornes)
(Distribuer I’intégrale)

(Factoriser constante)

(Résoudre I’intégrale : jdy =y, Idt =t)

(Evaluer les intégrales)

(Isoler y)

Résolvons I’intégrale restante avec le changement de variable u :

&

l:je v gy avec
tel que
_& v
I=|e "dt = I=|-—+e"du
j -
= I=—V—L.[e”du
g
= I_—i "
g
v _8
= [=——te™
g
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Lot du=—5dr

Vi

=gy
g

(Changement de variable)

(Factoriser constante)

(Résoudre ’intégrale : je"du =é")
t

£)

(Remplacer u = —
L

Page 10
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Chapitre 3.1a — Le travail et ’énergie cinétique

La 2° loi de Newton exploitée temporellement et spatialement

La 2° loi de Newton est une loi ayant pour but de décrire d’évolution de la vitesse. On peut décrire
cette évolution dans le temps ou dans ’espace :

Dans le temps Dans I’espace
F.=ma,
F.=ma, = F.=m AAV;
= szmAvx = F:mAv"H
At ! At Ax
= = F.Ax= m%Avx

-

La variation de la vitesse Av, dépend a la

Plus la fi F est appliqué d
us Ta force [, €5L appuquee sur ull Bralc pis de I’ampleur du déplacement Ax, mais

intervalle de temps A¢, plus la variation de | , . _ .
également de la vitesse moyenne v, acquise

vitesse Av_ sera prononcée. o
>
avant I’application de la force F .

La résolution temporelle de la 2™ loi de Newton ménera au théoréme de la quantité de mouvement,
car I’application d’une force durant un intervalle de temps correspond a un transfert de quantité de
mouvement p portant le nom d’impulsion J :

Doy =P+, ou p,=my, et J, =F.At (force constante)

La résolution spatiale de la 2%me 1oi de Newton ménera au théoréme de I’énergie cinétique, car
I’application d’une force sur une distance correspond a un transfert d’énergie cinétique K portant le
nom de travail W :

1
K, =K, +W ou K= Emv2 et W = F Ax (force constante)
Le pendule de Newton est un trés bon montage pour illustrer la ="
pertinence de ces deux théorémes : (

» Le théoréme de la quantit¢é de mouvement permet \w

d’expliquer le nombre de bille en mouvement aprés une

.@‘:‘_ T
collision entre les billes. Q:'“ﬁ":-‘““m
> Le théoréme de I’énergie cinétique permet d’expliquer B

I’évolution de la vitesse des billes en fonction de leur

hitp://commons. wikimedia.org/wiki/File:

hauteur. Newtons_cradle_animation_book.gif
Pendule de Newton
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 1
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L’énergie représente une « action potentielle » visant & augmenter le module
de la vitesse d’un objet. Pour ce faire, 1’énergie doit étre transformée et
transférée d’une source a une autre. L’énergie ne peut pas étre créé ni étre
détruite, car elle ne fait que changer de nature. L’énergie totale d’un systéme
est constante (conservée) en tout temps.

Notation mathématique : Energie=E
Unité SI (jOUIe) : [E] =J La pile est une source
d’énergie chimique.
Exemple : Transformation de 1’énergie d’une pile AA dans une voiture
téléguidee =

Une pile AA transforme son énergie chimique en énergie électrique. Cette
énergie est alors transportée par le circuit électrique vers le moteur ou celle-ci

est transformée par le moteur de la voiture téléguidée en énergie MEcaniquUe | yppareils électriques

permettant a la voiture d’augmenter le module de sa vitesse. transforment I’énergie

électrique.

Les catégories d’énergies
On peut séparer les différentes sortes d’énergies en trois grandes catégories :

1) Energie de mouvement

Energie cinétique : Energie associée a un objet en mouvement. Plus 1’objet se
rapidement, plus il y a d’énergie emmagasinée sous cette forme. Plus I’objet est
plus il y a d’énergie emmagasinée sous cette forme

Ex : Voiture en mouvement

Energie thermique : Energie associée au mouvement désordonné des atomes et
des molécules. Plus les ¢léments se déplacent rapidement, plus ils sont
énergétiques. La température est une mesure de I’énergie thermique moyenne
des atomes ou des molécules d’un systeme.

Ex : une montgolfiére, eau chaude, etc.

2) Energie potentielle

Energie potentielle gravitationnelle : Energic des liaisons gravitationnelles e
masses. Lorsque les masses s’éloignent, 1’énergie de liaison augmente et lor
masses s’approchent, ’énergie de liaison diminue.

Ex : L’énergie gravitationnelle Terre-Lune

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 3
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La conservation

A I’époque de la Renaissance, 1’astronome et physicien italien Galileo Galilei
(Galilée) réalise que certains mouvements en absence de frottement conservent
certaines grandeurs physiques dans le temps (valeurs indépendantes du temps).
Une bille qui descend une rampe avec une vitesse initiale nulle remonte toujours
a la hauteur d’origine  (situation 1). La hauteur maximale d’un pendule est
conservée tout au long des oscillations (situation 2). Il constate également que la
conservation de ces grandeurs physique ne dépend pas du chemin emprunté par

Galileo Galilei

I’objet en mouvement. (1564-1642)

Situation 1 : Bille sur une rampe Situation 2 : Pendule oscillant dans la gravité

lou
/ c

A

(m) y(m)

Les deux situations précédentes proposent la conservation suivante indépendante du temps et
indépendante du chemin emprunté par 1’objet en mouvement :

« Conservation du module de la vitesse pour une hauteur donnée »

Malheureusement, Galilée ne fut pas en mesure de définir une grandeur physique constante
indépendante du temps et du chemin valide pour I’ensemble des positions occupées par un objet en
mouvement.

L’énergie

L’énergie est introduite en 1845 par le physicien britannique James
Prescott Joule et représente une grandeur physique constante en tout
temps pour un systéme donné. Selon Joule, I’énergie est présente dans un
systéme sous plusieurs formes et elle se transforme sans perte.

L’énergie permet de généraliser les observations de Galilée :

Une bille qui descend une rampe perd de « I’énergie de
hauteur », mais gagne autant « d’énergie de mouvement ».
L’énergie totale du systéme est conservée.

James Joule

(1784-1858)
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 2
Note de cours rédigée par Simon Vézina
Energie potentielle d’un ressort : Energie emmagasinée dans la déformation du ressc o2
Lorsque le ressort se fait comprimer/étirer, il acquiert de 1’énergie. Lorsque le ressor iy
reprend sa forme naturelle, il perd de 1’énergie.
Ex : Ressort dans un amortisseur

Energie électrochimique : Energie des liaisons électriques entre les atomes et les
molécules. Lorsqu’il y a reconfiguration (réorganisation) des atomes ou des
molécules, il y a dégagement d’énergie (exothermique) ou absorption d’énergie
(endothermique).

Ex : combustion, explosion, réaction chimique, etc.

Energie nucléaire : Energie associée a la masse des atomes ( £ = mc?). Lorsqu’il y
a transformation d’un atome vers un atome plus massif, il y a absorption
d’énergie. Lorsqu’il y a transformation d’un atome vers un atome moins massif, il
y a dégagement d’énergie.

Ex : Combustion du Soleil (4H — He + énergie : perte en masse de 0,702%)
3) Energie de radiation

Energie électromagnétique : Energie associée aux photons (transporteur de
I’énergie électromagnétique) présents dans le systéme. Cette énergie voyage dans
le vide. Toute substance dont la température est supérieure a 0 K (-273 C) émet
des radiations électromagnétiques. De plus, les réactions chimiques et les réactions
nucléaires produisent également des radiations électromagnétiques.

Ex: corps humain (infrarouge), radiation du Soleil

Le travail

Le travail 7 est le processus de transformation de I’énergie causé par 1’application d’une force F' sur
un objet effectuant un déplacement s. Seule la composante de la force qui est paralléle au
déplacement ( F cos@) effectue un travail. La composant de la force perpendiculaire au déplacement
( F'sin @) n’effectue pas de travail :

W=Fscos(d) « W=AE

ou W : Le travail effectué par la force F (J)

————

AE : Variation d’énergie causée par le travail (J)
F : Module de la force qui effectue le travail (N) l |

. —
s : Déplacement sur laquelle la force est appliquée (m) Ky
6 : Angle entre I’orientation de la force et le déplacement
Unité (Joule) : J=[W]=[F][s]=Nm=kg—zmmzkgmz/s2
s
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 4
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Situation 2 : Le travail sur un bloc, prise 2. Béatrice tire sur le bloc
de la situation 1 avec une force de module F =4 N faisant un angle
0 = 60° avec I’horizontale. Entre I’instant initial et ’instant final, le
bloc se déplace encore une fois de s =8 m. On désire déterminer le
travail effectué par la force F sur le bloc. |

Identifions nos variables : Evaluons le travail de la force :

F=4N W=Fs cos(d) = W = (4)8)cos(60°)
s=8 m
0 =60° = W=161]

Energie cinétique

L’énergie cinétique est I’énergie associée a 1’état de mouvement
d’un objet. Elle dépend du module de la vitesse v de I’objet et de la
masse m de 1’objet : V

1 2 vyj

K=—mv
_ 2 2
m (v=4v +v,

ou K : Energie cinétique de la masse en mouvement (J).
m : Masse de 1’objet en mouvement (kg).
v : Module de la vitesse de I’objet (m/s).

Théoréme de I’énergie cinétique

Le théoréme de I’énergie cinétique nous permet d’affirmer que le travail est ’agent qui fait varier
I’énergie cinétique dans I’espace :

_1 2
K, =K. +W,, tlque K_va
ou K, : Energie cinétique finale de ’objet (J).
K, : Energie cinétique initiale de I’objet (J).
m : Masse de I’objet en mouvement (kg).
v : Module de la vitesse de 1’objet (m/s).
W,, : Travail total effectué sur 1’objet par plusieurs forces (J).
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 5
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Situation 4 : Albert fait du travail. Albert traine un bloc de
ciment de 10 kg sur une surface horizontale en asphalte a I’aide
d’une corde faisant un angle & =30° avec I’horizontale. Il y a
un coefficient de frottement cinétique u. = 0,8 entre le bloc et
la surface. A ’instant initial, le bloc se déplace déja a 2 m/s;

5 m plus loin, le bloc se déplace a 3 m/s. ‘

En analysant la situation a I’aide de du théoréme de 1’énergie cinétique, on désire déterminer ce
qu’indique le dynamomeétre placé entre la corde et le bloc. (On suppose que la corde exerce une force
constante sur le bloc.)

Voici le schéma des forces de la ~ Décomposition des forces selon Résolution de la 2° loi de
situation : laxexety: Newton graphiquement :
i ——» A _ f
Y Ay v Il ma Je
XA 7 7 on
_ F Fsina X mo
f o ¢ % ———- % g
| < | f Fcosa
mg ~
v mg ! F

ZF:mﬁ
ou F+ﬁ +7+mg=ma

Développons notre 2° loi de Newton selon ’axe y afin I’expression de la normale n appliquée par le
sol sur le bloc :

ZF) =ma, = n+ Fsin(a)-mg = ma, (Remplacer ZFy )
= n+ Fsin(a)-mg=0 (Remplacer a, =0)
= n=mg - Fsin(a) (Isoler n)

Avec I’expression de la force normale n, on peut évaluer la force de frottement cinétique pour ainsi
évaluer 1’expression du travail effectué par la force de frottement cinétique :

e Force foo fo=un = ‘ f=u(mg-F sin(a))| (F toujours inconnue)

e Travail f,: W,=F s cos@ = w, =(f)5)cos(180°)

= W,=-5f

‘Wf =-5u, (mg -F sin(a))| (F toujours inconnue)

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 7
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Preuve : (une dimension, sans intégrale)

Considérons un objet de masse m qui subit une force résultante constante F, et qu’il se déplace selon
’axe x avec un déplacement Ax. Evaluons I’évolution de la vitesse de ’objet en construisant & partir
de 1a 2™ loi de Newton le théoréme de I’énergie cinétique :

dv, d
F.=ma, = F.=m i (Remplacer a, = i )
i dr dt

Av .

= F.=m A; (Relaxer notation d — A)
Av -
= FAx=m A; Ax (Multiplier par Ax)
= F Ax=m—Av, (Réécriture pour former —)
: At At
_ _ A

= F.Ax=mv Ay, (Remplacer v, = Xt)
= W =mv Av, (Travail : W = F Ax)

V.tV Ve TV
= We=m L (vxffv“.) (v, =L etAv, =v,, -v,)

2 2 ’
1 2 1 2 L
= W= ) my, " — Emv“ (Distribution)
: S 1

= W=K,-K, (Energie cinétique : K = Emvx2 )
N K, =K +W n (Isoler K_/)

Situation 3 : La vitesse finale du bloc. On désire utiliser le théoréme de 1’énergie cinétique pour
calculer le module de la vitesse finale du bloc dans la situation 2.

Rappel : m=2 kg, v, =0 et W =16 1]

Evaluons la vitesse finale & I’aide du travail appliquée sur le bloc :

K, =K, +W = lmv ? = lmv.2 +W (RemplacerK:lmvz)
f i 5 12 5 i 5 x
= [% @) /.2) = [% (2)o) j +(16) (Remplacer valeurs numériques)
= (Calcul)
= (Isoler v )
= (Prendre module)
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 6
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Evaluons I’expression du travail effectué par la force de la corde :

e Travail F: W.=F s cos@ = W, = (F)5)cos(30°)
= W.=433F
Evaluons I’énergie cinétique initiale K, et I’énergie cinétique finale K, :

(o)2y = |k, =201

K =—m? = K.:lmviz:l
2 2

i

Utilisons le théoréme de I’énergie cinétique afin d’évaluer la force F :

K, =K +W, (Théoréme de I’énergie cinétique)
= (45)=(20)+ (W ;W ,,.) (Remplacer les termes)
= 25 = (= 5(p, (mg — Fsin(a)))) + (4,33F) (Remplacer Wyet Wr)
= 25 = —5u,mg + 5, F sin(ar) + 4,33F (Distribution de — 5z, )
= 25=-5(0,8)10)9.8)+5(0,8)F sin(30°)+ 4,33 F (Remplacer valeurs num.)
=  25=-392+2F +433F (Calcul)
= 417 =6,33F (Simplification)
=

(Isoler F)

Le produit scalaire

Le produit scalaire entre deux vecteurs A et B se définit se la fagon suivante :

4-B =|4||B|cos(0) = 4,8, + 4,B,+ A.B.

ot A=Ai+Aj+Ak, B=Bi+B j+Bk et estlangleentre les deux vecteurs

Le travail et le produit scalaire

Nous pouvons donner la définition vectorielle suivante au travail dans
le cas d’une force constante F' selon un déplacement rectiligne 5 :

W=F-5

ou W : Travail effectué par la force F (J) [

F : Force qui effectue le travail (N)
5 : Déplacement sur laquelle la force est appliquée (m)

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 8
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Chapitre 3.1b — Le travail d’une force non-constante

Travail et aire sous la courbe

Le travail W est le résultat du produit d’une force F avec un déplacement s. Puisque la force peut ne pas
étre constante tout au long du déplacement, elle doit se doit d’étre une fonction de la position
(F = F(x)). Ainsi, le travail correspond a I’aire sous la courbe de la force en fonction de la position.

Situation Graphi
Force F constante sur le déplacement s . rapiique
F.(N)
Fcos(8)
/4
| .
X; X,
s x(m)
Travail d’une force constante :
W=F-5=Fscos(9)
ou W : Le travail effectué par la force F (J)
F : Module de la force qui effectue le travail (N)
s : Déplacement sur laquelle la force est appliquée (m) (s=x,-x,)
0 : Angle entre ’orientation de la force et le déplacement (F. =F cos(b?))

Lorsque la force n’est pas constante, I’équation précédente n’est plus valide et le calcul de I’aire sous la
courbe devient nécessaire. Pour ce faire, il suffit de couper la surface W en petits rectangles de travail
dW et additionner le tout a I’aide d’une intégrale. Le travail infinitésimal d ¥ correspond au travail de la
force F effectué sur un déplacement infinitésimal ds .

- i :
Equation de base - J‘dW F, (N) FCOS(Q)
B s .
Equation vectorielle : _ & N

(dW = F-d5) W_.[F'
Equation selon ’axe x : X dx

dW =F dx W = J.F dx T — ' >

(A =F, ) : L& % Am)
X=X —_—
5
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Le théoreme de 1’énergie cinétique par I’intégrale

A T’aide du calcul différentiel, nous pouvons définir le théoréme de 1’énergie cinétique de la fagon
suivante lorsqu’une force F est appliquée sur un déplacement le long de I’axe x selon un angle 6 par
rapport a I’axe x :

W =AK
ou W : Travail effectué sur 1’objet par la force F (J).
AK : Variation de I’énergie cinétique de 1’objet (J).
Preuve :

Appliquons le calcul du travail effectué par une force F long de 1’axe x entre la position x et x, a

partir de la 2™ loi de Newton :

ZF:ma

= F cos(0) = macos(6) (Multiplier par cos(d), 6 : Angle entre F et 1’axe x)

= Fcos(6)=ma, (Projection sur I’axe x, a, = acos(d))

d . .
= Fcos(@)=m (:; (Reformulation de I’accélération, a, =dv, /dt )

d
= Feos(g)=mYed (Multiplie par 1, 1=dx/dx)

dr dx

dv
= Fcos(0)=m dx‘ v, (Remplace v, =dx/dt)
= Fcos(0)dx = mv,dv, (Multiplier par dx)

¥ v,
= IF cos(6)dx = J mv. dv, (Intégrale avec borne : x; & x, et v, a v /)
Vxs Xy
= W= jm v.dv, (Remplacer W = JFcos(H)dx)
= W=m J.vx dv, (Factoriser la constante m 1’intégrale)
v 2] xn+l
= W =m| —— (Résoudre I’intégrale : Jx"dx = )
2 n+l
1 2 1 2 . 9t 41

= W= 3 my, - Emvx ; (Evaluer I’intégrale)
= W =AK ] (Remplacer K=%mv2 et AK=K,-K,)
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Situation 1: Le signe du travail. Une particule F_(N)
peut se déplacer sur une surface horizontale sans x
frottement orientée le long d’un axe x. Elle est
soumise a une force horizontale qui varie en 4
fonction de la position selon ce qui est indiqué sur <
. . r . ’ . ~——
le graphique ci-contre. On désire déterminer le 0-—F-r-1-T =g
travail effectué par la force sur la particule x (m)
lorsqu’elle se déplace : 4
(@de x, =1 max, =2 m;
(b)de x, =2 ma x, =1 m. 1 2
Aire sous la courbe a évaluer :
F,(N)
4
0-- ivr -
" x (m)
4

1 2

Aire d’un carreau : 2 Nx0,2 m=041]

Airei : % decarreau=0,17J =

Aireii :1carreau=0,4] = 0,4 1]

Aireiii : % de 3 carreaux = 0,6 J = =06 J

Aireiv : Y carreau=0,1] = (Aire sous la courbe négative)
(a) Travailde x, =1 ma x, =2 m

Wiy =2 W =W, +W,+ W, +W, =(0,1)+(0,4)+(0,6)+(-0,1) = |W,,=11

(b) Travailde x, =2 ma x, =1 m

Wy =2 W =W+ W, + W, +W,)=—01)-(04)-(06)-(-0.1) = |, =-11]

iii

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 2
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Situation A : Le freinage de la locomotive. Une locomotive de 40 tonnes
(1 tonne = 1000 kg) roulant a 15 m/s (54 km/h) doit s’immobiliser a une
gare. La locomotive est munie de deux systémes de freinage : I’un efficace
a faible vitesse et 1’autre efficace a grande vitesse. Mathématiquement, la
force du freinage est exprimée de la fagon suivante en newtons en fonction
de la position en métres : F. = —200x —5x°. On désire évaluer la distance

x

de freinage de la locomotive.

Evaluons la variation de I’énergie cinétique de la locomotive :

AK =K, - K, = AK = (%mvfzj—(%mvizj (Remplacer K =%mv2)

2

= AK = —%mvi (Remplacer v, =0)

= AK = _%(40 x10° XIS)2 (Remplacer valeurs num.)

= AK =—4,5x10°] (Calcul)

Evaluons I’expression du travail effectué par le systéme de freinage sur une distance s indéterminée.
Utilisons I’expression du travail ¥ a I’aide de I’intégrale selon I’axe x :

Xy Xy
W= [Fdx = W= [(-200x-5x")dx

x=x; x=x;

(Remplacer F, =-200x —5x*)

= W= j(*200x*5x3)dx (Borne : x, =0 > x, =5)

x=0
= W =-200 J xdx-5 J'x3 dx (Distribuer intégrale, factoriser const.)
x=0 x=0
X 2 X4 ’
= W =-200—| -5 — (Résoudre I’intégrale)
2 0 4 0

2 4
= W= —200[% - OJ - 5(% - Oj (Evaluer Iintégrale)

= |W =-100s> - 1,2554‘ (Simplifier)

A partir du théoréme de 1’énergie cinétique, évaluons le déplacement s requis pour immobiliser la
locomotive :

W =AK = (—IOOS2 —1,25s4)=(— 4,5><106) (Remplacer I et AK)
= 1,25s* +100s> —4,5x10° =0 (Réécriture)
= 1257 +100Y —4,5x10° =0 (Remplacer Y =s7)
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 4

Note de cours rédigée par Simon Vézina



Evaluons la solution au polynéme du 2° degré :

Y =
2a

_—bi\/b2 —4ac -

=

Y=—

(100)+ 4/(100)* — 4(1,25)— 4,5x10°)

2(1,25)
_ —100++/2,251x10’
2,5
Y ={-1938, 1858}

Evaluons la distance s a partir de la relation entre Y et s :

Y=s°

Exercice

=

=
=
=

s=Y
s =4/ {~1938, 1858}

s=1{-44,02i , 44,02i ,— 43,10 , 43,10}

(Remplacer a,b et ¢)

(Simplifier)

(Solutions de Y)

(Isoler s)

(Remplacer Y)
(Solutions de s, i = \/TI)

(Solution réelle et positive)

W=J.F~d§ = WzT - d¥

MI Forcer au cube. Un mobile contraint de se déplacer le long d’un axe x subit une force donnée
par F,=-5x’, ou F, est en newtons et x est en métres. (a) Déterminez la formule qui permet de
calculer le travail effectué par la force sur le mobile lorsque ce dernier se déplace de la position initiale
x; ala position x . (b) Que vaut ce travail si le mobile se déplace de x, =2 ma x, =-1,5 m.
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Solution

Forcer au cube.

a) Avec la définition du travail
Force : F=-5x N
Déplacement : ds=dx i m

Borne de I'intégrale : x=x, a x=x,

]

> W= Zf(fo} ) 7)

x=x;

= W= 'J1—5x3 dx (7-7)

x=x;

= W = ]1—5)(3 dx

x=x;

= W=—5XJ./x3 dx

x=x;

(b) Travailde x, =2 ma x, =-15 m
-1,5 x4 -1
W:—ij‘ dx = W:—S{—}
x=2 4 2
= W= 5((_1’5
4
=  WwW=-5-273)
=  |w=13671]

N.B. Le travail est positif, car la force (direction —x) est dans le méme sens que le déplacement

(direction —x)
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)“(24)“]

(Déplacement selon I’axe x de x; a xy)

(Remplacer F =—5x7 et di =dxi )

(Isoler le produit scalaire)

(Calculer i-i=1)

(Sortir la constante de I’intégrale)

Page 6

Page 8



Chapitre 3.2 — L’énergie potentielle élastique
d’un ressort idéal

Le travail fait par un ressort

Le travail W, effectué par un ressort idéal dépend de I’évolution de la déformation e de celui-ci entre un
état initial e, et un ¢tat final e, . Il est proportionnel a la variation du carré de la déformation tel que :

1, ., 1,
W,=—ke  ——ke,
2 2 -
ou W : Travail effectué par la force du ressort (J).
k : Constante du ressort (N/m).
e; : Déformation initiale du ressort (m).
e, : Déformation finale du ressort (m).
Preuve :
Rappelons I’expression de la force d’un ressort F_  en Rappel : F, = —ké
fonction de son étirement x : o =x
Fo=h i F C’
— >
. 0 x x(m)
Aire d’un trapéze :
. e, =X,
(e, LI
’ P\ e
i —>
0 X, x(m)

Evaluons le travail effectué par le ressort qui correspond a ’aire sous la courbe du graphique de force
en fonction du déplacement ayant la forme d’un trapeze :

. (_ kxi B kxf) s
W, = airesous la courbe = W, = f(xf - xl.) (Aire du trapeze)
| X ) Factoriser — /2
= =5 X +x, - x, (Factoriser —k/ 2)

= W, = 7§(xixf -x7+ xf»2 - xl.xf) (Effectuer le produit)

= W= %kxiz —%kx/z " (Simplification)
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 1
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Preuve :

A partir du calcul du travail W. du ressort et de la définition de 1’énergie potentielle du ressort,
établissons un lien entre le travail et la variation de 1’énergie potentielle :

W, = %kel2 —%ke_,2 = w.=U,-U, (Remplacer U, :%kez)

= W, = —(U g -U ”) (Factoriser signe négatif)

Situation 2 : Bloc et ressort. On suppose un bloc de 0,3 kg et que sa vitesse initiale est nulle lorsque
le ressort est comprimé de 20 cm (le bloc est attaché au ressort). On désire déterminer le module de la
vitesse du bloc lorsque le ressort est étiré de 10 cm. La constante de rappel du ressort est de 40 N/m.

Situation initiale Situation finale
e ¢
«— > v,
R - PAWATE
: : > ——
-0,2 0 x(m) 0 0l x(m)
Mesures: v, =0 et e, =-0,2 m Mesures: v, =7 et e, =0, m
Evaluons nos termes d’énergies :
e K, =0 o U, = %kef = %(40)(— 0,2) =08 J ¢ Wo=0
1 2 1 2
e K,=? e U, =Eke>, 25(40)(0’1) =027
Avec le théoreme de 1’énergie cinétique, évaluons la vitesse finale :
K, +U =K +U,+W,, = K, + (0.2)=(0)+(0,8) (Remplacer val. num.)
= K,=061] (Evaluer K 7
= (K, = lmv,z)
2
N (Isoler v, )
= (Evaluer v 7

Remarque : La vitesse calculée n’est pas vectorielle. Il y a deux possibilités de direction.

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 3
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Théoréme de I’énergie cinétique avec énergie potentielle du ressort

A partir du travail de la force d’un ressort idéal W., nous 1

> 1
T — 21,2 - 2
pouvons modifier le théoréme de 1’énergie cinétique en y U= ke<_€> K my

2 2
incluant un terme d’énergie potentielle U, associ¢ a la I_/\/\/\/\/\/\/\/\/_G_, v
déformation e du ressort. Ce nouveau terme correspond a une ; ; >
énergie emmagasinée dans la déformation du ressort. Elle est (') J ( )
libérée lorsque le ressort reprend sa forme naturelle : Hm

1
K/ + U"f = Ki + Uri + VI/autre tel que Ul‘ = Ekez

ou K etK, : Energie cinétique initiale et finale de 1’objet (J).
U,etU,,: Energie potentielle du ressort initiale et finale (J).
k : Constante du ressort (N/m).

e : Déformation du ressort (m).
/4

autre

: Travail total effectué sur I’objet par les autres forces (J).

Preuve :

A partir du théoréme de I’énergie cinétique, séparons le travail effectué par le ressort et le travail
effectué par les autres forces afin d’y inclure un terme d’énergie potentielle du ressort :

Kf = Ki +VV[0[

= K, =K, +W +W,

autre

= K, =K, +[%keiz 7%ke/2j+ W e (Remplacer W, = %kei2 —%ke,‘z)

= K, +lkef2 =K, +lke,.2 AW
2 2

(Isoler termes finaux et initiaux ensemble)

= K, +U,, =K, +U, +W, . »

1
e (Remplacer U, = Ekez)
Le travail de la force conservative du ressort

La force du ressort est une force conservative, car elle établie le lien suivant entre le travail ¥, qu’elle
effectue et la variation d’une énergie potentielle AU, :

W, =-AU,
ou W_ : Travail effectué par la force du ressort (J).
AU, : Variation de I’énergie potentielle du ressort (J). (AU, =U,,-U,)
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 2
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Chapitre 3.3 — L’énergie potentielle gravitationnelle

Le travail fait par une force gravitationnelle constante

Le travail W, effectué par une force gravitationnelle constante dépend du déplacement vertical d’un
objet. On peut exprimer le déplacement a partir d’'une une hauteur initiale y, et d’une hauteur

final y, :
W, =mgy, —mgy,

ou W, : Travail effectu¢ par la force gravitationnelle (J).

m : Masse de I’objet qui subit le travail de la gravité (kg).
g : Champ gravitationnelle (N/kg).

v, : Hauteur initiale de I’objet (m).

y,+ Hauteur finale de I’objet (m).

Preuve :

Considérons un bloc qui effectue un déplacement s le

long d’un plan incliné sous la présence d’une force y
gravitationnelle mg constante. Evaluons ’expression

du travail W, effectué par la gravité sur le bloc en ¥i
considérant que le travail calculé sera positif, car le
déplacement sera vers le bas du plan incliné du plan et
que la force gravitationnelle est orienté vers le bas
(travail positif lorsque le déplacement et la force sont
dans le méme sens) :

——eempem->

W,=Fs cos(9) = wW,=F H (Remplacer H = scos(9))
(Remplacer H =y, —y,,car W, >0)
= w, = mg( ; —y/.) (Remplacer F' =mg)

= W,=mgy,-mgy, m (Distribution de mg)
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Le travail de la force gravitationnelle conservative

La force gravitationnelle est une force conservative, car elle établit le lien suivant entre le travail 7,

qu’elle effectue et la variation d’une énergie potentielle AU, :

W, =-AU,
ou W, : Travail effectué par la force gravitationnelle (J).
AU, : Variation de I’énergie potentielle gravitationnelle (J). (AU, =U,,-U,)

Preuve :

A partir du calcul du travail W, du ressort et de la définition de 1’énergie potentielle du ressort,
établissons un lien entre le travail et la variation de I’énergie potentielle :

W,=mgy,—mgy, = w,=U,,-U, (Remplacer U, =mgy)
= W, = 7(Ug ,-U, i) (Factoriser signe négatif)

= Wg=—AUg ]

Situation 4 : Un angle sans importance. Un 12 m/s
lance-balles dont I’embouchure est située a 10 m R
au-dessus du sol projette une balle avec une &pdSo
vitesse de 12 m/s orientée a 30° vers le haut par

rapport a 1’horizontale. On désire déterminer le 10 m
module de la vitesse de la balle lorsqu’elle
frappe le sol. On néglige la résistance de I’air.

Selon le systeme d’axe que nous avons choisi (y =0 au sol), évaluons nos données de base :

Nos données de base : Systeme d’axe :
o y;,=10m 12 m/s '?y (m)
o v, =12 m/s 2{300 i—lO
o y,=0 10 m i
o v, =? L0
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Théoréme de I’énergie cinétique avec énergie potentielle gravitationnelle

A partir du travail de la force gravitationnelle W,, nous

U,=mgy 4V (m)
pouvons modifier le théoréme de 1I’énergie cinétique en y y
incluant un terme d’énergie potentielle U, associé a la hauteur 1y
d’un objet par rapport a un point de référence y = 0. Ce R ‘Lg
nouveau terme correspond a une énergie emmagasinée dans 1 1%
«la gravité ». Elle est libérée lorsque que ’objet réduit sa K =5mv2
hauteur : 40

Kf + Ugf = Ki + Ugi + VI/autre tel que Ug =mgy
ou K etK, : Energie cinétique initiale et finale de 1’objet (J).

U, etU,,: Energie potentielle gravitationnelle initiale et finale (J).

m : Masse de 1’objet qui subit le travail de la gravité (kg).
g : Champ gravitationnelle (N/kg).
y : Position verticale de 1’objet selon ’axe y ou I’axe est positif vers le haut (m).

: Travail total effectué sur I’objet par les autres forces (J).

autre

Remarque :

1) L’expression U, =mgy est valide seulement si I’axe y est dans le sens contraire de la force
gravitationnelle. Ex : Axe y vers le haut, champ gravitationnel vers le bas.

2) L’énergie potentielle gravitationnelle dépend du systéme d’axe (ou est situé¢ y =0).

3) La physique de la gravité se manifeste uniquement lorsqu’il y a une variation de 1’énergie
potentielle gravitationnelle.

Preuve :

A partir du théoréme de 1’énergie cinétique, séparons le travail effectué par la gravité et le travail
effectué par les autres forces afin d’y inclure un terme d’énergie potentielle gravitationnelle :

Kf’ = Ki + I/Vtot
= K, =K +W,+W . (Séparer les travaux)
= K, =K, + (mgyl. —mgy/.)+ W e (Remplacer W, = mgy, —mgy )
= K, +mgy, =K, +mgy, + W . (Isoler termes finaux et initiaux ensemble)
= K, +U,, =K, +U, +W, . ™ (Remplacer U, = mgy)
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Energie cinétique K et énergie potentielle U :

i

. K=lmvi2=lm(12)2 =
2 2

o U, =mgy, =m(98)10) =

e K, :%m"_/z

o U, =mgy, =m98)0) = |[U,=01J

Avec la conservation de I’énergie : (W, =0 1)
K, +U, =K, +U, +W,, = K, =K +U,-U, (Isoler K )
= %mv p > =72m+98m - (0) (Remplacer les expressions)
1 ..
= Evf =72+98— (0) (Diviser par m)
= v, =340 (Isoler v,*)
= v, =%18,4 m/s (Evaluer la vitesse)

Nous allons prendre la vitesse positive, car nous voulons évaluer le module de la vitesse :

v, =184 m/s

Remarque : Cette vitesse n’est pas décomposée en x ni en y. C’est le module de la vitesse qui a été
évalué.

La géométrie du pendule
Le pendule est un probléme de physique ayant une |

géométrie particuliére, car la masse du pendule effectue

'
o . . s s
une trajectoire circulaire avec une accélération non y 2} \ ‘“(g

constante. Puisque la gravit¢é est responsable du
changement du module de la vitesse, on peut évaluer la L _
hauteur du pendule T \ar'

y=L(1-cos®)

tel que x=y=0 lorsque &=0(le point le plus bas du =
pendule) pour évaluer I’énergie potentielle gravitationnelle a, A
U, = mgy dans le théoréme de 1’énergie cinétique. mg
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Preuve :
Evaluer I’expression de la hauteur y d’un pendule en
considérant y = 0 comme étant le point le plus bas L
correspondanta =0 : Lcosd
L

y:L—Lcos(é’) yI
= y=L(1-cos(9)) u
Situation 5 (Chapitre 3.4) : Un pendule. Une balle dont la masse ™
est de 0,2 kg est accrochée au bout d’une corde dont la longueur L o
est de 40 cm. On accroche la corde au plafond et on lache la balle O
(vitesse initiale nulle) alors que la corde tendue fait un angle L :

0 =70° avec la verticale (schéma ci-contre). On désire déterminer
les modules (a) de la vitesse de la balle lorsque la corde passe a la

verticale et (b) de la tension a cet instant.
Physique XXI - Tome A - p. 351 - @ ERFI

Evaluons la hauteur initiale de la balle par rapport a son point le
plus bas étant lorsque la corde sera a la verticale afin d’utiliser la
relation y = L(1-cos(8)) :

y,=Ll-cos(8)) = y =(0,40)1-cos(70°))

= |),=02632m

Evaluons le module de la vitesse finale de la balle a 1’aide du théoréme de 1’énergie cinétique :

K, +U,, =K +U, +W, (Théoreme de 1’énergie cinétique)
=  K,+U,,=K,+U, +(0) (W, =W, =0,car T L5)
1 2 1 2 1 2
= Emv_/ +(mgy_/.): Eva +(mgyl) (K=Emv U, =mgy)
= Evf =gy (Simplifierm, v,=0,y,=0)
= %v fz =(9,8)(0,2632) (Remplacer valeurs numériques)

= v, =2271 m/s (Evaluer v,)
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Exercice

B.4.12 L’angle maximal d’un pendule. Avec une balle de 0,4 kg et une corde de 0,5 m, on crée un
pendule que I’on accroche au plafond. On fait osciller le pendule et on observe que le module de la
vitesse de la balle est égal a 1,5 m/s au point le plus bas de sa trajectoire. Aux deux extrémités de
I’oscillation, quel est I’angle que fait la corde avec la verticale?

Solution

L’angle maximal d’un pendule.

Systeme d’axe : Prenons I’axe y vertical vers le haut avec y = 0 a la position ou la balle est le plus
bas dans sa trajectoire circulaire.

Moment initial : Balle dans la trajectoire ot sa position est la plus basse.
Moment final : Balle dans la trajectoire ou sa position est la plus haute.

Avec la conservation de 1’énergie :

E, =E+W, = K, +U, =K, +U +W,
1 2 1 2
= Emvf +mgy/~=5mvl +mgy, +W,.
L,
= mgy , =5mvi (v, =0, y, =0, W, =0)
lvi2
= Yy =5?
1(1,5)
= =—
772 08)

= Y, =015 m

Puisque la corde posséde une longueur de 0,5 m, nous pouvons évaluer I’angle de la corde par rapport a
la verticale a I’aide de la position y, =0,I15 m:

v=Li-coslo,) = 17005(4%):%’ b I
Lcosd

= cos(ﬁf ) =1- ¥r
L
Yy I
=
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Evaluons la tension dans la corde a ’aide de la 2° loi de Newton et de I’accélération centripéte étant
donné que la balle du pendule se déplace sur une trajectoire circulaire :

ZF,., =ma,, (2° loi de Newton)

= T —mg =ma (Remplacer)
= T =m(a. + g) (Isoler T)

v2
= T=m[—+gj (a.=v*/r)

r

2 -
= T=(02 (2271) +(9.8) (Remplacer val. num.) ZE
(0’40) Prysque X - Tome A - p. 362 - © ERF1

= T=4539N (Evaluer 7)

Le travail du frottement cinétique lors d’un glissement le long d’une pente
a inclinaison non constante

Lorsqu’un bloc glisse le long d’une pente dont
I’inclinaison € n’est pas constante, la force de frottement
cinétique f, varie en raison d'une force normale
n=mgcos(¢9) qui dépend de I’inclinaison de la pente.
Cependant, le travail W, évalué le long de la pente peut

étre évalué grace a 1’équation :
W, =—-pumghAx

Ou W, : Travail du frottement cinétique (J).

4, : Coefficient de frottement cinétique.

m : Masse de ’objet qui glisse (kg).
g : Accélération gravitationnelle, 9,8 m/s.
x : Déplacement horizontal le long de la pente (m).

Preuve :

Effectuons le calcul du travail de la force de frottement en considérant que la force normale n’est pas constante

tout au long des déplacements ds :

W, = J‘fc d5 = w,= J.(— uns)-ds (Frottement cinétique f, =—pu.ns)
= w, =—yﬁ.|.mgcos(9)ds (ds=5-d5 et n=mgcos(d))
= W, =-pumg| dr (dx = dscos(0)
= W, =—pumghx ] (jdx:x)
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Chapitre 3.4 — Le principe de conservation de 1’énergie

Le théoréme de I’énergie cinétique avec énergie mécanique

Lorsque 1’on désire analyser un systéme composé de plusieurs masses et ressorts avec une approche
énergétique, on peut appliquer le théoréme de 1’énergie cinétique avec un terme d’énergie mécanique
E qui comptabilise les énergies cinétiques des masses en mouvement, les énergies potentielles
gravitationnelles des masses ainsi que les énergies potentielles des ressorts :

Ef:Ei-I—Wnc
tel que E:K+Ug+U, et WHC=IF'd§

ou E, : Energie mécanique du systeme finale (J)
E, : Energie mécanique du systéme initiale (J)
W, : Travail des forces non conservatives (autre que gravitationnelle et de ressort) (J)
K : Energie cinétique finale du systéme (incluant toutes les masses) (J)
U,: Energie potentielle gravitationnelle totale du systéme (incluant toutes les masses) (J)

U, : Energie potentielle des ressorts totale du systéme (incluant tous les ressorts) (J)

2

Rappel : K:%mvz, U, =mgy et U,.:%ke

Exemple :

Un systéeme composé de deux blocs A et B oscille
sous l’action de la déformation d’un ressort tel
qu’illustré sur le schéma ci-contre. On considére que
qu’il y a du frottement de contact entre le bloc B et le
plan incliné.

Pour appliquer le théoréme de 1’énergie cinétique
avec énergie mécanique, nous allons devoir évaluer
11 termes d’énergie différents tel que

E, =E+W,

Physique XX - Tome A - p. 356 - @ ERPI
ce qui donne I’expression développée suivante :

Ky, + Ky +U,  +Upy Uy =K, + Ky, +U, +U,,, + Uy + W,

frottement

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 1
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Situation 2: Un lance-balles a ressort. Un ressort idéal vertical O
(k=800 N/m) est fix¢ au sol. Sa longueur naturelle est égale a 25 cm. On

le comprime de 5 cm, on place une balle de 500 g contre son extrémité

supérieur (la balle n’est pas fixée au ressort) et on lache le tout (vitesse

initiale nulle). On désire déterminer la hauteur maximale atteinte par la

balle par rapport au sol. (La résistance de ’air est négligeable.)

Selon le systéme d’axe que nous avons choisi ( y = 0 au sol), évaluons nos données de base :

Nos données de base : (y =L, +e) Systéme d’axe :
¥ (m) 4 -
=0,2 m =9 ! v=0

Ji Y1 yf.i....
v, =0 v, =0 !

...,
e, =—0,05 m e, =0 0,254

04..

avec m=0,5 kg et k=800 N/m

Evaluons nos termes d’énergie :

e W,=0

e K,=0

e K,=0

o U, =mg, =(05)98)0.2) = 098 J
¢ Vg =, =030, -
e U,= %kef =%(800)(— 0,05) = |U,=117

e U,=0

Appliquons la conservation de I’énergie afin d’évaluer la hauteur y, finale :

K, +U,+U, =K +U,+U, +W, (Conservation de I’énergie)

= Uy =U,+U, (Retirer termes nuls)
= 49y, = (1)+(0,98) (Remplacer valeurs num.)
= 49y, =198 (Calcul)

= y,=0,404 m (Isoler y,)

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 3
Note de cours rédigée par Simon Vézina

Situation 1: Un bloc monte, ’autre descend. Decux blocs
(ma = 0,5 kg , mp = 2,0 kg) sont reliés ensemble par une corde qui
passe sur une poulie fixée au plafond. Les blocs sont initialement
immobiles et le dessous du bloc B est a 30 cm au-dessus du plancher.
On désire calculer le module de la vitesse du bloc B quand il touche
le plancher. (La poulie est sans frottement; la masse de la poulie et
des cordes sont négligeable.)

Voici les données de notre situation en lien avec le choix de notre systéme d’axe pour le bloc A et B :

Données générales
y(m)4
m, =0,5 kg my =2,0 kg W, =0 0!
Configuration initiale Configuration finale i
Via =0 yp =03 m Yra=03m V=0 0t
v, =0 vy =0 Via =V Vg =V

Evaluons nos termes d’énergies :

e K, =0,carv, =0et vy;=0.

1 1 1 1 )

e K, ZEmAV/AZ +Eva'/B2 =§(mA+mB)v2 =5(0,5+2)v“ =
o U,=mygy +my&p = (0)+ (2)(978)(073) =
o U, =m,gy, +mygy, =(05)9.8)03)+(0) = |U,=1471]

Evaluons la vitesse de nos deux blocs A et B par conservation de I’énergie :

K,+U,+U, =K, +U,+U, +W,

= K, +U, =K, +U, w,=U,=w,=0)

= (l,25v2 )+ (1,47)=(0)+(5.88) (Remplacer les valeurs numériques)

= v? =353 (Isoler v*)

= v==1_88 (Calculer v)

= (Choisir la vitesse positive)
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Situation 6: Une pente a remonter.
Albert et Béatrice poussent sur une caisse 3 m/s
de 100 kg afin de la hisser en haut d’un = F

plan de 20 m de longueur incliné a

a =15°par rapport a I’horizontale. Il y a 10 m
un coefficient de frottement cinétique de
0,3 entre le plan et la caisse.

A mi-chemin, alors que la caisse se déplace a 3 m/s, Albert tombe essoufflé et Béatrice demeure seule
pour pousser sur la caisse : elle maintient une force constante ' =500 N parall¢le au plan. On désire
déterminer le module de la vitesse de la caisse en haut de la pente.

Schéma des forces : Décomposition des forces :

A

S
\
>
<

|
|
% F =1t
I
1
! L0
/M mg
Voici les données disponibles :
m =100 kg et W, =W.+W, (Normale fait un travail nul, W, =0)
a=15° F =500 N
s=10 m f=un (Frottement cinétique)

Avec la 2° loi de Newton, évaluons la force normale # :

> F,=ma, =  n-mgcos(a)=ma, (Remplacer Y F,)
= n—mgcos(a)=0 (a,=0)
=  n=mgcos(a) (Isoler n)
= n=(100)9,8)cos(15°) (Remplacer valeurs numérique)
- (Evaluer r)

Evaluons le frottement cinétique :

f=un = f=(03)946,6)

= |f=2840 N (Evaluer f)

(Remplacer valeurs numérique)
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Voici les mesures que nous pouvons obtenir de notre systéme d’axe :

Configuration initiale Configuration finale s 1
Yy, =s sin(a) " / ..éyr

;=0 v, =3 m/s Yy :(lO)sin(15°) Vy =? .10
y,=259m

Exercices

lij.4.10 La téte en bas, prise 2. Dans le montage de I’exercice 3.4.9, quelle doit étre la valeur minimale
de H pour que le chariot demeure en contact avec la piste au point C ?

Evaluons nos termes d’énergie :

mv,”  (100)3)°

gi

© K== =
mv,> (100),°
e U _ =0

o U, =mgy, =(100)9.8)259) = |U,=25382]

Avec la définition du travail, nous pouvons évaluer le travail de Fetf: (W =F's cos(&))

e W, = Fscos(6)=(500)10)cos(0°) = |W, =50007J
o W, = fscos(6)=(284)10)cos(180°) =

Avec la conservation de I’énergie, évaluons la vitesse finale v, :
K,+U,+U, =K, +U,+U, +W, (Conservation de I’énergie)

= K, +U, =K, +W, w,=U,=U0,=0)

U

K, +Uy, =K, +W.+w,) (W, =W, +W,)

= (s0v,%)+(2538,2) = (450)+ (5000)+ (— 2840)  (Remplacer valeurs numériques)

= 50v,’ =718 (Calcul)

= va2 =1,436 (Isoler v,z)

= v, =%£120 (Résoudre v )

= (Choisir la vitesse positive)
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Solutions

La téte en bas, prise 2.

En construction ...

Un ressort pour freiner la descente.

Systeme d’axe : Prenons ’axe y verticale vers le haut avec y = 0 a la position initiale du bloc (en
haut).

Moment initial : Bloc en haut du plan.

Moment final : Bloc en bas du plan comprimant le ressort.

Avec la conservation de 1’énergie :

E, =E +W, = K, +U,+U, =K, +U,+U,+W,

ne

1 2 1 2 1 2 1 2
= —mv,” +m +—ke,” =—mv,” +mgy, +—ke,” +W,
5™ 8 ¢ 5 s 5 i gV P ne

= mgy,w—%kefz:O (7,=0, ¢,=0, v,=0, v, =0, W, =0)

1
= Ekef2 =-mgy,
2mgy ,
= k=- gzy,
€
Avec : y, =—0,6+0,2)sin(30°)=—-0,4 m

et e, =02 m

2mgy,  2(2)9.8)-04) -

Alors : k=
e fz (0,2

Un ressort pour freiner la descente, prise 2.

En construction ...
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Un ressort pour freiner la descente. Sur un plan sans
frottement incliné a 30° par rapport a I’horizontale, un bloc de

2 kg initialement immobile glisse sur une distance de 60 cm /
avant de rencontrer un ressort idéal. On observe que la 60 cm
compression maximale du ressort est égale a 20 cm. Que vaut 30°

sa constante de rappel?

|§.4.16 Un ressort pour freiner la descente, prise 2. A 1’exercice 3.4.15, quelle serait la compression
maximale du ressort en présence d’un coefficient de frottement cinétique de 0,4 entre le bloc et le plan?
(Utilisez la méme constante de ressort que celle trouvée dans I’exercice 3.4.15.)
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Chapitre 3.6 — L’énergie potentielle gravitationnelle
des astres

Energie potentielle gravitationnelle de deux masses

De fagon générale, on peut associer une énergie potentielle gravitationnelle U, a un systeme de deux
masses ponctuelles ou sphériques et homogénes s’exercant des forces gravitationnelles entre elles
selon la distance r qui séparent les deux masses :

GMm
U, =———
’ ()
ou U, : Energie potentielle gravitationnelle entre M et m (J).
M : Masse qui produit le champ gravitationnel (kg).
m : Masse qui subit I’influence du champ gravitationnel (kg).
G : Constante de la gravitation universelle (6,67 x10™"' N - mz/kg2 ). r
r : Distance entre la masse M et m (m).
Convention : Lorsque r =0, U, =0
Remarques :

% L’énergie potentielle gravitationnelle est toujours négative (U, <0). Le signe négatif dans la
définition de I’énergie potentielle gravitationnelle est trés important, car cela signifie qu’il y a une
attraction entre les deux masses M et m.

% L’énergie potentielle gravitationnelle ne dépend pas d’un systéme d’axe, mais uniquement de la
distance » qui séparent les deux masses.

+ Lorsque la distance entre les deux masses est trés petite, I’énergie st trés négative.
(r petit = peu d’énergie potentielle, donc U, tres négatif)

% Lorsque la distance entre les deux masses est trés grande, 1’énergie tend vers zéro.
(r grand = beaucoup d’énergie potentielle, donc U, prés de zéro et négatif)
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Différence entre les deux équations de I’énergie potentielle gravitationnelle

Voici les deux expressions associées a 1’énergie potentielle gravitationnelle U, :

1) U, =mgy (Valide si le champ gravitationnel est constant)

GMm

2) U,=—— (Valide pour des masses sphériques ou ponctuelles)
g

Situation A : La chute de la brique en deux méthodes. On désire évaluer la variation de 1’énergie
potentielle gravitationnelle d’une brique de 0,4 kg qui tombe d’une hauteur de 2 m au sol a I’aide des
deux expressions pour 1’énergie potentielle gravitationnelle. L’expérience se fait sur la Terre
(g=98 m/s*, M, =598x10*kg, R, = 6380 km).

Méthode 1 : Champ gravitationnel constant

o U, =mgy,=(0.4)9.8)2) =
o U, =mgy, =(0,4)9.8)0) =
e AU,=U,-U,=(0)-(7.84) = |AU,=-784]

Méthode 2 : Equation générale (9 chiffres significatifs)
_ GMm _ (6,67x10"")5,98x10* f0,4)

. U, = U, =-2500726489 J|
T 6380002
~11 24
.y, - GMm __[6:67x10"J598x10* J0.4) = |u, =-25007272.7 1]
r, 6380000

e AU,=U,-U, =(-25007272,73)— (- 25007264,89) =  |AU, =-7.84 ]

Conclusion :

Lorsqu’il y a un petit déplacement dans un champ gravitationnel relativement constant, 1’expression
U, =mgy est assez précise et donc valide.

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 3
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Preuve :
A partir de la définition générale de la force gravitationnelle

u 'y
F =-G=2¢ | g

2
€ r

s’¢loigne de M dans la direction radiale ce qui correspond a un

évaluons le travail effectué par cette force lorsque la masse m ’,\1; 7
déplacement dans la direction de 7 :

W= J.F d5 > W= |F-dr (Déplacement selon de ’axe »: d5 =dr )
Ty
= W= |F-drr (Remplagons dr =dr#)
L . - M,
= W= J. 7GM—Tr-drr (Expression de la force : F=—Gm2 7)
z, r r
= W =-GMm J d—ff -7 (Factoriser les constantes)
I
y
= W =-GMm _[ d—f (Produit scalaire : 7-7=1)
2T
—1 Ty n+l
= W= —GMm{—} (Résoudre ’intégrale : jx” = 1
r, n+
= W =-GMm -1 -1 (Evaluer I’intégrale)
) @)

= W= ( - ] (Simplifier)
r r
f

i

= W = (— %j - [— GMm] (Intégrer le signe négatif a la définition
r, 7,

i

= Wg = Ugi - Ugf (Remplacer U, =~ Gj;/lm etU, =~ Giwm )
1

i

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 2
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Energie totale d’un systéme et type de trajectoire

L’¢énergie totale £ d’un systéme est égale a 1’addition de 1I’énergie
cinétique totale K avec 1’énergie potentielle totale U :

E=K+U

ou E : Energie totale du systéme (J)

K : Energie cinétique totale du systéme (J)

, . . Le systéme Terr-Lune posséde une
U : Energie potentielle totale du systéme (J) énergie totale négative.

Dans un systeme a deux corps massifs, I’énergie potentielle gravitationnelle des deux masses M et m
est toujours négative. Il y a donc trois scénarios possibles pour le bilan de 1’énergie qui produisent des
trajectoires différentes :

Bilan de Comparaison . .
) . Type de trajectoire Exemple
I’énergie KetU
E<O0 |K|<|U] Fermée Systéme Terre-Lune
E=0 |K|=|U]| Ouverte & I'infini | Vitesse de libération'
E>0 ‘ K ‘ N ‘ U ‘ Ouverte Cqmete qui ne repassera pas
pres de la Terre

Exemple : Systéme ou E < 0 avec W, (M est immobile et m est en mouvement)

ne

Pour quitter la liaison, la masse m doit acquérir une énergie externe afin que le systéme puisse satisfaire
E >0. Un moteur pourrait jouer ce role permettant au systéme d’augmenter son énergie totale via un
travail non-conservatif W, . C’est grice a cette technique que 1’on peut envoyer des satellites dans
I’espace.

Exemple : systeme ou £ > 0 (M est immobile
et m est en mouvement)

La masse m possede une vitesse non nulle a
une trés grande distance de la masse M et elle
sera déviée lorsqu’elle passera prés de la masse
M attractive. L’objet n’est pas en orbite.

! La vitesse de libération sera présentée dans la situation 2.
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 4
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Situation 2 : La vitesse de libération sur la Lune. De la surface de la
Lune, on lance une balle vers le haut. On désire déterminer le module
de la vitesse minimale qu’elle doit posséder pour ne jamais retomber.
La Lune a une masse de 7,35x10** kget un rayon de 1738 km.

Donnée de base :

Initiale : 7 = Ve g

Finale : 7, =0

et

et

Appliquons la conservation de 1’énergie : (W,, =0 T)

Uy +K,=U,+K, +W = 0=-G

ne

= lmvl.Z: —_
2
2
= v, =2G—
= v, = [2G—

K, = lmviz
2

K, =0 carv, =0

(Remplacer termes)
(Isoler énergie cinétique)

(Isoler v,%)

(Vitesse de libération)

22
= v = 2(6,67 x107" ) 7,35x10 - (Remplacer valeurs num.)
1,738 %10

= v, =2,38x10°m/s

Vitesse de libération

La vitesse de libération v,, correspond a la vitesse initiale minimale que
doit avoir un objet situé a une distance » d’un corps trés massif de masse
M (comme la Terre ou le Soleil) afin de pouvoir s’en ¢éloigner jusqu’a une

distance infinie (v, =0):
2GM
r

Vip™=

(Evaluer v, =2,38 km/s )

Fusée en décollage

Sur Terre, cette vitesse est égale a 11,2 km/s. A cette vitesse, le frottement de Dair est trés important.
C’est pour cette raison qu’on ne peut pas uniquement lancer de la Terre un objet ayant comme
destination I’espace. 11 faut le propulser graduellement (voir image ci-contre).

» Libération du Soleil depuis la Terre : = 42,1 km/s
» Libération de la Lune depuis la Lune : = 2,4 km/s

» Libération de la voie lactée depuis notre systéme solaire : =~ 1000 km/s
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Chapitre 3.7 — La puissance

La puissance

La puissance fut introduite par le mathématicien et ingénieur écossais James
Watt lors de ses recherches sur I’amélioration de la machine a vapeur.

La puissance permet de quantifier le rythme auquel 1’énergie peut étre
transformée. La puissance est donc 1’agent qui fait varier la
transformation de I’énergie dans le temps. Une machine trés puissante va

donc transformer beaucoup d’énergie en tres peu de temps. (JF;;ZS lvg/;a;t)
Notation mathématique : Puissance = P
Unité SI (watt): [P] =
J N-m m 1 kg m’
Correspondance : W=== =kg-— m-—= g .
S s s s s

Puissance moyenne

S’il y a variation d’énergie sur un intervalle de temps donné, on peut calculer la puissance moyenne de
la fagon suivante :
= AE
P=—
At

ou P : Puissance moyenne (W).
AE : Variation de I’énergie (J).
At : Intervalle de temps (s).

Si la variation d’énergie est associée a un travail, il est possible d’évaluer la puissance moyenne associé
a ce travail. Il ne faut pas perdre de vue que le travail est justement un processus de transformation de
I’énergie :

= W
P=—
At
ou P : Puissance moyenne (W).
W . Le travail effectué (J).
At : Intervalle de temps (s).
Rappel : E,=E+W = W=E -E =AE
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 1
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Si I’on étudie les unités de la puissance, il est possible de trouver une autre formule trés pratique pour

évaluer la puissance :
2
i e R
s s s s

Avec la définition d’un élément de travail infinitésimal d = F cos(@)ds , on peut construire Iéquation
suivante :
_dw _ Fcos(0)ds
L() = Fcos(@)E = Fcos(6)v o  v=—
dr dt dt

Voici une équation alternative afin d’évaluer la puissance instantanée :
P=F v cos(6)

: Puissance instantanée associée a la force F' (W).
: Force qui effectue un travail (N).

: Vitesse a laquelle la force est appliquée (m/s).

: Angle entre I’orientation de la force et la vitesse

ou

SR

Avec la définition du produit scalaire, on peut réécrire 1’équation précédente de la fagon suivante :

P=F-v

Situation 2 : La puissance d’Albert, prise 2. Sur une
surface horizontale sans frottement, Albert tire sur un
bloc de 3 kg avec une force horizontale de 6 N

Albert commence a tirer a =0 : le bloc est é-.,___r-;-i. I [ ] —— .

initialement immobile. 0 =

Physique 300 - Tome A - p. 374 G ERPI

On désire déterminer la puissance moyenne associée au travail effectué par Albert sur le bloc entre
t=2sett=4s.

Situation 3 : La puissance instantanée d’Albert. A
la situation 2, on désire déterminer la puissance
instantanée a t=2 s ett=4 s.

Nous réutilisons les calculs déja effectués: F=6 N et a =2 m/s’

Evaluons la vitesse du bloc a I’aide des équations du MUA :

V() =v, +at = v(t=2)=v,=(0)+(2)2)=4 mss
= v(t=4=v,=(0)+(2)4)=8 m/s

Evaluons la puissance instantanée :

P=F v cos(0) = P, =F v, cos(6)=(6)4)cos(0°)=24 W
)= (6)8)cos(0°) = 48 W

Remarque : Nous retrouvons la méme puissance moyenne évaluée a la situation 2 :

5P 42-P4 _ (24)42—(48):36 W

P,=F v, cos(@

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 3
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Evaluer I’accélération du bloc :

ZF =ma = F =ma (Décomposition selon I’axe x)

x

(

— (Isoler a, et remplacer les valeurs num.)

v

a,

= (Calculer a,)

Utiliser les équations du MUA pour déterminer la position du bloc :

)=, +v},0t+%axt2 = x(i=2)=x, = (0)+(0)(2)+%(2)(2)2 -
x(t=4)=x, = (0)+(0)(4)+%(2)(4)2 =16 m

_F_
m

v

Evaluer le travail :

W = Fscos(0) = W = F scos(0°) (Angle € =0° entre F et s)
= W=F(x,-x,) (Remplacer s =x, —x,)
= w=6(16-4) (Remplacer les valeurs num.)
= w=721 (Calculer W)
Evaluer la puissance :
- = P= (12). (Remplacer les valeurs num.)
At (4-2)

= P=36 W (Calculer P)

La puissance instantanée

Si le taux auquel I’énergie se transforme n’est pas

constant, la puissance moyenne ne sera pas exacte. Si p= dE (t ) p= dw
I’on connait I’expression de 1’énergie en fonction du - ou -
. : de dt
temps E(t), nous pouvons faire le calcul :
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 2
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Le Cheval-vapeur

Le cheval-vapeur (horsepower) est une unité¢ de puissance inventée par
I’ingénieur James Watt en 1782 durant son étude sur les performances
des machines a vapeur. L’unité permet de comparer la puissance fournie
par cheval tirant une charge et la puissance fournie et par une machine
ayant une propulsion grace a la vapeur tirant une méme charge.

Locomotive a vapeur

Unité (cheval-vapeur) : [P] =hp

Correspondance : 1 hp =746 W (systeme britannique)
1 hp =736 W (systeme métrique)

Le Kilowattheure

Le kilowattheure est une unité fréquemment utilisée dans la vente
d’énergie électrique, comme chez Hydro-Québec. Il est important de
réaliser que le kilowattheure n’est pas de la puissance, mais de la
puissance multipliée par du temps, ce qui donne une unité d’énergie.

Compteur électrique

Unité (kilowattheure) : [E]=kWh

Correspondance : 1 kWh=1 kWhx =3,6x10°T=3,6 MJ

1000 J/s 60 min 60 s
1k W 1h 1 min

Le travail a partir de la puissance

A partir de la définition de la puissance, on peut faire I’aire sous la courbe du graphique de puissance
en fonction du temps et évaluer le travail W = AE effectué sur un intervalle de temps A¢:

= dE = dE = Pdt p(w) P
de S
= j dE = [Pdt
E=E; t=t;

= E,-E~=|[pPd

1=, X - 4 1
L dt by tls)
= W= _[Pdt ‘T'
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 4
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Chapitre 3.10a — L’impulsion et la quantité
de mouvement

L’impulsion d’une force constante

L’impulsion correspond au transfert de quantité de mouvement causé par une force F
appliquée durant un intervalle de temps At :

. J
J=FAt —>
F £
ou J : Impulsion appliquée sur un objet ( Ns ) > 1‘ :
F : Force qui effectue I'impulsion (N) L
At : Durée d’application de la force (At =1, —1,) (s) ti tf

La quantité de mouvement

La quantité de mouvement est une mesure de 1’état de mouvement d’un objet ayant une
vitesse de translation Vv et une masse m. On définit classiquem(:nt1 la quantité de
mouvement de la facon suivante :

f) =my — .
v p
ol : La quantité de mouvement associé a un objet (kg - m/s)

D
m : La masse de I’objet (kg)
v : La vitesse de I’objet (m/s)
Théoréeme de la quantité de mouvement

Le théoréme de la quantité de mouvement nous permet d’affirmer que I’impulsion est
I’agent qui fait varier la quantité de mouvement dans le temps :

Puisque qu’une impulsion produit une variation de la quantit¢ de mouvement, nous
pouvons ajouter ce terme a notre théoreme de la conservation de la quantité de
mouvement :

py=p;+ J
ou P, : Quantité de mouvement final (Ns ou kg-m/s)

p; : Quantité de mouvement initiale (Ns ou kg-m/s)

J : Impulsion totale extérieure appliquée (Ns )

_kem _kem_, m
S S S

Unité : Ns

1 L . . e . N my
En mécanique relativiste, la quantité de mouvement est égale d p = —.
N1-v?/c?
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 1
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Preuve :

A partir de la 2Rme 145 de Newton, effectuons une réécriture de cette loi introduisant la
notion de quantité de mouvement p :

— - dv . . o
F=ma = F = md—v (Définition de 1’accélération, a =dv/dt)
1
= F= d(gw) (Entrer la constante m dans la dérivée)
t
_ dp _ ~
= F= @ ] (Remplacer p =mv)
t

L’impulsion d’une force non constante

Pour évaluer I'impulsion J d’une force F, nous avons besoin d’évaluer I’aire sous la
courbe d’un graphique de force en fonction du temps 7. Ce calcul peut s’effectuer grice a
P’intégrale d’une fonction F () :

Force constante Force non constante
F.(N)
FX
JX
t t g
! At f t (S)
7]
(selon I’axe x) JX = IFX d
t=t;
J. =F At ;
(vectoriel) J= | Fdt
t=t;
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 3
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Preuve :

A partir de la 2®me 1oi de Newton, appliquons une force durant un intervalle de temps
(impulsion J ) afin de produire une variation de la quantité de mouvement p :

F=ma = F= md—v (Remplacer a = d—v)
dr dr
=  Fdr=mdv (Multiplier par dr)
= Fdr=d(mv) (Distribuer m dans la dérivée)
= Fdr =dp (Remplacer p =mv)
= FAt = Ap (Relaxer notation d — A)
= J= D;—D; (Remplacer J = FAr)
= p,=p;+ J m (Réécriture)

Situation A : On pousse une boite. Une boite 2 kg ayant une vitesse initiale de 2 m/s selon
I’axe négatif des x est poussée a 1’aide d’une force de 5 N selon I’axe positif des x pendant
3 secondes. On désire déterminer la vitesse de la boite apres 3 secondes de poussée.

Appliquons le théoréme de la quantité de mouvement selon I’axe x afin d’évaluer la vitesse
de la boite apres 3 secondes de poussée constante :
Py =DPut J, = (mv” ): (mv“.)+ J, (Remplacer p, =mv,)
my, =my,;+ (F.Ar) (Remplacer J, = F At)

@2, , =2)-2)+()3)

QVXf =—4+15 (Calcul)
s

La 2°™ loi de Newton avec la quantité de mouvement

(Remplacer valeurs num.)

[

La 2°™ Joi de Newton peut étre réécrite 2 'aide de la définition de la quantité de
mouvement p. Sous cette forme?, cette loi permet plus facilement de mette en relation
I’influence d’une force et la modification de 1’état de mouvement d’un objet :

- dp
F="t
dr
ou F : La force appliquée en newton (N)

p : Quantité de mouvement associé a un objet (kg-m/s)
t

: Le temps en seconde (s)

2 Cest plutot sous cette forme qu’Isaac Newton a énoncé sa 2™ Joj,
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 2
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Chapitre 3.12 - Situation 1: Une balle rebondit.

Une balle de 0,1 kg rebondit sur le sol. L’interaction ?ZF y M)
entre le sol et la balle dure 0,04 s. Pendant cet 3001
intervalle de temps, la force résultante agissant sur la !
balle (selon un axe y dont le sens positif est orienté 2001 / \
vers le haut) est donnée par le graphique ci-contre. i
Immédiatement avant le début de I’interaction, la 1001:
vitesse de la balle est égale & —20 j m/s. On désire 0 ! t (s)
déterminer sa vitesse immédiatement apres la fin de P P A
- . 0 ,02 0,04
I’interaction.
Evaluons la quantité de mouvement avant I’impact :
p,=mvi, =  p=01)-20j) = |p=-2jNs
Evaluons I’impulsion donnée par le sol :
1 carré =1un = 50N x0,005s = 0,25 Ns Avec:
Iy
AYF, N) J = | F dt =aire sous la courbe
300 i ;
I ’ T z 3 . 3
= J =8carrés (1un) j + 6 triangles (1 un)
200 %: A J g J
| = J=14x025]
1004
] = =
! t (S) = (/=35 Ns
04 N
0 0,02 0,04

Nous pouvons évaluer la quantité de mouvement finale a partir de la conservation de la
quantité de mouvement :

P, =p+J = p,= (-27)+(3,57) (Remplacer num.)
= (Calcul)
= (Quantité de mouvement, p =my)
= (Remplacer num.)
= (Isoler la vitesse finale v, )
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 4
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L’énergie cinétique avec la quantité de mouvement

A partir de la quantité de mouvement j d’une particule, nous pouvons établir la relation
classique3 suivante avec 1’énergie cinétique K :

2
k=L
2m
ol K : L’énergie cinétique de la particule (J)

p : La quantité de mouvement de la particule (kg - m/s)
m : La masse de la particule (kg)

Preuve :

A partir de I’expression de 1’énergie cinétique, introduisons la référence a la quantité de
mouvement :

1 1 ,m

K=—m? = K=—m?*— (Multiplier par m/m)
2 2 m
= K= ZL(mv)2 (Réorganisation des termes)
m
2
= k=2 ] (Remplacer p=mv)
2m

? Lorsque la particule voyage 2 une vitesse de I'ordre de la vitesse de la lumigre (= 3x10° m/s), alors
I’expression classique doit étre adaptée a la mécanique relativiste.
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Chapitre 3.10b — La conservation de la
quantité de mouvement

La collision

Lors d’une collision entre deux objets,
puisque les objets ne peuvent occuper le
méme espace au méme moment, il se
produit des forces de contact entre les
objets que nous avons nommées forces
normales. Ces  forces de  nature
électrique peuvent étre  appliquées
pendant de trés court intervalle de temps.
Ces forces permettent aux objets "
de ralentir, s’immobiliser ou changer http://pages.videotron.com/sellig0 http://www.foozine.com/photo/automoto/3844-

de di ti 1/ saviezvous/saviez1.html petit-carambolage/
de cdirection. Une balle de golf se Un carambolage représente plusieurs
déforme a la collision. collisions a plusieurs corps.

Puisque la force normale est difficile a étudier, car elle est non-constante pendant la durée de

I’impact et qu’elle est habituellement difficile & mesurer, la 2° loi de Newton (F = ma ) semble étre un
chemin difficile a prendre pour résoudre un tel probléme.

Force interne et force externe

Une force interne est une force appliquée sur un objet d’un systéme qui est jumelée a une autre force
appliquée sur un autre objet pour former une paire action-réaction. Des forces internes ne propulsent
pas le systeme, car la somme des forces internes d’un systéme est toujours égale a zéro par la 3%me i de
Newton (F,, =—Fy,).

Une force externe est une force appliquée sur un objet d’un systéme dont la source de la force ne fait
pas partie du systeme. Il n’y a donc pas d’association de paire action-réaction avec ces forces. Ce sont
les forces externes qui sont responsable de la propulsion du systtme par la 2° loi de Newton

(> F =mya).

Exemple : Le systeme de bloc A et B frotte contre le sol et est tiré par une corde.

Forces internes de somme nulle :

Sap ¥ foa Tl +1ig, =0

Forces externes de somme nulle :

myg+myg+in=0

B
Forces externes résiduelles :
fe +T = (mA +mB)a
(supposant que les blocs A et B restent collés)
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 1
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Situation 4 : Deux blocs entrent en collision. Les blocs A Am/smp €=6mis
(0,5 kg) et B (1,5 kg) entrent en collision. Immédiatement

avant la collision, A voyage vers la droite a 4 m/s et B 05 ke m n L5 ke
voyage vers la gauche a 6 m/s. Immédiatement apres la
collision, le bloc A voyage vers la gauche a 11 m/s. On 11 mis ¢= €7
désire déterminer la vitesse du bloc B apres la collision ainsi
que la quantité d’énergie cinétique perdue lors de la |
collision.

Avant

(4]
Aprés |

Voici les informations de notre situation : (axe x positif vers la droite)

Vitesse initiale : Vo =4 m/s Vo =—6 m/s

Vitesse finale : Vs = —11 m/s Vs = ?

Appliquons la conservation de la quantité de mouvement au systéme :

Zﬁf = Zl_’f = ZPU = ZP“‘ (Selon I’axe x)

= PartPwr=PuitPm (Développer éq.)
= MV ap TV gr =MV 5 T 1MV g, (p,=mv,)
= 05)-1)+15W,, =(0.5)4)+(15)-6) (Remplacer num.)
= =55+15v,,=2-9 (Calcul)
= LSvg, =-15 (Isoler v /)
= |vg,=-1ms (Evaluer v, ,)
Evaluons I’énergie cinétique :
K, =K, + Ky, = Ki:%mAVAiz-'—%vaBiz
= K =054+ 015)6) =
1 2 1 2
K, =K., +Kyg, = K/.ZEmAvA/ +EvaBI
= K, =%(0,5)(1 1)° +%(1,5)(1)2 = |k, =311
Evaluons la variation de I’énergie cinétique :
AK =K, -K, =  AK=(31)-(31) = |AK=01]
Nous avons ici une collision élastique.
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 3

Note de cours rédigée par Simon Vézina

La conservation de la quantité de mouvement

Lorsqu’un systéme de masses est parfaitement isolé de toutes
formes de force externe ou que la somme des force externes

est égale a zéro en tout temps, il y a conservation de la
quantité de mouvement p dans le temps pour I’ensemble du

systeme :

Z F,.=0 o Z D = constante

E P — E p http://fr.wikipedia.org/wiki/Billard
f t Une casse au billard est un bon exemple de conservation
de la quantité de mouvement, car il n’y a que des forces

normales de contact en jeu (force internes) si I’on néglige
le frottement de contact durant la collision (force externe).

ol Z p; : Somme de la quantité de mouvement avant la collision (kg - m/s)
Z P, :Somme de la quantité de mouvement apres la collision (kg - m/s)

Preuve :

Considérons un systéme a deux corps A et B. Appliquons la 2° loi de Newton dans la condition ot la
somme des forces externes est €gale a zéro afin de démonter la conservation de la quantité de
mouvement dans une telle situation :

(2°1oi de Newton sur A et B)

5 _dp s _dp
LR =Ty LRy

= Z FA + Z FB = % +% (Créer le systeme en add. nos deux éq.)

dr

L T —

= (FAexl +FBA)+ (Fch( +FAB)=T+T (Remplacer ZF:stl +F,
! !

o Rty = 9 (S Fre = Food =

BA AB T upposer FAexl _0 et FBexl - 0)

dt dt
= 0= dgtA + dg;, (3™ loi Newton : F,, =—Fj,)
= dp, +dp, =0 (Indépendante du temps, simplifier dr)
= Ap, +Apy =0 (Diftérentielle relaxée, d — A)
= (ﬁBf_ﬁB[)+(pA_/_ﬁAi):0 (Aﬁ:ﬁ[_pi)
= Dast Doy =Dait De (Séparer terme initial et final)
= Z Dy = Z p; ] (Remplacer par une sommation)
AB AB
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Collision élastiques, inélastiques et parfaitement inélastiques

Puisque la conservation de la quantité de mouvement est toujours applicable dans tous les problemes de
collision, nous pouvons distinguer deux grandes familles de collision :

Quantité de Energie cinétique Objets restent
Collision mouvement conservée conservée collés apres la
(P, =p) (K, =K)) collision
Elastique Oui Oui Non
Inélastique Oui Non Possiblement
Parfaitement
inélastique Oui Non Oui
(sous catégorie)

N.B. Lors d’une collision inélastique, 1’énergie cinétique initiale n’est pas perdue mais prend une
forme autre qu’en mouvement (ex : chaleur, déformation permanente d’un objet, bruit, émission
de lumiere).

Situation 5 : Une interaction explosive. Une carabine C a injection de 4 kg initialement immobile
expulse un dard D tranquillisant de 20 g avec une vitesse horizontale de 1000 m/s. On désire
déterminer la vitesse de recul de la carabine et comparer les énergies cinétiques du dard et de la
carabine immédiatement apres le tire.

Voici les informations de la situation : (x positif vers la droite)

Notation Vitesse initiale Vitesse finale
e C: Carabine * Ve =0 ® Vier =7
e D:Dart * v, =0 * v, =1000m/s
Appliquons la conservation de la quantité de mouvement :
prf = pri = Paci TPy =Pici ¥ P (Développer éq.)
= MV o p +MpY g e =MV o +MpY o, (p,=mv,)
= (4, +(0,02)(1000) = (4)0)+(0,02)(0) (Remplacer num.)
= (Isoler v ,)

Energie cinétique :

1 1
Kepmgmere = K =50k -
Ky, =%mDva2 = Ky, =%(0,02)(1000)2 = |K,, =10000 J

Nous avons 200 fois plus d’énergie cinétique dans le dard que dans la carabine.

U
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Situation 6 : Une situation, deux principes de conservation. Sur une
surface horizontale sans frottement, un cube de bois C de 2 kg est
placé contre un ressort horizontal dont la constante de rappel vaut 500 E_» @’V\MM/\/J_
N/m. Une balle de fusil B de 20 g voyageant horizontalement a 800 |

m/s pénetre dans le bloc et s’y incruste. On désire déterminer la
compression maximale du ressort.

Avec la conservation de la quantité de mouvement selon 1’axe x, nous pouvons déterminer la vitesse du
groupe cube + balle apres I’impact en utilisant la collision parfaitement inélastique :

z P = Z P = P, TPy, PPy, (Développer éq.)
= MV gy o =MV Mgy (p,=mv,)
= (e tmylv, =mev  mgy (Ve =V =7,))
= ((2)+(0,02)W,, =(2)0)+(0,02)800) (Remplacer num.)
= (Isoler et évaluer v, )

Avec la conservation de I’énergie, nous pouvons évaluer la compression maximale du ressort :
W, =0)

E,=E +W, =  K,+U,=K,+U,+(0) (Développer éq.)
= (0)+%kef2=%(mb,+mc)v,.2+(0) (U,=U,.K, =Ky +K)
= efz =% (Isoler efz)
= e fz :—((0,02)&(()2(3;(7,92)2 (Remplacer, v, =v, )

= e, =+ 0503 m (Evaluer e;)

La compression maximale du ressort est de 0,503 m.
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Evaluons I’ orientation de la vitesse finale de la rondelle B par rapport 4 I’axe x positif (’est) :

Ve £

Voo Voo
tan(9) = 222 = szctan(m]

Ve £

= 0= arctan(

0

(-0,964)

= 0={0°,180°}

= (car vitesse selon I’axe y négatif)

(a) Notre rondelle B se déplace vers [’ouest a 0,964 m/s|en raison de & =180° par rapport a I’est.
Evaluons nos énergies cinétiques :

1 1 1

, . 1
(= ymavy F o mgy, F =2 (05)5) + S (1)4) =625+8 -

mgv
. K, =1mAvM2 +%vaB ; :%(0,5)(4)2+%(1)(0,964)2 =4+048 = [K, =448 ]|

(b) Nous avons perdu (14,25-4,48=9,77 ] ‘ ce qui représente |9,77/14,25 = 0,686 = 68,6 %| de

I’énergie cinétique initiale.

Exercices

Un pendule balistique. Un pendule balistique représenté sur le
schéma ci-contre sert a déterminer expérimentalement le module de la
vitesse v d’une balle de fusil. La balle de masse m pénétre et s’incruste
dans un bloc de bois de masse M accroché a deux cordes de longueur L
(on utilise deux cordes pour éviter que le bloc ne tourne sur lui-méme
aprés I'impact). Une petite cale de masse négligeable est placée en
arriere du bloc et se déplace d’une distance x lorsque le pendule atteint
sa hauteur maximale. Si x =20 cm, L = 80 cm, M =5 kg et m = 0,01
kg, déterminez v.

Deux rondelles rebondissent Uune sur Pautre, en deux dimensions. Deux rondelles entrent
en collision sur une surface horizontale. Immédiatement avant la collision, la rondelle A, dont la
masse est de 500 g, se déplace a 3 m/s vers I’est et la rondelle B, dont la masse est de 800 g, se
déplace a 4 m/s vers le sud. Inmédiatement apres la collision, la rondelle A se déplace a 2 m/s vers le
sud. Déterminez (a) le module et 1’orientation de la vitesse de la rondelle B immédiatement apres la
collision et (b) le pourcentage d’énergie cinétique perdue lors de la collision.
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Situation 7 : Une collision en deux dimensions. Sur une table
horizontale sans frottement, deux rondelles rebondissent 1’une sur
I’autre. Avant la collision, la rondelle A, dont la masse est égale a
500 g, se déplace a 5 m/s vers I’est et la rondelle B, dont la masse
est égale 2 1 kg, se déplace a 4 m/s a 30° au sud de I’ouest. Apres la
collision, la rondelle A se déplace a 4 m/s vers le sud. On désire (a)
déterminer la vitesse de la rondelle B apres la collision ainsi que (b)
la quantité d’énergie cinétique perdue lors de la collision.

Vitesse en x : Vitesseen y : Résolution graphique :
e v, ., =5ms ° vyA,.=() m/s Pai
* v, =—4¢0s(30°) m/s ¢ vy, = —45in(30°) m/s Pay
® v,,=0ms * v, = —4 m/s v Ian = vaBf

* V=T * vy, =? Zﬁizzﬁf

Appliquons la conservation de la quantité de mouvement selon I’axe x :

Zp)ffzszi = prf+prf=pri+pri (Développer va)
= MAV o HMgY o =MLY gy (Remplacer p . =mv,)
= (05)0)+ vy, =05)5)+ (1)-4cos(30°) (Remplacer val. num.)

= Vg, =—0,964 m/s (Evaluer v, /)

Appliquons la conservation de la quantité de mouvement selon I’axe x :
Zp,vfzzp,vl = vaf+pof=p)Ai+pyB1 (Développer Zpy)

= MAV TRV o =AY gy (Remplacer p =mv )

= 0,5)(-4)+ (l)vyB ;= (0,5)(0)+ (1)(— 4sin(30°)) (Remplacer val. num.)

Evaluons le module de la vitesse finale de la rondelle B :

WB i

Ve =V vy S = vy, =4(-0964) +(0) (Remplacer val. num.)

B f B f
= |vg, =0964 m/s (Evaluer v ;)
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Solutions

.10.11) Un pendule balistique.

Déterminons 1’angle d’élévation du bloc :

=302

Déterminons la hauteur d’élévation du bloc :
y=L-Lcos@ = L(1-cos®) T cosd
= y=(0,80)(1-cos(14,48°))

»

Déterminons la vitesse du systéme balle + bloc apres 1’impact par conservation de 1’énergie : (prenons
y = 0 au point d’impact entre la balle et le bloc)

E, =E +W, = K, +U, =K +U,+W,

1 2 1 2
= Emv, +mgy, =§mvi +mgy, +W,.

L
= mgy =Emv.

i

(y,=0, v, =0, W, =0)

= v, =.2ey, =200.8)0,025)
= v. =% 0,7 m/s

=0,7 m/s

i

Utilisons la vitesse aprés I’impact pour évaluer la vitesse initiale de la balle avant I’impact par
conservation de la quantité de mouvement : (prenons 1’axe x positif vers la droite)

Zﬁf:zl_’i = pballef+ﬁblncf:ﬁbnllei+ﬁblnci
= MyatieVyate 1+ MotocVitoe ¢ = MoatieVyagre + T MtocV e (selon I’axe x)
= (m,m,/e +my,, )vf = MoV poite 1+ MitocVpioe i (collision p. iné.)
= (e + 111y, v = MV Ve =0)

_ (mlmlle + My, )V/ _ (m +M)v

= Vo=
balle i My m !
I (YRS (%)
balle i~
(0.01)
= Vo : = 3507 m/s
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Chapitre 3.11a — Les collisions élastiques frontales

Les lois de conservation dans une collision élastique
en une dimension

Chaque loi physique nous apporte une équation qui peut étre utilisée pour
résoudre un probléme. Dans le cas d’une collision a une dimension, le
principe de conservation de la quantité de mouvement nous apporte une
équation ce qui nous permet de résoudre un probléme a un inconnu. Si la
collision est élastique, nous pouvons utiliser la conservation de 1’énergie
cinétique et résoudre un probléme a deux inconnus.

Le pendule de Newton est
un bon exemple de collision
élastique frontale.

Situation 1: Une collision élastique frontale. Un

bloc de 3 kg qui se déplace a 2 m/s vers la droite subit

'.____
2 m/s=p €=10m/s

——————— >X

une collision élastique frontale avec un bloc de 6 kg 3 kg m B J6 ke

qui se déplace de 10 m/s vers la gauche. On désire ‘ Avant |
déterminer les vitesses des blocs immédiatement apres ? ﬁ [:ﬁ !

la collision ‘ l;prés |

Développons I’équation de la a conservation de la quantité de mouvement selon 1’axe x :

D ED I NI

Piart P =Puni t Pisi

MV pp TV =MV 0+ MgV,

= (s + (6, =()2)+(6)-10)

3va/ + 6va/ =-54 (€))

Développons 1’équation de la conservation de 1’énergie cinétique :

K/:Kl. = KM,+KBf:KAi+KBi
= %mAva/z +5mBVxBf2 :EmAVfoz +§vaxBi2
= (B, +(6va,” =B)N2) +(6)10)
= [vatove =612 @

Nous avons deux équations et deux inconnus :

3., +6v,, =54 i)

v, 6y, =612 %))
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(Développer ¢q.)
(p,=mv,)
(Remplacer num.)

(Simplifier)

(Développer ¢q.)
1
K==—m’
( 7™

(Remplacer num.)

(Calcul)

Page 1

La collision élastique a une dimension sur un objet immobile

Considérons une particule A se déplagant initialement
a une vitesse v, selon 1’axe x vers une particule B v
initialement immobile. Si I’on considére une collision
élastique entre A et B, les vitesses finales de nos

deux particules aprés la collision seront déterminées I

par les équations suivantes :

Illustration des vitesses des deux

particulesavant le contact.

I 1-my, S 2 y
xXAf T XAi et xBf T xAi
1+ my,, 1+ mg,
tel que My, =my/m, et Vg =0
ou V.a, - Vitesse finale de la particule A selon I’axe x (m/s)
Vg, : Vitesse finale de la particule B selon I’axe x (m/s)
V.a; ¢ Vitesse initiale de la particule A selon I’axe x (m/s)
m, : Masse de la particule A (kg)
my : Masse de la particule B (kg)
Situation 1 Données Conclusion Exemple
My =1 Le bloc A s’immobilise
_ -0 et le bloc B avance a la
my =My Viay = . L A
vitesse initiale qu’avait
Vi = Viai le bloc A. Une collision frontale au
billard entre deux boules.
Situation 2 Données Conclusion Exemple
~0 Le bloc A continue a
Mya = vitesse constante et le
bloc B se déplace avec
m, >>m Vear = Viai . .
A B AS A une vitesse deux fois
Vi, =2V plus grande que celle du
’ bloc A. Frapper un clou avec un
marteau.
Situation 3 Données Conclusion Exemple
My, =00 Le bloc A rebondit avec ==
la méme vitesse, mais
m, <<my Vear = Vaai dans le sens opposé et
le bloc B demeure
va f = 0 1mm0blle Frapper une enclume avec un
) marteau.
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A partir de (1), isolons v, , et développons son expression au carré :

VstV =54 =
=

=

=

On remplace (3) dans (2) :

3y, 6y, =612
=

=

3va/ =-54— 6va/
Vo, =—(18+2v,,)

v, 2= (18+2v,, )

Vo (=3244T2v  +4v,

©)]

33244720, + 4y, ) bry, P =612

3244 72v,,, +4v, 7 20, 0 =204

OV, + 720, +120=0

Nous avons un polyndme du 2'“™ degré a résoudre :

bV da

Y = 2a

_ —(72)£4(72)" - 4(6)120)

xBf

-72+48

T W

= vy, =1{-10, 2

-

Ainsi, nous avons apres la collision avec I’équation (1) :

3Vop, 6V, ==54

= Vs = 3

= Vias = 3

-

—54—-6v,

2(6)

}

P

_ —54-6(-2)

(Isoler v,, )
(Diviser par 3)
(Mettre au carré)

(Développer le carré)

(Remplacer v, fz)
(Diviser par 3)

(Eq. égale a zéro)

(v, =—10, effet fantdme)

(Collision entre A et B)

(Isoler v,, )

(Remplacer valeurs num.)

(Evaluer v, ;)

Nous avons donc évaluer notre deux vitesses finales a 1’aide de nos deux lois de conservation :

DRI
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Preuve :

Vg, =—2 m/s

Page 2

Considérons deux particules A et B qui entrent en collision élastique lorsque ceux-ci se déplacent selon
I’axe x. Développons 1’équation de la a conservation de la quantité de mouvement selon I’axe x :

pr/ :prr‘ =

=

=

=

=

Piay TPy =Piai T Pusi

MpV i p T MgV g =MV 5 MY g,

MpVp T MgV g =MV,

my
Viar Var = Viai
mA

Viar TMpaVigr = Viai

Vear = Vaai “MpaVis s

0]

Développons I’équation de la conservation de 1’énergie cinétique :

K, =K, =

=

KAf+KBf :KAI_+KB‘_

2 2
TMAViay T oMYy,

2 2
1

2 2
MpViny TMgVigp =MV,

2 Mg 2 _ 2
Viar t+ Vs = Vi
my

2 2 2
Vear TMgaVig, =V

2 2
EmAva/ +5mBVxBf ==

@

(Développer éq.)
(p,=mv,)
(vig; =0)

(Diviser par m, )

(my, =my/m,)

(Isoler v,, )

(Développer éq.)
2 2 2
ZEmAVxAi +EvaxBi (K :5’”" )
2
MV, vy =0
2 AV XA ( xBi )
: (Multiplier par 2)

(Diviser par m, )

(mg, =my/m,)

Remplagons I’équation (1) dans I’équation (2) afin d’obtenir une expression pour v g - :

2

2 2
Viayr TMpaVis, =V
( )2 2 _ 2
= N 7mB,AVxBf +mB/AVxB/ =Viai
2 2 2 2 2
= ("xm - 2mB/AVxszxB_/' + My, Vg )+ MpaAVigr = Viai
-2 Vot ’=0
= MypAViaiVigy T Mpa Vigy tMppVg, =
= - 2"fo T My Vg, tVg, = 0
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(De (2))

(Remplacer (1))
(Développer le carré)
(Simplifier v_,,”)

(Diviser par my, v )
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Continuons la simplification afin d’isoler v 5 , :

=2V T MgV, t Vg, = 0

= MyaVigr T Vg = 2V,

= VxBf(l+mB/A):2VxAr

_ 2
1+ myg,

= Vias Veai m (3

On remplacer (3) dans (1) afin d’obtenir une expression pour v, , :

Viai

Veay T MgV,

2
= Viai =Vaays +mB/A(1+m Vi
B/A

2my,,
= Vi = — Vi = Vaay
1+ my,
2m
= 1- BiA Viai = Vaay
1+ mpg,
1+my, —2m
=> | =gy
1+myg,, ’
1-m
B/A
= Vs = [17 Viai "
+ My
Exercice

(Ligne précédente)
(Isoler 2v_,,)

(Factoriser v, )

(Isoler v 5 )

(De (1))

(Remplacer (3))

(Isoler v,, )

(Factoriser v, ;)

(Dénomi. commun)

(Simplifier termes my,, )

Une collision élastique en une dimension. Un bloc de 3 kg qui se déplace a
4 m/s vers la gauche subit une collision élastique frontale avec un bloc de 5 kg
immobile. Calculez les vitesses des blocs immédiatement apres la collision (module et

orientation).
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Remplagons I’expression de v, fz dans I’équation (2) :

2

144+120v,  +25v
2 225y, P =24

9

2 2
Lsv, P+25v, P=24 = 1S

3 2 2
= E(144+120v3f v25v, sy, 2 =24

2 2

= 34441200, +25v, )rasy, P=4n
2 2

= 4324360v,  +75v, P +45v, P =432

2
= 360v,  +120v, *=0

= 3+vN:0
= va:—?: m/s
= v51:73z m/s

Evaluons la vitesse v 4 g avee I’équation (1) :

v, +5v, =-12 = v, +5(-3)=-12
= v, =3
=
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Solution
Une collision élastique en une dimension.

Information initiale : (I’axe x est positif vers la gauche)

v, =4 i m/s

K, =%m,,v/“2 =%(3)(4)2 =24 ] p, =my, =(3)f-47)=-12 7 kg-m/s
v,, =0 m/s

K, =01 Dy, =0 kg-m/s

Avec nos deux lois de la conservation :

2B, =20, =

= omy, +m, =(-127)+(0)
= @, i+6, i=-121 (Collision frontale)
= 3v, ; +5va =-12 1)
K, =K, = K, +K, =K, +K,,
S, g, = 4)+0)
= EmAVA/ +Eml,v}” = +

- %(3)\1/1 ; +%(5)v,”2 =(24)+(0)

2 2
Lv, P42y, * =24 @

Remplagons (1) dans (2) et isolons v E

-12-5v, ;
3",4f+5"3/=_12 = vAf=f (Isoler VA_f)
12+5V/3/
= vy, = B— (Factoriser le négatif)

(Mettre au carré)

2
YRR

2
, 14441200, +25v,
= v =

Af

(Développer le numérateur)
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Chapitre 3.11b — Les collisions élastiques

Les trois équations de la collision élastique en deux dimensions
Lors d’une collision ¢lastique en deux dimensions entre deux objets A et B, nous pouvons appliquer la
conservation de la quantité de mouvement selon ’axe x et y et appliquer la conservation de I’énergie

cinétique ce qui se résume aux équations suivantes :

Conservation de la quantité de mouvement selon I’axe x :

pr/ :prl

= Py T Pwms = Peai T Puni

= ‘mAVxAj MgV =MV + MYy,

Conservation de la quantité de mouvement selon I’axe y :

2Py =2 Py

= Puar tPuss =Pyai T Pysi

= ‘mAvyA MgV =MLV F MgV g,

Conservation de I’énergie cinétique :

K, =K,
= KM+KBf=KA‘_+KB,

1

2 2 2 2
= —M,V,, +—MmMgVg, =—MmM,V,, +—MgVg,;
AVA BYB AVA BYB
2 s 2 S/ 2 i 2 i
2 2 2 2
= MAVpp +MgVg " =MmV,,~ +mgvy,
Par” +vin, S malg* +v )= m o v o my b 40,0°)
= My\Wens +Voa, JEmplvg, vy, muy\Voai” +Va JFmpglvg,” +vg,

Puisque ce type de probléme dispose de trois équations, il peut étre résolu si les inconnus se limitent a
trois. Une information sur une orientation ¢ d’une vitesse contribue a donner une équation
supplémentaire.

Voici la liste des paramétres a déterminer lors d’une collision :

Situation 5 : Une collision élastique en deux " Aprés

dimensions. Sur une surface horizontale sans 8 kg

frottement, deux rondelles de métal subissent ‘ "" .

une collision élastiqgue. Avant la collision, la , m.l’- h? ”'6}”

rondelle A (4 kg) se déplace a 2 m/s vers ’est, @
et la rondelle B (8 kg) est immobile. Vue de haut Ve de haut ik g\

s X0 - Toma A 427 - € ER31

Apres la collision, la rondelle A se déplace a 36, 9° au sud de 1 est. On désire déterminer les modules
des vitesses des rondelles apres la collision ainsi que I’orientation de la vitesse de B.

Voici les informations disponibles aprés la lecture de I’énoncé :

Rondelle Masse Vitesse initiale Vitesse finale
Voa =2 m/s Vear =Vas cos(36,9°)
A m, =4 kg - - S
Viai =0 Viar ==Va; sm(36,9 )
Vi = 0 VB s
B my =8 kg
Vipi = 0 Vyp s

Appliquons la loi de la conservation de la quantité de mouvement selon I’axe x :
prf = pri = MAVpp F MV g =MV + MgV g, (Selon dév. précédent)

= (4)(VA ; cos(36,9° )) (S)Vm/ (4)X2)+(8)0) (Remplacer val. num)

= 0 (oler v,)

Appliquons la loi de la conservation de la quantité de mouvement selon ’axe y :
Z D,y = va‘_, = MAV o p F MV g o =MV 0+ MgV g, (Selon dév. précédent)

= (4)(va/sin(36,9°)) (8)\/le (4)0)+(8)0) (Remplacer val. num)

- s o

Appliquons la conservation de I’énergie cinétique :

Objet Masse Vitesse initiale Vitesse finale
A my Vi €t Viai Viar et Viar
B my Vi €0 Vg, Vi € Vi,
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Développons les deux composantes de vitesse finale de la rondelle B a partir de 1’équation (1) et (2) :

De(l): vy, =1-04v,, = (v, f=[1-04v,, ] = v, =1-08v,, +016v, |

De(2): vy, =03v,, = (va/ )2 = (0’3VAf)2 =

Remplagons ces deux derniéres équations dans 1’équation (3) afin d’évaluerv

Af ¢
v, 24800, v, 0 )= 16

2

= N (( 0.8v, ,+0,16v,, )+ (0 09v, , )): (Diviser par 4 et remplacer)
= vy +2-08v,, +025v, 2 )=4 (Simplifier)

= Vas Ty2- Lév,, + 0,5vA ;=4 (Distribuer facteur 2)

—L6v,, -2= 0‘ (Mettre forme ax’bx+c=0)

Evaluons la solution au polyndme du 2™ degré :

—b=\b> —4ac B Z4ac - = (-16)£4(-16) -4(1,5)(-2)

V,, = V= Remplacer a, b et ¢
Af 2a Af 2(175) ( p )
1,6 £4/14,56 N .
= vy, = % (Simplification)
= V= {— 0,7386 , 1,805} (Deux solutions)

(Module toujours positif)

= |v,, =1805 m/s

Evaluons les vitesses finales de nos deux rondelles apres la collision :

Rondelle Selon I’axe x Selon I’axe y Module
Viar =Vas cos(36,9°) Viar ==Vay sin(36,9°)
A =(1,805)cos(36,9°) =(1,805)sin(36,9°) vy, =1805 m/s
=1,443 m/s =-1,084 m/s
Vi, =1-04v,, Vi, =03v,, Viss =\ Vs FVins
B =1-0,4(1,805) =0,3(1.805) — J(0.278) +(~0,5415)
=0,278 m/s =0,5415 m/s =0,6087 m/s

Nous pouvons maintenant évaluer 1’orientation de la rondelle B aprés la collision :

tan(g) = Vs = tan(9) = (05415) 6 = 62,82° au nord de l’esq
Vis, (0,278)
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K, =K,
= m, (va/-z +v},A/2)+ mB(vA_B,2 +V),~B_/'2) mA( i TV )+ mB(\/XB[2 +vyB,.2)(Eq. précédente)
= mA( " +v}M2)+mB(vaf2 Vg, ): R (Remplacer zéro)
= myv, +m,3(va/2+v‘,B/.2):mAvm,.2 (sz :vmf2+vy/\f2)
= (4)v R /2 + (8)(va ; )B ; ) (4)(2)2 (Remplacer termes)
= v, +80w, +v, )= 16] 3) (Simplifier)
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 2
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La vitesse de rapprochement avant la collision et d’éloignement aprés la
collision de deux objets ponctuels

Avant une collision et aprés une collision, on peut évaluer la vitesse de rapprochement et d’éloignement de
deux objets ponctuels a 1’aide d’un concept de vitesse relative :

Avant la collision Apres la collision
VaBo = Va0 ~ VBo Vap = Va ~ VB
Selon le
référentiel
au sol S @—_>
A Vao VBo
B
v
Selon le - _
référentiel B ~Vao
= B
e
Vigo =0
ou V. : Vitesse de la sphere A avant la collision (m/s).

, : Vitesse de la sphére B avant la collision (m/s).
Vago © Vitesse relative de A par rapport & B avant la collision (m/s).
v, : Vitesse de la sphére A apres la collision (m/s).
s o Vitesse de la sphere B apres la collision (m/s).
Vv, : Vitesse relative de A par rapport a B apres la collision (m/s).

Preuve :

Effectuons un calcul de vitesse relative a partir de deux objet A et B se déplagant par rapport a un
référentiel S :

Vap =Vas T Vsp = Vap =Vas ~Ves (Vap =—Vpa )

(Retirer référence a S)

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 4
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La comparaison des vitesses relatives lors d’une collision élastique entre
deux objets ponctuels

Lors d’une collision élastique entre deux objets ponctuels A et B, si on impose la conservation de la
quantit¢ de mouvement (Z p =constante) et la conservation de 1’énergie sous forme cinétique

(K =constante ), on obtient alors une contrainte sur la vitesse relatives v,,, avant la collision et la
vitesse relative v, apres la collision des deux objets sous la forme suivante :
VaB = ~VaBo
(Pour une collision élastique entre deux objets ponctuels)
ou v, : Vitesse relative de A par rapport a B aprés la collision (m/s).

Vo ¢ Vitesse relative de A par rapport a B avant la collision (m/s).

Preuve :
Appliquons la conservation de la quantité de mouvement a la collision entre deux objets ponctuels A et
B, imposons la contrainte des vitesses relatives v,, =—V,,, entre nos deux objets et vérifions qu’il y

aura conservation de 1’énergie cinétique. Pour la conservation de la quantité de mouvement, nous avons
I’expression suivante :

DA+ Py =DPuotPr = MYy + MgV =m,Vy, + Mgy, (p=mv)
= MV =MV =MV — Mgy (Regrouper terme)
= my (VA _GA()) =nmy (‘730 _‘73) 1) (Factoriser m, et my)

Pour la contrainte sur les vitesses relatives, nous avons 1’expression suivante :

VaB = Va0 = ¥y =V = (Va0 — Vo) (Vap =V5 —V5)
= Vp V5o =V + Vg (2) (Regrouper terme)
A partir (1), effectuons un produit scalaire avec la relation (2) afin d’obtenir un terme en v =7 -7 ce

qui formera un terme d’énergie cinétique pour ainsi démontrer qu’il y a conservation de 1’énergie
cinétique sous la contrainte des vitesses relatives :

my (‘7/\ - ‘7/\0): mB(‘jBO - ‘—’B) (De (1))

= my (¥, —V5)- (VA + 7V, ) =my (1730 - ‘73)' (178 + ‘730) (Produit scalaire avec (2))
2 — - — - 2 - - 2 2 - - . . .
= m, (vA +V, Vo = Va0 Va = Vao )= mB(vBO Py + Vg — Vg — Vg Vg )(Dlstrlbutlon)
2 2 2 2 - = - - . .
= mA(vA ~Vao ):mB(vBO -V ) (A-B=B-4 etsimpli.)
2 2 2 2 . .
= MpV,~ =MV~ =myvy "~ —myvy (Distribuer m, et my)
2 2 2 2 . .
= MV~ +myvy” =m, v, +myvy, (Réorganiser termes)
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 5
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La collision élastique en 3D entre deux objets sphériques (complément
informatique)

Lors d’une collision ¢élastique entre deux objets 5

. , . Va
sphériques A et B, l’échange de quantité de
mouvement p , tout en respectant la conservation de
I’énergie cinétique K, s’effectue selon un axe n reliant
les deux centres des spheres. On peut déterminer la
vitesse finale v, de ’objet A et la vitesse finale v, de “
I’objet B a I’aide des équations suivantes : o) "
— — — — — — Vg
Va=VaptVeo et Vg = Vg T Vg Avant  colision Aprés f colision
tel que
— — A A_n o _'BT _A
Vag = Vago T (VnAB ~ VauaBo )}’l M=M= ‘ = = ‘
B A
_ L ~ m, N
Vaso = Vao ~ Vao Ve =~ (VnAB ~Vaano )”
my
e . [ 1=my, \ _my
vnAB() - VAB() n vnAB - vnABO ou mB/A -
1+my, m,
ou v, : Vitesse de la sphére A apres la collision (m/s).

v : Vitesse de la sphere B apres la collision (m/s).
V,p © Vitesse relative de A par rapport a la vitesse initiale de B apres la collision (m/s).
Vg © Vitesse relative de B par rapport a la vitesse initiale de B apres la collision (m/s).
Vapo : Vitesse relative de A par rapport a B avant la collision (m/s).
v,.p . Vitesse relative de A par rapport a la vitesse initiale de B selon I’axe n aprés

la collision (m/s).

V,apo . Vitesse relative de A par rapport a B selon I’axe » avant la collision (m/s).
i : Orientation de ’axe passant par le centre de A vers le centre de B.

my,, : Rapport entre la masse de B et la masse de A.

m, : Masse de la sphere B (kg).

my : Masse de la sphére B (kg).

Remarque :

Cette solution est obtenue en respectant la conservation de la quantit¢é de mouvement p et la
conservation de 1’énergie cinétique K a partir du référentiel de la sphére B avant la collision. Ainsi,
les vitesses relatives sont évaluées par rapport au référentiel de la sphére B avant la collision ce qui
donne Vg, =0 mais Vg, #0.

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 7
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Nous pouvons obtenir une expression illustrant la conservation de 1’énergie cinétique :

mAVA2 + vaBZ =m AVAOZ + mBVBO2 (Equation précédente)
1 2 1 > 1 2 1 2 - .
= —Ma V=MV =—m, v, =MV, (Multiplier par '2)
2 2 2 2
1
= Ky +Ky =K, +Kp, L] (K ==mv")

2

La collision de deux objets non ponctuels

Dans le cadre de la théorie de la dynamique de la particule, il est
impossible de déterminer les résultats d’une collision en deux
dimension si I’on connait uniquement les quatre conditions
initiales viai, Vyai, VaBi €t Vimi, car les trois équations disponibles
(si la collision est élastique) ne permettent pas de solutionner les
quatre inconnus de la situation finale (vear, Vyar, Vxpr et vigy).

Par contre, si les deux objets peuvent étre considérés comme L@ collision élastique en deux
dimensions entre deux objets non

étant non ponctuel, un site de collision peut étre identifié sur les  ponctucls comme le billard est un
d bi . dui . 5 s . probléme pouvant étre résolu avec
eux objets et introduit une contrainte sur ’orientation des . iqucment les conditions initiales

forces normales appliquées entre les deux objets. du systéme (en négligeant le spin).

Ainsi, la variation de la quantité de mouvement Ap que subit les deux objets est de méme
valeur, mais de sens opposé (3% Joi de Newton) et elle s’effectue uniquement dans un plan
perpendiculaire a la surface de contact dans la direction de la force normale de contact.
Dans ce modéele de collision, on néglige le frottement de contact (force paralléle a la
surface de contact).

Voici une représentation vectorielle des échanges de la quantité de mouvement Ap :

Avant la collision Lieu de la collision Apreés la collision
Ligne
perpendiculaire
ala surface —
Pai

de contact

Dai

Py f
ieu -
collision ApZ

Ap, +Ap,

< Ily aconservation de la quantité¢ de mouvement, car Ap, + Ap, =0.
% La quantit¢ de mouvement finale de chaque objet est obtenupar p, = p, +Ap.

°

« Lavaleur de Ap dépend de la nature de la collision (¢élastique ou inélastique).

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 6
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Preuve :

Considérons un objet A de masse m, et un objet B de

masse m, de forme sphérique se déplacant dans le A
référentiel S avec les vitesses @—‘7> v
ASi BSi

Vasi €t Vg,

B

Nous allons évaluer la vitesse de nos deux objets aprés une Avant la collision
collision élastique. Puisqu’il y aura transfert de quantité de

mouvement entre 1’objet A et B dans la direction de la A

normale a la surface de nos deux sphéres, nous allons définir Q Vasi A
un axe x entre nos deux objets en reliant la position 7, de

I’objet A a la position 7;; de ’objet B tel que

g —Ta

X=i= A la collision

|7 -7l

Pour faciliter les calculs et ainsi simplifier I’expression de nos lois physiques, nous allons réaliser notre
collision dans le référentiel de la vitesse initiale de B. Nous obtenons ainsi la vitesse de nos deux objets
A et B dans le référentiel B a I’aide des équations suivantes :

® Vagi =Vasi TVsi = Vagi = Vasi ~ Vasi
® Vgg =Vesi tVegi = Vgp; = Vpsi T (_ VBs:) (Vitesse relative : Vg, = —Vyg, )
= Vg =0

Selon I’axe x, la composante en x de la vitesse de 1’objet A dans le référentiel B avant la collision
s’obtient apres le calcul du produit scalaire’

Viagi = Vagi "X -

Puisque la collision entre 1’objet A et B est élastique, la collision doit respecter la conservation de la
quantité de mouvement Z b, :z p, et la conservation de 1’énergie cinétique ZK p :ZK .. Ces

deux contraintes ayant été réalisées dans le chapitre 3.11a nous permet d’obtenir la composante de la
vitesse de 1’objet A selon I’axe x dans le référentiel B a 1’aide de I’équation

1-m m
— B/A N _ B
ViAB s _[ V. ABi ou Mgy = m

A

' Le produit scalaire : 4.5 = ‘,ZHE" cos(0)= 4,B, + 4B, + A.B,

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 8
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Puisque la variation de la quantit¢ de mouvement Ap,, de I’objet A durant la collision étant

uniquement selon ’axe x, nous pouvons 1’évaluer a ’aide du calcul suivant :

AﬁAB = ﬁAB/ —Dapi =

=

APy = (prBf = Piabi )x

Ap g = (mAVxAB/ OGN, )x

(Uniquement selon 1’axe x)

(p,=mv,)

(Factoriser m, )

= APy =m, (vaBf ~ViABi )x
Cette variation de la quantité de mouvement Ap,,nous permet de déterminer la quantité de mouvement
finale p,y, del’objet A dans le référentiel B étant
pAB/ = PDapi AP as
ce qui nous permet d’évaluer la vitesse finale v,, de 1’objet A dans le référenticl B a I’aide de
I’expression suivante :
Dapy =Dapi +ADpp = MV, =MyVap; + M,y (vaBj - vaBi))? (AP g =m, (VXABf - vaBi))’e)

= Vans = Vapi + (vaBf - VxABi))A‘ (Simplifier m, )

Puisque qu’il y a conservation de la quantité de mouvement (Z D= Zﬁ‘. ), nous pouvons affirmer

qu’il y a transfert de quantité de mouvement entre A et B tel que
Appy =—AP g -

Nous pouvons ainsi déterminer la vitesse finale de B dans le référentiel B aprés la collision par le
transfert de quantité de mouvement Apy, appliqué a ’objet B :

Diss = Pppi T APgz = Dony = DPps (Pyp; =0, car Vg, =0)
= mB‘jBBf = APy (p=mv)
- Ap =
= Vapy = ey (Isoler Vi, )
my
= _ AﬁAB - 5
= Vees = (APgs =—APyp)
my
~ m, . _ .
= Vepyr =~ m (vaBf ~ViaBi )x (Ap g =m, (vaB_/' ~ViaBi )x)
B
Finalement, nous pouvons transformer nos vitesses finales Vass

dans le référenticl S et obtenir les vitesses de nos deux
objets tel que

Vass =Vass tVasi X ‘

et
@)
Vesy =Vppys T Vpsi - W Vs s
Aprés la collision
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Ch a pit re 3 11 c— L es C Olli Si ons in él aSti qu es Le coefficient de restitution e permet d’interpréter un scénario de perte d’énergie cinétique K dans une

collision de fagon empirique :

La vitesse de rapprochement dans une collision a deux objets non ponctuels Type de collision Valeur de e
élastique e=1

Lors d’une collision entre deux objets non ponctuels A et B, on .

peut évaluer la composante de vitesse de rapprochement v,,, des inélastique 0<e<l

deux objets par rapport & un axe orienté selon la normale a la Parfaitement in€lastique e=0

surface 72 du contact :
Pour des spheres entrant en collisions, voici quelques valeurs tirées de la littérature " :

VuaB = VaB "Mga avec Vag =Vj — Vg

Sphere Coefficient e
ol v,as . Composante de la vitesse relative de A par bois bois 1/2
rapport a B selon I’axe n (m/s). .116.ge .lle{.ge 5/9
v, : Vitesse initiale de 1’objet A (m/s). 1voure 1voire 879
verre verre 15/16
vy : Vitesse initiale de 1’objet B (m/s). eier o= 19720

7y, : Normale a la surface de 1’objet B sur I’objet A
pointant vers I’extérieur de B.

La collision inélastique en 3D entre deux objets non ponctuels
(complément informatique)

Vs = Vap Cos(g) =Vp flga

Remarque : (avec une définition de i =ry, )
Lors d’une collision inélastique entre deux objets A et B non

» Siv, >0, alors I’objet A s’éloigne de B (vitesse relative apres la collision). B . X - K
ponctuels, on peut évaluer I'impulsion J s’appliquant les deux

> Si v,z <0, alors ’objet A se rapproche de B (vitesse relative avant la collision). objets selon un axe parallele & la normale & la surface des deux

objets en fonction de la vitesse initiale v, de nos deux objets, de

Le coefficient de restitution leur masse m et du coefficient de restitution e. Tout en respectant la
conservation de la quantité de mouvement, nous obtenons les

En 1687, Isaac Newton propose un coefficient permettant d’évaluer la perte de vitesse relative entre équations suivantes :

deux objets entant en collision. Ce coefficient ¢ compris entre O et 1 correspond au rapport entre le

module de la vitesse relative v,,, de deux objets A et B aprés une collision et le module de la vitesse = _= J nn = _ = J n A

§ VA =Vao T Tga Vg =Vgo = Mlga
. L et
relative v,,,, avant une collision : m, my
. Comparaison des tel que
En valeur absolue Avec signes . .
vitesses relatives — (1 + e)
v | v J, = (VAO_VBO)'nBA
WAB o= Voan _ (1/m, +1/m,)
= VuaB = € Vaago
VnABo| VnABO o , , N . .

ou v, : Vitesse finale de ’objet A (m/s). vy : Vitesse finale de I’objet B (m/s).

ol e : Coefficient de restitution (e€ [0.. 1]). V,, :© Vitesse initiale de I’objet A (m/s). Vg, :© Vitesse initiale de I’objet B (m/s).

v,ap . Composante de la vitesse relative de A par rapport a B apres la collision selon I’axe n (m/s). m, : Masse de I'objet A (kg). my : Masse de I'objet B (kg).

. . N - s iy, : Normale a la surface de I’objet B pointant vers I’extérieur de B.
V,apo - Composante de la vitesse relative de A par rapport a B avant la collision selon I’axe n (m/s). .. . o, , R
J, :Composante de I'impulsion appliquée selon I’axe 75, (Ns).

! Référence des coefficients : http:/fr.wikipedia.org/wiki/Coefficient_de_restitution
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Preuve : Isolons les termes en J, et établissons un lien avec les vitesses initiales :

Considérons un objet A de masse m, se déplagant a vitesse v,, qui entre en collision avec un objet B

) .. _ ., . Vag App +— =V gy +——=—elV,yy —Vp, ) 71 Equation précédente
de masse my, se déplacant a vitesse vy, tel que la force normale de contact appliquée par I’objet B sur A0 TTBA m, BO - TBA my ( A0 B") BA (Eq p )
I’objet A sera orientée selon une orientation 7y, . 7

= S T = ey~ Vso ) Aa — Vo A + Vg0 s (Isoler terme avec J, )
Par conservation de la quantité de mouvement, I’impulsion appliquée par ’objet A sur ’objet B et My Ty

I’impulsion appliquée par I’objet B sur I’objet A respecte la relation 1 1
- - = J|— | =(elFry =)= Tao + Vo) Aiga (Factoriser fi, et J,)
Jan ==Jpa My Ty
tel que 1 1 o S . s
d _ = I, (7 + 7} = (_ e(vAl) ~Vro ) - (vA(l ~Vro )) Mg (Réécriture)
Joa =, gy - M M
1 1 L . . . . ‘
Ainsi, nous pouvons établir par le théoréme de la quantité de mouvement que = J, (7 + —j = —(e(v 20 — Vio )+ (v A0~ VBo )) Nga (Factoriser signe nég.)
. + I = m, my
Pa=Paot e o Dy =DPpot+J
1 1 . N
. ~ - p . = J | —+—|==le+1)V,, — Vg ) 7 Factoriser v,, -V
ce qui nous donne en remplacant p =my les équations "( m, my J (e+ 1) = 7o) iy ( 20~ Vao)
MAVy =M Vo + gy 6 Mgy =mpVyy +J . —(+e) . _ .
= J, = T 1 (Vo = Vg0 ) i ] (Isoler J,)
En divisant par la masse m, en utilisant J,, =—J,, et en remplagant J,, =J, A, , nous pouvons [; + ;)
A B

obtenir

- +J,, A ¢ vy —Tin
Va =Vao Ngy  CL Vg =Vg, Ngy -
my B

I reste maintenant qu’a évaluer I'impulsion J, appropriée dans la collision pour respecter la nature
d’une collision inélastique. Pour ce faire, introduisons la définition du coefficient de restitution

Vuag = ~€Viapo

valide lors d’une collision inélastique. En développant cette équation tout en respectant la
conservation de la quantité de mouvement, nous pouvons obtenir I'impulsion J, requise :

Vaag = ~€Vuapo
= (VA ~ Vs ) Nga = _e(vAl) - VB())‘ Mg (Vuapo = (VA(I - VB(I)'”BA )
- J, . ~ J, A N (4 - ) o R 1 _ -
= Vao t Nga | =| VBo — Nga | | 7lga = —€Wao ~Vpo /) Mpa (Remplacer v, et ¥;)
my my
— ~ +Jn ~ A ~ +-I" ~ A (_ = ) ~ Distributi
= Vao "lpa Niga "Ny —Vpo "Tlga Nigs "Ny = —€Vag ~Vpo ) 1lga (Distribution)
A B
- = A +J,,_4 i n__(* = ).A (Ao, A, =1)
Vao "Tlpa Vpo " Tlga m €\Wao ~VBo/ Mpa Ngp Mgy =
A B
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Chapitre 4.1 — La cinétique de rotation

Le corps rigide

Un corps rigide est un systétme de N particules dont la

distance entre chaque paire de particules doit étre Corps N Particules

maintenue constante grice a des forces internes. Les

contraintes de distance ont pour effet de réduire les 3N Approximation f

possibilités de translation des N particules (chaque corps rigide (L

particule ayant 3 degrés de liberté de translation). = | m

Lorsque le corps rigide est libre de mouvement, les Mouvement 3N mouvements de translation

mouvements des N particules est réduit par les contraintes complexe - Plusieurs contraintes de distance

au mouvement d’une seule particule. Cette particule

ayant toute la masse du corps peut effectuer une 1 particules

translation et une rotation autour d’un axe. —
Application des f:)

H traint
L’état de translation du corps est évalué en appliquant la contramtes

2¢ loi de Newton en supposant que toutes les forces
appliquées sur le corps sont appliquées sur la particule et
I’état de rotation du corps est évalué en appliquant la 2¢
loi de Newton en rotation' par rapport a la particule.

<

. Vitesse de translation

<

. Vitesse de rotation .
- 3 mouvements de translation
- 3 mouvements de rotation

La dynamique du corps rigide approxime un corps
comme étant une particule pouvant effectuer
des translations et des rotations autour d’un axe.

La dynamique du corps rigide ne permet pas d’évaluer la
vibration du corps.

La cinématique de translation et de rotation

La cinématique de translation s’applique lorsque tous les

¢éléments d’un corps effectuent le méme déplacement (voir A 3
schéma A) comme par exemple un bloc qui glisse sur un plan
incliné.

La cinématique de rotation s’applique lorsque tous les Translation pure Rotation pure
éléments d’un corps tournent autour d’un méme point de c

référence et effectuent la méme rotation angulaire (voir Ald

schéma B) comme par exemple un tourne-disque en rotation. A 4

La cinématique de translation et de rotation s’applique B «
lorsquun point du corps effectue une translation et que $ e ¥
I’ensemble du corps effectue une rotation autour du point en B 'IL V
translation (voir schéma C) comme par exemple lancer une

balle de baseball. Translation et rotation

! La 2¢ loi de Newton en rotation sera présentée dans le chapitre 4.7.
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 1
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Le mouvement de rotation uniformément accéléré

Lorsqu’un objet subit une accélération angulaire « constante lors d’une rotation, 1’objet effectue un
mouvement de rotation uniformément accéléré (RUA). Les équations du mouvement sont alors
identiques a celles d’un objet uniformément accéléré (MUA) :

Mouvement rectiligne Mouvement rotatif
MUA : Mouvement uniformément accéléré | RUA : Rotation uniformément accéléré
o ax(t):ax o a(t)za
o vx(t):vxo+axt o a)(t)=a)0+at
1
o x(t)=x, +vx0t+%axt2 o 0t)=6, +a)0t+505t2
o vxz(x)zvxo2 +2ax(x—x0) ) wz(cg):a)oz +2a(9—t90)

Preuve :

La preuve est identique a la démonstration des équations du MUA en appliquant la correspondance
suivante :

x—>0 vV, >0 a, > a

x

Situation 1: Un disque tourne en ralentissant. Un disque tourne sur lui-méme avec une vitesse
angulaire initiale de 20 rad/s. En raison du frottement, son mouvement de rotation ralentit au taux
constant de 4 rad/s®. On désire déterminer combien de tours il effectue avant de I’arréter.

Voici les données de base :

, =20 rad/s 6,=0 a =-4 rad/s?
o=0 6=" t="?

En utilisant la formule o’ (9) pour un RUA, on peut évaluer la position finale angulaire du disque :
@’ =, +2a(0-6,) = (0) =(20)" +2(-4)0-(0))

= 6 =50 rad
Avec la relation suivante, on peut évaluer le nombre de tour : (277 =1 tour)

50 rad _n tours - }12270 —
4

27 rad | tours

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 3
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Axe de rotation et position angulaire

Lorsqu’on fait tourner un corps rigide autour d’un axe de rotation, les points situés sur le corps ne vont
pas tous effectuer le méme déplacement :

Rotation du corps Rotation du corps autour . . . .
5 . 5 R Rotation spin et rotation orbitale avec deux
autour d’un point fixe d’un point fixe a . e
> vt vitesse angulaire différente
sur corps I’extérieur du corps (it in-orbitale)
(rotation spin) (rotation orbitale) OO K HOMLEE

"""""""""""" Rotation spin
de la Terre
du Soleil =~ 24 heures/tour

25 jours/tour (centre) \“
34 jours/tour (pole) fb H
-~ ,”’ >
if Rotation orbitale

de la Terre
365 jours/tour

Puisque tous points de I’objet effectuent des trajectoires circulaires, on réalise que sous une rotation
simple (spin ou orbitale) autour d’un axe, tous les points subissent la méme variation de position
angulaire A@ que I’on mesure a I’aide d’un systéme d’axe angulaire :

Position angulaire Position angulaire
initiale : 6 = 0° finale : 6 =30°

Position, vitesse et accélération angulaire

A partir d’un systéme d’axe angulaire, on peut associer a un corps une position, une vitesse et une
accélération qui porte le nom de position angle @, de vitesse angulaire @ et accélération angulaire « .

Tous ces paramétres sont reliés par le calcul différentiel de la fagon suivante :

Relation Position angulaire Vitesse angulaire Azrclzljgitrl:n
Différentielle o()=0 olt)= do alt)= do
(pente) dr dr
Intégrale _ _ _
e 0(t)= jw(t)dt wlt)= Ia(t)dt alt)=a
ou @ : Position angulaire (rad) N.B. On peut utiliser un indice x,y ou z

aux parametres ¢, @ et a pour
désigner autour de quel axe le corps
rigide tourne (ex : 6,, o, et a,).

o : Vitesse angulaire (rad/s)
a : Accélération angulaire (rad/s?)

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 2
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Les relations entre les variables linéaires et angulaires

Un arc de cercle L est relié¢ au rayon » d’un cercle et a un angle d’ouverture ¢ de la fagon suivante :
L=r6 o  Circonférence =2rr

A partir de cette relation, nous pouvons associ¢ la cinématique de translation selon un axe x circulaire
avec la cinématique de rotation selon un axe € de la facon suivante en imposant la contrainte
x=6=0al’origine :

. x=r0
. VX:gzi(rﬁ):r%:ra)
de dr dr
dv, d do
. a, =—> =—(ra))=r—=ra
i dt dr dt
ou x : Position tangentielle (m)

v, : Vitesse tangentielle (m/s)

a, : Accélération tangentielle (m/s?)

Situation 2 : Un disque qui tourne de plus en plus vite. Un disque de 30 cm de rayon est initialement
au repos. A partir de 7 = 0, il est entrainé par une courroie qui lui imprime une accélération angulaire
constante de 2 rad/s? (I’axe de rotation du disque est au centre). On désire déterminer (a) la vitesse
d’une particule située sur le bord du disque a 7= 3 s ; (b) la longueur du trajet parcouru par une
particule située a mi-chemin entre le centre du disque et le bord entre t=0et#=3s.

Voici les données de base :

@, =0 0,=0 a =2 rads’
0="? 0=" t=3s

Evaluer la vitesse angulaire du disque 4 3 s :
o=w,+at =  0=0)+@2)(3)

= (Evaluer o)

Evaluons la vitesse linéaire sur le bord du disque :

(Remplacer valeurs num.)

Vv, =re = v, = (0,3)(6) (Remplacer valeurs num.)
= (a) (Evaluer v,)
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 4
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Evaluons l’anglle de rotation parcouru duraﬂtf st Accélération tangentielle et centripéte de rotation
0=0,+ot+—at’ =  0-0y=aot+—at’ (Isoler 6-6,) ) ) _ )
2 2 Puisque 1’accélération peut toujours étre décomposée en accélération

1, tangentielle a,et en accélération centripete a., le module de

= (AH): Ot +5al (Remplacer A9 =6-6,) I’accélération respecte la régle de Pythagore étant donné que les deux
composantes de 1’accélération sont perpendiculaires. Nous avons ainsi

= A0 =(0)3)+ %(2)(3)2 (Remplacer valeurs num.) la relation suivante :
= (Evaluer AQ) a=r /a)4 +a?

Evaluons la distance parcourue a mi-chemin du rayon total :

ou a : Module de I’accélération d’une particule P (m/s?).

x=ro = Ax=rAg (Relation en Axet AG) r : Distance entre la particule P et ’axe de rotation (m).
= Ax = (0,3/ 2)(9) (Remplacer, r est & mi-chemin) o : Vitesse angulaire du corps rigide (rad/s).
= Ax =135 m (b) (Evaluer Ax) a : Accélération angulaire du corps rigide (rad/s).

Preuve :

Développons ’expression du module de I’accélération a partir de nos relations pour 1’accélération

Accélération centripéte en cinématique de rotation tangentielle @, et accélération centripéte a, :

y Al At . ST - s - L

L accelerat}on c.entrl'pete gorrespor}d a 1 a.cceleratlon requise pour Qemeurer i=d.+da; = a= aLZ + aTZ

sur une trajectoire circulaire. En cinématique de translation, elle dépend de

la vitesse et du rayon de rotation. En cinématique de rotation, elle dépend de C_ H
w\

(car a, La.)

a. e ; _ ( 2 )2 2 _ 2 _
. . . ) . . c i = a=+\lro") +(ra Remplacer a,. =rw” et a, =ra
la vitesse angulaire et du rayon de rotation selon I’expression suivante : ! (rer) (Remp c x )

a, = ra? /‘/' = a=rlo'+a’ u (Simplification)

ol a. : Accélération centripéte (m/s?) La cinématique du roulement sans glisser
7+ Rayon de la trajectoire circulaire (m) Lorsqu’une roue de rayon r roule sans glisser, le centre de la roue CR effectue

® : Vitesse angulaire (rad/s) un déplacement Ax., égale a I’arc de cercle #A@ effectué par la roue durant sa

rotation ce qui donne la relation suivante :
Preuve :

Evaluons I’accélération centripéte en cinématique de rotation & partir de son expression en cinématique Ax cr =T AG
de rotation :

) ) Une roue & mesure est un instrument qui mesure des distances en effectuant un LY
a. =2 =  a. = (ro) (Remplacer v=v, = ro) comptage des tours effectués par la roue durant sa rotation tout au long de son Une roue & mesure
r r déplacement sans glisser. La distance parcourue d est alors le nombre de tours N
= ap =re’ - (Simplifier 7) multiplié par la circonférence de la roue 2771 ce qui donnera I’expression
d=2rrN .
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Voici les relations existant entre la cinématique de translation du centre de la

roue et la cinématique de rotation de la roue : x , Situation A : La vitesse d’un bout de pneu. La roue R d’une voiture se déplace sans glisser selon
I’axe x a la vitesse v g =V par rapport au sol S. La roue posséde un rayon r et tourne a la vitesse
Deplacement du centre de la roue : Axcy =rA0 angulaire @ . On désire évaluer I’expression de la vitesse selon ’axe x d’un bout de pneu P en fonction
Vitesse de translation du centre de laroue : v, = ro 9 de son positionnement angulaire # par rapport (a) au centre de la roue R et (b) par rapport au sol S.
i
Acotlération du centre de la rone : dep =7 — Selon le référentiel de la roue, la roue est immobile et tous les bouts de pneu tournent a la méme

vitesse angulaire @ . Représentons graphiquement le vecteur vitesse v dans un systeme d’axe xy a

La cinématique d’un point en bordure d’une roue est beaucoup plus complexe rA6 m I’aide d’un angle @ :
lorsqu’on I’analyse en deux dimensions : coe !

Avec v=rw :

—>
AX gy Z 0 0 6
c?)> nZ;; @) 5’;
i V= ra)cos(&)z
Position angulaire et coordonnée xy de I’axe de rotation selon z v =roi V=] V= —rwi —rasin(0) ]
0 = quelconque
| 0=0° [ 6=90° 0=180°

Lorsqu’un corps effectue une rotation spin ou orbitale autour d’un axe z, la distance entre la position xy
ou passe 1’axe de rotation et le corps en rotation n’influence pas la position angulaire 6, la vitesse
angulaire @, et I’accélération angulaire «_ du corps. Les valeurs de 8., @, et «, sont uniques au
corps.

(a) Voici I’expression de la vitesse d’un bout de pneu P selon I’axe x en fonction de I’angle 6 dans le
référentiel de la roue R :

Ve = reocos(d)
Pour se convaincre, effectuons une rotation de 60° d’un corps autour de 1’axe z situé¢ a deux endroits

dans le plan xy : (b) Selon le référentiel du sol, la roue se déplace a vitesse v qen méme temps qu’elle effectue des
Schéma initiale : 6, = 0° Rotation axe 1 : 8, = 60° Rotation axe 2 : 4, = 60° rotations 4 vitesse angulaire® . A I’aide de I’addition des vitesses relatives en une dimension, nous
pouvons évaluer la vitesse d’un bout de pneu P selon ’axe x a partir de la mesure effectuée dans le
Axe référentiel de la roue R :
y A?(e * rotation 2
rotation 2_7% A \i\{ Virs = Vipr T Virs = Vps = r@cos(8)+ Vs (Remplacer v 4 = rocos(d))
X : .
z > = Vg = Vs COS(0)+ Vg (Roue glisse pas : vey =7r@)
% _________ I,/
Axe FaN.A = Vs = Vars (14 cos(0)) (Factoriser v )
rotation 1 i\f 77777777
Axe = Vs = v(1+cos(d)) (Remplacer v 5 =Vv)
rotation 1

Avec cette équation, on réalise que le bout de pneu
possede une vitesse nulle par rapport au sol lorsque
I’angle est égal a 180° ce qui correspond a la position du
% Le corps possede une position angulaire €, unique par rapport a un axe de rotation z. contact au sol (voir schéma ci-contre). Ce raisonnement
est valide uniquement lorsque la roue roule sans glisser.
Le frottement qui propulse une roue sans glisser est

" Dans les deux cas, le corps a bel et bien effectué¢ une rotation de 60° autour de I’axe de rotation z et le
corps possede le méme état de rotation qui est 8, = 60°.

< Le corps posséde une vitesse angulaire @, unique par rapport & un axe de rotation z, car Référentiel o=0 Réferentel

o, =d6_/dt et 6, estunique. alors du frottement statique. de la voiture 05=180° de la route
< Le corps posséde une accélération angulaire o, unique par rapport a un axe de rotation z, car

a, =dw, /dt et o, est unique.
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La position et la vitesse d’une particule du corps rigide par rapport a un

point de référence S

L’ensemble des N particules décrivant le corps rigide posséde une
position 7, et une vitesse v, dans nos deux systémes de
coordonnée Oxyz et Sx(s)y(s)z(s). Elles se déplacent a une vitesse
17s(°> avec le corps rigide tout en tournant autour du point 7 dans
Oxyz avec une vitesse angulaire @. Cependant, elles sont

immobiles selon Sx® y(s)z(s).

Voici I’ensemble des relations que nous pouvons établir pour

définir un corps rigide ainsi que ses N particules dans le systéme

de coordonnée Oxyz et Sx®y©®)z®)

0 Sens de la vitesse angulaire
xyz dans le plan xy
7~ ™

O®

Exercice

4.1.7 De moins en moins vite. Un disque tourne sur lui-méme dans le sens anti-horaire a 24 rad/s. En
raison du frottement, il ralentit & un taux constant. Apres avoir fait 10 tours sur lui-méme, il ne tourne
plus qu’a 18 rad/s. (a) Déterminez « ? (b) Combien de tours supplémentaires le disque fera-t-il avant

de s’arréter?

Description du paramétre

Mesure par rapport au référentiel Oxyz

(toujours fixe, celui qui observe corps rigide en mouvement)

Masse totale des N particules
composant le corps rigide

N
=3,

p=1

Position du corps rigide = _700) _( )
e Is =Ty " =iss>lyssTys

(le point de référence)

Vitesse 0
.. Ve = V. = vV ,vv 7‘;2
du corps rigide s = Vs ( w0 Vys s)
Rotation strictement selon Rotation en trois dimensions :
Rotation du corps rigide laxez: G=q© = (qw,qwq}:,qz)

0.

z

(le quaternion doit étre normalisé)

Rotation strictement selon
laxe z:
.

z

Vitesse angulaire
du corps rigide

Rotation en trois dimensions :

o= = (a)x,a)‘,,a)z)

Position d’une particule p !

a partir de la position du corps rigide

Vo=

;fo):(r roLr, )

xp2lprtzp

et 7, =F+7,,s avec ro=r, —k

(avec la notion de quaternion, nous pouvons calculer N d’une autre fagon)
pIS

P

Vitesse d’une particule p a partir de
la vitesse du corps rigide

(0)

=(yv,.v,,)

etv, =Vg+V, g

(la vitesse de la particule dépend de sa position par rapport a S dans Oxyz)

La vitesse Vs d’une particule p par

rapport a 1’axe de rotation S a partir de
7,5 et de la vitesse angulaire @

Vs =OXF, o
(vitesse purement rotative autour de S et I’orientation dépend de la position de
la particule p par rapport a S)
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Solution

De moins en moins vite.
Informations de base :
w, =24 rad/s 6, =0 rad a="?

=18 rad/s 6=10 toursxzn rad:ZO/r rad t="?
tour

a) Avec I’une des équations du RUA :

@’ =w, +2a(0-6,) = (18 =(24) +2a((207)-(0))
= 324=576+40xc
=  407a=-252
-

Informations de base :

w, =18 rad/s 6, =0 rad o =-2,01 rad/s®

@ =0 rad/s 0=" t="?

b) Avec I'une des équations du RUA :

o' =w," +2a(0-6,) = (0) =(18)" +2(-2,01{0-(0))
= —324=-4,02 0

= 6 =80,60 rad

Puisque chaque tour représente 27 :

N =80,60 rad x 1 tour = N =12,83 tours
271 rad
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Chapitre 4.2 — Le moment de force et I’équilibre statique

Equilibre statique

Un corps est en équilibre statique lorsqu’il est maintenu
complétement immobile par ’ensemble des forces qui
agissent sur lui.

Pour qu’un corps soit en équilibre statique, il faut :

1) Vitesse de translation nulle (v =0).
2) Accélération de translation nulle (a =0).
3) Vitesse angulaire nulle (@ =0)

g i
n Gate de San Francisco est
en équilibre statique.

4) Accélération angulaire nulle (@ =0).

Pour maintenir un équilibre statique, nous pouvons affirmer que v =0 et @ =0 sont satisfaites lorsque
le corps est initialement immobile. Pour satisfaire @ =0, il suffit d’appliquer la 1 loi de Newton
(D F =0) afin d’obtenir

YF=0 & a=0

Rappelons que pour appliquer la 17 loi de Newton, G0Ny
I’endroit ou les forces sont appliquées n’a pas ni
d’importance. L .
ﬁx F(=mg) X
Pour satisfaire @ =0, les endroits ou les forces sont ¥ r;
appliquées sur le corps prendront de 1I’importance. o, ag#0 e ey =0
La situation ci-contre (voir schéma ci-contre) illustre Dans cette exemple, " F, =0 et 3" F, =0.

qu’il est impossible de maintenir en équilibre une régle si

5 . ‘s Y el X mais la régle tourne autour de son centre de
I’on applique une force F' a I’extrémité de celle-ci.

masse dans le sens horaire.

Pour avoir un équilibre statique, il faut appliquer

des forces a des endroits trés précis sur le corps. Te

La situation ci-contre (voir le schéma ci-contre) Tpn mg Ts
illustre une situation ou 1’équilibre statique (a =0 n

et a = 0) est satisfait. 200 g 400 g

Dans cette exemple, Z:Fr =0 et ZF) =0,

et la régle ne tourne pas.

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 1
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Moment de force selon I’axe z

Le moment de force 7, mesure ’efficacité d’une force F a modifier 1’état de rotation d’un corps dans
le plan xy autour d’un point de référence. Le module du moment de force z_ est égal a la distance r
dans le plan xy entre le point de référence et 1’endroit ou est appliquée la force F' multiplié par le
module de la force F projeté dans le plan xy et multiplié par le sinus de I’angle € entre r et F' dans le

Briser I’équilibre statique

Pour mesurer I’efficacité d’une force a modifier 1’état de
rotation d’un corps autour d’un axe de rotation, nous
allons faire intervenir le concept de moment de force :

‘T = moment de force|

Le moment de force dépend de (1) I’endroit ou la force E
est appliquée, (2) le module de la force et de (3)
I’orientation de la force. Le Golden Gate deS

dans le film X-Men.

Question sur la disposition d’une porte : !

,Charniére F
1) Pourquoi mettre une poignée de porte a I’extrémité
des charniéres? - axe r o,
y
]
2) Pourquoi tirer la poignée perpendiculairement a la n poignée
porte?

52 axe de rotation Vue de haU l

Nous pouvons tirer sur la poignée de trois fagons différentes :

A. 180° C.

7 B.
axe, axey < F s axe
r

r

90° 1 F

Nous avons ici trois mesures :

F : Module de la force qui effectue le moment de force.
r : Distance entre 1’axe de rotation et le point d’application de la force.
0 : Angleentre ret F.

Conclusion :
1) Plus la poignée est loin de la charniére, plus la force est efficace a ouvrir la porte :
ToCr

2) Seule la situation C est efficace. Plus la force appliquée F est perpendiculaire a r, plus la force est
efficace a ouvrir la porte :

7 oc sin(6)
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Force perpendiculaire et bras de levier

Puisque c’est uniquement les composants perpendiculaires entre r et F qui sont multipliés dans le
calcul du moment de force, le moment de force peut étre évalué par la projection perpendiculaire de la
force F, ou par le bras de levier r, :

plan xy Force perpendiculaire : F, = F'sin(6) Bras de levier : 7, =rsin(6)
Sfini . . y @ F
Lorsque toutes les mesures sont définies dans le plan xy, le moment de force 7, est égal au produit de E 2]
la distance r avec le module de la force F et le sinus de I’angle @ entre r et F': 7. = +7 FJ_ S~ T.= + r F z= X .
=+ i ) z § Y T §
Tz _VFSIH (9 y \.) P‘;im de z gtf)int de 7 &

ou 7, :Moment de force selon I’axe z (N-m)

r : Distance dans le plan xy entre le point de référence z , . oz eye .

et endroit ot est appliquée la force (m) Les équations de 1’équilibre statique
F :cI;OrfC? qull effectl;\?) le moment de force projetée point de z§ Pour satisfaire 1’équilibre statique, il faut que :
ans le plan xy ( référence =
6 : Angle dans le plan xy entre ret F 1 ZF =0
+ : Sens de la rotation selon I’axe z que produirait le 2) z 7, =0 V point de référence (accepter sans preuve)
moment de force sur le corps
) ) ) ) _ ) Pour résoudre un probléme d’équilibre statique, il faut :
Puisque I’expression 7_ permet uniquement de mesure 1’efficacité d’une force F a faire tourner un . y g Loy
z . i 1) Identifier I’objet sur lequel les forces sont appliquées.

corps autour de I’axe z, il est important de mesure  dans le plan xy. Cette mesure correspond également . .
X . N . . o X . . 2) Identifier toutes les forces appliquées.
a la distance entre 1’axe de rotation z passant par le point de référence et 1’endroit ou est appliquée la . o A o
force F'. De plus, il faut également prendre uniquement la composante dans le plan xy de la force F' 3) Identifier les posmonf oir sont appliquées les forces.
pour mesurer ’efficacité du moment de force a tourner autour de ’axe z : 4) Poser I’équation ZF =0.

Ve en perspective : 5) Poser I’équation Zrz =0 pour un point de référence en particulier. Au besoin, poser I’équation

r=r.,..sin(a) Vue de haut Vue de coté pour un autre point de référence s’il manque des équations pour résoudre le systéme.
origine
F=F,_ cos(f) (plan xy) (plan xz) 6) Résoudre le systéme d’équation et répondre a la question.
origine

point de mﬁt d
référence }?0, N
référence

N.B. Puisque dans cette section, toutes les forces qui appliqueront un moment de force pertinent a la
rédaction d’une solution sont uniquement appliquées dans le plan xy, la rigueur de la définition
générale du moment de force selon I’axe z ne fera pas partie de notre étude.
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Choisir le point de référence en statique de rotation

Pour résoudre un probléme d’équilibre statique, le choix du point de référence n’a pas
d’importance, car la deuxiéme loi de Newton en rotation se doit d’étre égale a zéro (ZTZ =0) pour
tous les points de référence. Un choix astucieux permettra alors d’accélérer la rédaction d’une solution.

Pour sauver du calcul, identifiez les forces que vous ne pouvez pas évaluer directement grace a la 2¢me
loi de Newton et choisissez le point de référence a 1’endroit ou ces forces sont appliquées. Les moments
de force associés a ces forces seront égaux a zéro, car =0 :

Puisque 7, =+7 Fsin(f), alors r=0 = 7, =0
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Situation 1 : Ouvre la porte! Béatrice essaie d’ouvrir la porte de la chambre d’Albert en poussant sur
la poignée avec une force horizontale £, =30 N faisant un angle de 60° avec le plan de la porte. De
I’autre c6té de la porte, Albert empéche la porte de bouger en poussant horizontalement en plein centre
de la porte avec une force F, perpendiculaire au plan de la porte. La porte mesure 90 cm de largeur et
la poignée est a 75 cm des charniéres. On désire calculer F, .

Voici le schéma de la situation : (moment de force par rapport a la charniére)

a=0 = _
\Fa A s D z| 4= 0
h a— F, T T.
axe 60° A TA z-B

axe 600; :
FB F. YFBL - 0
Vue de haut 8 Tc=

| Vue de haut| | Vue de coté |

Identifions I’objet en équilibre statique :
La porte
Identifions nos forces et 1’endroit ou ces forces sont appliquées :
> F, :laforce d’Albert a r, =0,45 mde la charniére.

> F, :laforce de Béatrice a r; = 0,75 mde la charniere.

> F, :laforce de la charniére & 7, =0 mde la charniére.

Appliquons la 2° loi de Newton a la situation :

ZF=O = F +F,+F.=0

Selon I’axe x, nous avons : Selon I’axe y, nous avons :
Y F, =0 = =-Fycos(60°)+F.=0 > F,=0 = —F;sin(60°)+F,+F.=0

= —(30)cos(60°)+ F. =0 = —(30)sin(60°)+ F, + F,. =0

= |F.=15N = |FL+F=2598 N
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Situation 5 : Une régle appuyée contre un mur. Une régle de longueur L et de masse m est appuyée
contre un mur. Le frottement entre le mur et la régle est négligeable; en revanche, il y a un
coefficient de frottement statique y; entre le sol et la régle. On désire déterminer 1’angle o maximal
que peut faire la régle par rapport a la verticale pour demeurer en équilibre.

Voici le schéma de la situation : (moment de force par rapport au contact au sol)

a=0 zl a=0
nm 7
ﬂa: f > ) an fmg
?y ) . ' 7ig . mg
B G 7 <« £, =0 7,=0

Identifions 1’objet en équilibre statique :

La régle

Identifions nos forces et 1’endroit ou ces forces sont appliquées :
> iig : Normale au sol a r, =0 du point de contact au sol.
> f : Frottement statique au sol & , =0 du point de contact au sol.
> mg :Poidsa r,, = L/2 du point de contact au sol.
» iy, : Normale aumura r, =L dupoint de contact au sol.
Appliquons la 2™ loi de Newton 4 la situation :
> F=0 = dig+ fAmg+iiy =0
Enx: ( f=p,n, frottement statique max.) Eny:
SE=0 = f-n,=0 2E=0 = ng-mg=0

S () =0 > [n=me

-

Nous pouvons remplacer la normale ng dans I’équation en x et obtenir la relation suivante :
Mg =Ty = Hy (mg) =Ny

-
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Evaluons nos moments de force selon ’axe z : (positif dans le sens anti-horaire)

t,=1rF,sin(0,) =  r,=+045)F, sin(90°) r'a \_9
- > 15

1, =4 Fysin(0,) = 1, =—(0,75Y30)sin(180° - 60°) AFa
-

axe o
re =% Fesin(6) = 7. =*(0)F. sin(6.) 60 ¢ FB
....... n

= 7.=0 N-m Fy B

Evaluons la somme des moments de force (Zz’: ) afin de satisfaire 1’équilibre statique :
D=0 = T Tyt =0

= (045F,)+(~19,49)+(0)=0
= 0,45F, =19,49
=

On peut méme maintenant évaluer la force exercée par les charnicres sur la porte :

Enx: Fe.=15N AFa

Eny: F,+F.=2598 = F.=2598-F, &%%j
F . =2598-(433)

= \ Fg

= |F.=-1732 N Vue de haut
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Evaluons nos moments de force selon 1’axe z : (positif dans le sens anti-horaire)

7, =1, ngsin @ = T = +(0)ng sin 6

n, n,

= r, =0

s

T, =+r fsin 0 = 7,=%0)fsin0

mg

Ay a
' - D
7T, =ir, mgsnd = rmng(L/z)mgsm@SOfa) |

|

|

|

= Tpg =—%mgLsin(a)

nysin@ = 7, =+L)umg)sin(180- )

= 7,, = MmgLsin (8)

Evaluons la somme des moments de force (ZTZ ) afin de satisfaire 1’équilibre statique :

Zz’z =0 = T, +T,+7,,+7, =0

= (0)+ (O)+(—%mgLsin (a)j + [,uxmgLsin (ﬂ)} =0

= %mgLsin(a):ysmgLsin(ﬁ)

= Esin (@)=, sin(B) (Simplifier par mgL )

1. .
= Esm (a)= g, sin(90° - ) (Remplacer f=90°-« )
= 5 sin (&) = p, cos(ex) ( sin(90°—a)=cos(a) )

= tn(a)=2y

= |la=tan"'(2u,)

Conclusion : L’angle dépend seulement du coefficient de frottement statique.
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Le produit vectoriel

En algébre vectorielle euclidienne dans un plan cartésien xyz en trois dimensions, on définit le produit
vectoriel de la fagon suivante :

Ax B =| 4| B|sin (6)7
—(4,B.~4.B,)i ~(4,B. - 4.B,)j +(4,B, - 4,B )k

ol AxB : Produit vectoriel entre 4 et B.
‘Z‘ : Module du vecteur A4
‘B‘ : Module du vecteur B

0 : Angle entre le vecteurs A et B.

7 : Vecteur unitaire orientation
et A=Ai+A4,j+Ak
B=Bi+B,j+Bk

Le moment de force selon I’axe 7 en calcul vectoriel
(complément informatique)

En construction ...

Yy y z §
F F\|FJ
r 7
z, § nJ
C/ > e >
Z X ZC/ ri X

Le moment de force B
T :I_’:XF:(I")}F; _rsz\/)?_(er; —VZF;)E'F(VXF _ryF )k

y X

Le moment de force selon I’axe z

. =rkF,—-nrF,
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 9

Note de cours rédigée par Simon Vézina

Solutions

Une poutre retenue par une charniére.

a) Objet considéré : m (la tige)
Forces appliquées : Mg ( par la corde), mg, T, F (Charniére)
Position de référence : La charniere

1) Y F=0 =  Mg+mg+T+F=0

Selon x : Selony :
Tcos(@)+F, =0 (1) ~Mg—mg+Tsin(a)+F, =0 Q)
2) > =0 =  f,+T, +T,+7.=0

Selon z : (positif sens horaire)

e 1, =-r,Mesin(90°)=—(L)Mg =

o 17, =-r,mgsin(90°)=—(L/2)mg = . —ngL
o 7, =+,Tsin(180-a)=(L)sn(e) =
o 1, =11, Fsin(8)=20)Fsin(0) = |r.=0
Zr:—MgL—ngL+TLsin(a):0 = —Mg—%-%—Tsm(a):O (simplifier L)
= Tsin(a)=+Mg+%
- |r= (M +%) Sing(a) 3)

b) Evaluons notre tension avec les données mentionnées :

et - (e,
R
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Exercices

Une poutre retenue par une charniére. L’extrémité droite d’une poutre
horizontale de masse m, et de longueur L est fixée a un mur par une charniere
(schéma ci-contre). L’extrémité gauche est retenue par une corde faisant un
angle a avec I’horizontale. A I’extrémité gauche, on suspend un bloc de masse
Ms.

Déterminez (a) le module de la tension dans la corde inclinée (expression
algébrique); (b) Si L =2 m, mp, =5 kg, M = 10 kg et a = 30°, déterminez le
module et ’orientation de la force exercée par la charniére sur la poutre. L

Une poutre appuyée contre un mur sans frottement, prise 2. —
L’extrémité droite d’une poutre horizontale de 10 kg dont la longueur vaut 4
m est appuyée contre un mur sans frottement: i/ n'y a pas de charniére
(schéma ci-contre). Une corde faisant un angle de 45° avec la verticale
soutient la poutre : son point d’attache sur la poutre est a 3 m du mur. AN 45°

(a) A quelle distance d du mur doit-on accrocher un bloc de masse M = 20 kg
pour que la poutre demeure en équilibre? (b) Si on accroche un bloc de masse
M a I’extrémité gauche de la poutre (a2 4 m du mur), pour quelle valeur de M >

la poutre demeure-t-elle en équilibre? —
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Avec I’équation (1), on peut évaluer la force de la charniére selon x :

Tcos(a)+F, =0 = F. =T cos(c)

x

= F =-(245)cos(30°)

= F.=-2122 N (force vers la gauche)

Avec I’équation (2), on peut évaluer la force de la charniére selon y :
—Mg—mg+Tsin(a)+Fy=0 = Fy=Mg+mg—Tsin(a)
=  F,=(M+m)g-Tsin(a)
= F,=[(0)+(5))0.8)-(245)sin (30°)
=

F =245 N (force vers le haut)

Nous pouvons évaluer le module de la force appliquée par la charniére et son orientation :

F=JFP+F? 21220 +(245) = (réponse)
y 0= 6,58
F o (122) = [0=658

(vers le haut par rapport a la gauche)
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Une poutre appuyée contre un mur sans frottement, prise 2.
a) Objet considéré : m (la tige)

Forces appliquées : Mg, mg, T, 7 (le mur)

Position de référence : endroit ou la tension est appliquée
>r=0 = P, 4T, +T+7, =0
Selon z : (positif sens anti-horaire)
e 7, =+r,Mgsn (90°) = (x)M = Mgx
o 7, =+r,Tsin(0)=+H0)Tsin(0)=0

m

o 7, =+r,mgsin(90°)=(L/4)mg = ngL

o 7, =rnsin(180°)= i(%jn(O) =0

Ainsi :
Zr=Mg —m—gL=O = ng=L‘gL
4 4
= Mx = me
4
= X = E = M = x=05m
aM  4(20)

Nous avons pour mesure :  d = 371‘ +x= @ +(0,5) = d=35m
b) Si I’on accroche la masse M a I’extrémité, nous avons cette équation a satisfaire pour avoir

I’équilibre statique :

ZrzMg%—mg%zO = M=m=10 kg
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Chapitre 4.3 — Le centre de masse

La définition du centre de masse

Le centre de masse CM d’un corps est un point de référence imaginaire situé a la position moyenne
de la masse du corps.

Voici quelques caractéristiques du centre de masse :
» Cette position n’est pas toujours au centre du corps.

» Le centre de masse d’un corps homogéne (masse volumique
constante) qui posséde un haut niveau de symétrie est situé¢ au
centre géométrique du corps (ex : sphére, cube, tige)

» Le centre de masse n’est pas nécessairement situé¢ sur le corps lui-
méme (ex : Boomerang).

» Lorsqu’un corps effectue un mouvement libre (aucun axe de *
rotation imposé' sur le corps), alors le centre de masse du corps
effectue un mouvement de translation tandis que les autres
points du corps effectuent une rotation autour du centre de
masse.

CM

Exemple : Translation du centre de masse et rotation autour du centre de masse

&
N <7
SRR

Un triangle homogene lancé dans la gravité.

Un plongeur effectue un saut avec de la rotation.

Le positionnement expérimental du centre de masse

Avant Aprés

Pour évaluer la position du centre de masse

Lot 9 1 —_
expérimentalement d’un c‘orps,vll suffit .de A contre F
pousser sur le corps a trois endroits delobjet ] *
différents et dans trois  directions
différentes sans que celui-ci n’effectue de
rotation. L’intersection des trois droites P F I F -

, . . . . . as au centre ) ¥
formées a ’aide des points d’application de I'abet rotation
des forces et I’orientation des forces N
localise le centre de masse. ¥

— translatim

translatim

! Exemple de corps ayant un axe de rotation imposé : porte et charniére.
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La position du centre de masse

Le centre de masse d’un corps est une position moyenne pondérée par la masse du corps et se calcul de
la fagon suivante :

Centre de masse en x Centre de masse en y Masse totale
1 & 1 & N
Xem = m;x; Yem = zmiyf my = zmi
Moy i=1 Mo i=1 =
ou Xcy ¢ Position du centre de masse selon I’axe x (m)

Yem - Position du centre de masse selon I’axe y (m)

m, : La masse de I’objet i (kg)

x; :La position selon I’axe x de I’objet i (m)

v, : Laposition selon I’axe y de 1’objet i (m)

N :Lenombre d’objet a considérer dans le calcul. (i 1.V )

Densité de masse

La densité de masse est une mesure de masse moyenne par unité de longueur L, de  surface 4 ou de
volume V. A partir d’une géométrie particuliere, on peut évaluer la masse totale m d’un objet grace aux
équations suivantes :

Densité de masse Equation
Densité linéaire de masse : [¢]=kg/m m=pulL
Densité surfacique de masse : [c]=ke/m? m=c4
Densité volumique de masse : [p]=keg/m’ m=pV

ou : Masse du corps homogene (kg)
: Longueur du corps (m)

: Surface (aire) du corps (m?)

AT N S

: Volume du corps (m?)

La position moyenne

Pour évaluer la position du centre de masse, il faut évaluer la moyenne des positions des masses en
utilisant la masse comme facteur de pondération. Plus il y a de masse a un endroit, plus le centre de
masse sera pres de cet endroit.

Exemple : M, =10 kg estsituée a la position x;, =5 m
M, =5 kg estsituéealaposition x,=2 m
Le centre de masse associé¢ a la masse totale M =M, + M, sera plus pres de x =5 m, car la masse de

M, est plus importante que la masse de M ,.

Afin de déterminer comment on peut évaluer une position pondérée par une masse, nous allons faire
une analogie avec le calcul d’une moyenne générale dans un cours de physique.

Situation 1 : La moyenne pondérée de deux examens. Dans son cours de physique, Albert a obtenu la
note de 80% au premier examen, qui vaut pour 15 points ; il a obtenu la note de 88% au deuxiéme
examen, qui vaut 25 points. On désire déterminer sa moyenne pour le cours.

Nous avons : B, =15 et N, =80% puis P, =25¢et N, =88%

Ce qui nous donne la moyenne suivante :

FoANERN, 5 (15)(80%)+(25)88%) ~ [Fowm
P +P, (15)+(29)
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Situation 4 : Le centre de masse d’une tige pliée en forme de triangle.
Un fil de métal homogene et de section uniforme est plié afin de former
un triangle représenté ci-contre. On désire déterminer les coordonnées
du centre de masse du triangle.

m,, : La masse totale de tous les objets (kg)

Remarque: x; et y, peuvent étre également la position du centre de masse d’un corps complexe.
Pour évaluer le centre de masse d’un ensemble d’objets, il est utile de calculer le
centre de masse de chaque objet individuellement et de calculer a nouveau le centre
de masse du systéme.

Situation 3: Le centre de masse d’un systéme de y (m) ?

3 particules. Une particule de 5 kg est située a I’origine d’un | 4kg

systéme d’axe de coordonnée xy. Une particule de 4 kg est ZJ:O

située a la position (x; ) = (I m ; 2 m) et une particule de 14 CM

3 kg est située a la position (x; y) = (2 m ; 0). On désire i *

déterminer les coordonnées du centre de masse du systtme —  ---—-- -O———i———O —————— >
composé des 3 particules.

m, =(5)+(4)+(3)=12 kg

3
La masse du systéme : mg, =

i

M-

&7 (5)0)+ @)+ ()2)

Le CM selon x : Xey = = =0,8 m
™ (12)

2 (5Y0)s (@)2)+ (3)0)

Yem = m = (12)

tot

LeCM sselony : =0,667 m
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Schéma :

CM des tiges Masses ponctuelles Position CM finale

Pour trouver le centre de masse du triangle, nous pouvons découper ce triangle en trois tiges. Nous
allons évaluer le centre de masse de chaque tige et les considérer comme des masses ponctuelles.
Puisque les tiges sont homogénes, le centre de masse de chaque tige sera au centre géométrique de la
tige :

Tige A : L,=3m Xyem =L5 m
my =uL, =3u Vacw =0 m

Tige B: Ly=v2"+2>=/8=283m  xy=2m
my = 1Ly = 2.83u Yooy =1 m

Tige C: Lo=P+2" =\5=224 m Xeoy =05 m
me = Ly =2,24u Yeem =1 m

Nous pouvons évaluer le CM :

My = Y.m, =[Bu)+(2.83u)+(2,24u) =

i=A,B,C

o éf’ i  (Bu)1,5)+(2,83u)2) + (2,241)0,5)  113u
CM — - -

my, (8,07u) 8,07u

m.y.
B ét i _ (3)0)+ (2,83u)1)+ (2,24u)1) _ 5,07u -
Yem = = = = Yem = 0,628 m
m (8,07u) 8,07u

tot

= Xy =14 m
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Situation A : La plaque d’aluminium trouée. Une plaque carrée en
aluminium (masse volumique p =2700 kg/m®) est percée d’un
cylindre de rayon R = 0,6 m a une distance d égale a 1 m du centre de
la plaque a 45° par rapport a I’horizontale (voir schéma ci-contre).
Evaluez le centre de masse (X, et v, ) de la plaque par rapport au
coin inférieur gauche de la plaque si celle-ci possede une largeur L

égale a 4 m et une épaisseur e égale a 0,1 m.

Pour résoudre ce probléme, on peut considérer la masse d’un trou comme étant une masse négative.

Plaque sans trou : (masse positive)

La stabilité et polygone de sustentation

Pour étre en équilibre statique, il faut satisfaire ZF =0 et ZTZ =0. Lorsqu’un corps repose sur
une surface, ces deux conditions sont satisfaites lorsque le centre de masse du corps est situé¢ au-dessus
du polygone de sustentation.

Le polygone de sustentation se
construit en reliant tous les points du
corps en contact avec la surface par un
segment de droite.

Plus le polygone de sustentation est
grand, plus il est facile de maintenir
I’équilibre.

Elisabeth augmente son polygone de
sustentation a I’aide de son trotteur.

Elisabeth est en équilibre sur un petit
polygone de sustentation.

Voici un exemple de stabilité et d’instabilité :

Stable (PS exagéré) Instable (PS exagéré)

‘.'\_,'-‘“

e s o = PLLE = pLPe=(2700[4)°(01) = om o =4320 ke
xplaque sans trou CM = L/2 = (4)/ 2 = xp]aque sans trou CM = 2 m
° yplaque sans trou CM = L/2 = (4)/ 2 = yplaque sans trou CM = 2 m
Le trou de la plaque : (masse négative)
o m,, =—paRie=—(2700)z(0,6)(0,1) = m,, =-3054 kg
X, oy =L/2+dcos(45°)=(4)/2+()cos45° =  x_ ., =271m
Voow on = L/2+dsin(45°)=(4)/2+(1)sin45° = yoen=27lm
La plaque avec trou :
M =M g, = (4320)4(-3054) =
>
mlx‘.
. o _ (4320)2)+(=3054)2,71) -
m, (4014,6)
>
T (432002) + (- 305.4)(2,71)
=4 = A N = 1,946
* Jew m,, (4014,6) =
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La position et la vitesse du centre de masse d’un corps rigide a partir

d’un point de référence S
«non tourné »
e Centre de masse

® o, « tourné »

Le positionnement d’un corps rigide se caractérise
par la position de deux points : une position de
référence r; et la position du centre de masse
oy =(’;cMs”yCMaVsz)- L’objectif sera de décrire
I’évolution dans le temps de la position de
référence 7 et de décrire la rotation autour de ce
point par une vitesse angulaire @ .

Pour demeurer en équilibre, la gymnaste doit positionner son
centre de masse au-dessus de sa main afin que les moments de

Pour retrouver I’équilibre, le coureur devra déposer sa jambe
droite pour agrandir son polygone de sustentation afin que son

force associés & mg et n puissent s’annuler. centre de masse soit au-dessus du polygone.

Le centre de masse par intégration

A partir de I’intégrale, nous pouvons évaluer la position du centre de masse x.y et y¢, d’un corps a
partir des expressions suivantes :
Xem :_Ide Yem :_Iydm

et
m tot m

Situation B : Un bdton de bois.

En construction ...

http://www.flickriver.com/groups/scie
nceofbaseball/pool/random/

La position du centre
de masse a partir de la
position de ses
particules

La position du centre
de masse a partir de la
position du corps rigide

La vitesse du centre de
masse a partir de la
vitesse de ses particules

La vitesse du centre de
masse a partir de la
vitesse du corps rigide

) 1 & ) . . . 1 & . ) . ]
Tem = _Z m,r, Tem =15 Flowss Vem = Zmpvp Vem = Vo T 0¥ Fyg
m o m -
P P
Preuve :
1 &
Tems =Fem 75 = Temss = 7Zmprp —Ts
me=
1 &
= Temrs = Z ptp — My
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Chapitre 4.4 — Le moment d’inertie et I’énergie cinétique
de rotation

L’énergie cinétique en rotation

L’énergie cinétique K est par définition I’énergie associée au mouvement d’un corps. Lorsque celui-ci
effectue une translation, 1’énergie cinétique dépend de I’inertie de translation qui est la masse m et du
module de la vitesse v au carré :

1 2 RO
K =—my K ',"
> YO
ou K : Energie cinétique de translation (J) f m '-
m : Masse de I’objet (inertie de translation) (kg) ".‘ !
v : Vitesse de 1’objet (m/s) AT >/

Lorsqu’un corps effectue une rotation a vitesse @ autour d’un axe, le corps est en mouvement et
posseéde une énergie cinétique. Puisque 1’ensemble du corps se déplace avec une vitesse angulaire
commune @, on peut définir une énergie a partir de cette vitesse. L’inertie de rotation / pour cette
expression d’énergie n’est pas uniquement la masse m car 1’énergie posséde comme unité le joule
(J=N-m=kg -m?/s?).

Afin de préserver la forme de I’expression de 1’énergie cinétique, voici I’expression de 1’énergie
cinétique en rotation qui respecte I’unité du joule :

1 2 \‘\
K=—Iw @\
ou K : Energie cinétique de 1’objet en rotation (J) ,:"

I :Tnertie de ’objet en rotation autour d’un axe (kg-m?)

 : Vitesse angulaire (rad/s) Axe de

C o, rotation
Validation des unités :

Evaluons les unités de I’inertie de rotation a partir de la définition de 1énergie cinétique de rotation :

K= %I = [K]= [% 1 wz} (Evaluer les unités)
kg-m? 1 kg-m rad 1
5 kel ([K]=XEm o o] -1
s s s s s
= [[]=kg-m*> = (Simplifier)
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 1
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Moment d’inertie de différentes géométries

Voici un tableau de différentes géométries ou le moment d’inertie a été calculé en fonction de la masse
de I’objet, de sa forme et de sa position par rapport a I’axe de rotation. Les détails des calculs se
trouvent dans le chapitre 4.5 : Le moment d’inertie par intégration.

%R ; . . Moment
Géométrie Situation Schéma . .
d’inertie
Cylindre creux de rayon R e
tournant autour de son axe w [ = MR?
de symétrie >
"R
Cylindre axe:
Cylindre plein de rayon R 1
tournant autour de son axe I=—MR’
de symétrie 2
Coquille sphérique mince de 5
rayon R tournant autour de I1==MR’
son centre 3
Sphére
Spheére pleine de rayon R I 2 MR?
tournant autour de son centre 5
Tige mince de longueur L axe:
tournant autour d’un axe M I 1 M
perpendiculaire a elle-méme e — 12
Ti passant par son centre iL
1g¢ Tige mince de longueur L axe
tournant autour d’un axe M /= 1 ML
perpendiculaire a elle-méme S — 3
passant par une extrémité L
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 3
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L’inertie en rotation

En rotation, I’inertie d’un corps dépend de sa masse, de sa force et
de sa position par rapport a I’axe de rotation du corps. Lorsque le
corps peut étre décomposé en N masses ponctuelles m;, I’inertie
totale du corps sera égale a I’addition de toutes les inerties associées
a chaque masse ponctuelle :

M=

ou I : Inertie totale du systéme de masse (kg-m?)

m, : Masse ponctuelle i (kg)

r; : Rayon de la trajectoire circulaire de la masse ponctuelle i (m)

N : Nombre de masses ponctuelles dans le calcul du moment d’inertie
Preuve :

Considérons un corps rigide de masse totale m constitué¢ de N
éléments de masse m, effectuant une rotation autour d’un axe de
rotation a une vitesse angulaire @. Il est important de préciser que
I’ensemble du corps tourne a une vitesse @, mais que chaque
élément m, se déplace a une vitesse v, et a une distance 7, de ’axe
de rotation. Evaluons I’inertie totale du corps a partir de la
définition de I’énergie cinétique :

axe rotation

N N
K=)K, = K= lm.v.2 (Remplacer K, :lm.v.z)
i 5 Vi P P =Y
i=1 i=1
N
= K= %mi(ria)[ ¥ (Remplacer v, =r,w,)
i=l1
_ il 1 2 2 . .
= K = ngi 1w, (Simplifier)

(Vitesse angulaire commune, @, = @)

N
= K= sz Z m,r} (Factoriser les constantes dans la sommation)
i=1
1, o . 2
= K= Ew ZI ; (Inertie d’une particule ponctuelle, 7, =m, r,”)
i=1
1., >
= K:EIw [ ] (Remplacerl:Z[i)
i=1
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Situation 1: L’énergie cinétique d’un cylindre en rotation. On axe!

désire calculer 1’énergie cinétique d’un cylindre de cuivre de 3 m de

rayon et de 2 m de hauteur qui tourne autour de son axe de symétrie I R
a 500 tours par minutes. (Le cuivre a une masse volumique p de

8900 kg/m’)) S

Evaluer la masse totale du cylindre :
m=pV = p(aR* H) = (8900)z(3)* (2) =

Evaluer le moment d’inertie du cylindre :

r=Lmrr =L
2 2

(5,03x10°)3)? . ‘1:2,26><10(’ kg m’

Evaluer la vitesse angulaire de rotation :

500 tours 1 min 27 rad
= X X

= @ =52,36 rad/s

Nous pouvons maintenant évaluer 1’énergie cinétique :

K :%ngz :%(2,26><10(’X52,36)2 = |K=310x10°J

1 min 60 s 1 tour

Situation 2 : Le moment d’inertie de deux particules reliées par une tige. Soit le systéme formé
par une balle A de 1 kg reliée a une balle B de 2 kg par une mince tige homogeéne T de 3 m de
longueur dont la masse vaux 0,5 kg. Le diamétre des balles est négligeable par rapport a la
longueur de la tige. On fait tourner le systéme autour d’un axe perpendiculaire a la tige qui passe
par la balle A. On désire calculer le moment d’inertie du systéme par rapport a 1’axe de rotation.

Par rapport a 1’axe de rotation, nous pouvons évaluer le moment d’inertie de
nos trois objets : axe A

o 1, =m0y -
A ;
C b teser -

Nous avons le moment d’inertie total suivant : B
1= 31, = I=>IL=I+I,+1I
i=A.B,T i=A,B,T

= 1=(0)+(8)+(15)

= 1=19,5 kg-m’
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Chapitre 4.5 — Le moment d’inertie par intégration

Découpage d’une densité de masse
Pour évaluer I’inertie d’un objet non ponctuel, il faut découper 1’objet en plusieurs volumes
infinitésimaux de masse dm et calculer I’inertie totale / provenant de la contribution de toutes les

masses infinitésimales en effectuant une sommation.

Voici quelques formes de découpage infinitésimal fréquemment employées :

En ID : Densité linéaire [/1]: kg/m et dm=AdL
Tige : Tige cylindrique :
dm=Adx dm=ARd6
dm
>
dx
En2D: Densité surfacique [o]=kg/m> et dm=od4
Carr¢ : Carré cylindrique : Carré spherique:
dm = odxdy dm=0cRdRdO dm = o R*sin(g)d9dg
d dR :
m\ i 5, .‘\{Qsm (#)do
i o . ’ o8 /;J Rd¢
yI - lde ‘::}.‘_‘ .l
_____ o
dx R 2 & e
En 3D : Densité volumique [p] =kg/m® et dm = pdV
Cube' : Cube cylindrique” : Cube sphérique’ :
dm = pdxdydz dm=pRARdOdz dm = p R*sin(p)dRdOdg
dy dm
<
4
dz I P
>
dx
Remarque:  x,,z €[-w..0] et Re0..00] 0elo.2z] gelo.z]
6 : Longitude 0 : Axeparalléleax ¢ : Axe parallele az
¢ : Colatitude « Rotation plan xy » « Rotation +za —z »

! Ce découpage s’effectue dans le systéme d’axe xyz qui porte le nom de coordonnée cartésienne.

2 Ce découpage s effectue dans le systéme d’axe R0z qui porte le nom de coordonnée cylindrique.

* Ce découpage s’effectue dans le systéme d’axe ROP qui porte le nom de coordonnée sphérique.

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 1
Note de cours rédigée par Simon Vézina

Posons les bornes de ’intégrale entre x =0 et x=1L :

1:/1J'x2dx = I=ﬂ.j.x2dx

x=0

(Bornes: x=0—>1L)

3]t el
= 1= ([rde==—+0)
3, n+1
@ o]
= 1= /{ - } (Evaluer I’intégrale)
3 3,
L3
= =2 = (Remplacer A = ﬂ)
L)3 L
1, L
= 1= gmL n (Simplifier)
Situation 2 : Le moment d’inertie d’un disque. Un disque mince
et homogene de masse m et de rayon R, tourne autour d’un axe, R
perpendiculaire a son plan, qui passe par son centre (voir schéma ‘d/'
ci-contre). On désire utiliser le calcul intégral pour montrer que m
son moment d’inertie est donnée par : axe
1 2
I =—mR
2 d

Evaluons la densité surfacique o de masse du disque, puisqu’elle est uniforme :

m m N 2
o=— = o= 3 ol A=rR,
A 7R,

Découpons notre disque en morceau de carré cylindrique infinitésimal (coordonnée cylindrique RO) de
largeur dR et de longueur Rd@ et représentons la mesure » du moment d’inertie a I’aide de notre
systéme d’axe RO sachant que 1’origine est située au centre du disque :

Moment d’inertie infinitésimal :

dI = r*dm
et dm=ocRdRdO
r=R
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 3
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Moment d’inertie d’un corps selon ’axe z

Le moment d’inertie d’un corps / par rapport a I’axe z de rotation
peut étre évaluée en découpant le corps en un nombre infini de
morceaux infinitésimaux de masse dm et en additionnant tous les
moments d’inertie d/ provenant de tous ces morceaux de masse :

Iz.[dlzjrzdm

ou I :Moment d’inertie total du corps (kg-m?)

r : Distance dans le plan xy entre I’axe z et dm (m)

dm : Morceau infinitésimal de masse (kg)

X Y axe z de rotation

Situation 1: Le moment d’inertie d’une tige. Une tige
homogene de masse m et de longueur L tourne autour d’un

axe perpendiculaire a elle-méme qui passe par une de ses E‘ L R
extrémités (voir schéma ci-contre). On désire utiliser le i~ "
calcul intégral pour montrer que son moment d’inertie est m
donnée par : i
I = 1 ml? a)l(e
3

Evaluons la densité linéaire A de masse de la tige, puisqu’elle est uniforme :

i=2
L

Découpons notre tige en morceau de tige infinitésimale de largeur dx et représentons la mesure » du
moment d’inertie a I’aide de notre systéme d’axe x sachant que 1’origine est située sur 1’axe de rotation

Moment d’inertie infinitésimal : . L
dl =rdm i ) .
—2L »dm
ot dm = Adx l fil— —>
: >
rex axe dx x(m)

Posons notre intégrale afin d’additionner toutes les inerties d/ provenant de tous les dm situés sur la
tige entre la coordonnée x =0 et x=1L :

1= ,[dl = I= Irzdm (Remplacer dI = r*dm )
= I:J.(x)z(ldx) (Remplacer » = x et dm = Adx)
= I= l_[ x’dx (Factoriser la constante 1)

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A
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Posons notre intégrale afin d’additionner toutes les inerties d/ provenant de tous les dm situés sur le
disque entre la coordonnée R =0 et R =R, puis entre la coordonnée =0 et =27

I= jdl = I= jrzdm (Remplacer dI =r*dm)
= I=”(R)Z(O'Rde9) (Remplacer » =R et dm =0 RdRd6)
= 1= 0'”R3dR déo (Factoriser la constante o)
Ry 27
= I=0'J J.R3de9 (Bornes: R=0—>R, et 6=0—>27)
R=0 6=0
Ry 27
= I=0 I R'dR j do (Factoriser constante pour intégrale sur 6)
R=0 6=0
Ry xn+l
= I=c '[RSdR [6F" (Résoudre pour @ : Ix"dx = +C)
R=0 n+1
Ry
= I=c0 IR3dR (27)-(0)) (Evaluer I’intégrale sur 0)
R=0
R(!
= I =27n0 jR3dR (Factoriser constante pour intégrale sur R )
R=0
4 R n+l
= 1 =270 £ (Résoudre pour R : Ix”dx =X C)
4 ], n+1
R,) ¢ ,
= 1= 271'5[(2) - (O4)J (Evaluer I’intégrale sur R )
R 4
= 1=27 " i (Remplacer o = =)
7R, 4 ”
= = %dez " (Simplifier)
Situation A: Le moment d’inertie d’une sphére. Une sphére W
homogeéne de masse m et de rayon R_ tourne autour d’un axe qui
passe par son centre (voir schéma ci-contre). On désire utiliser le
calcul intégral pour montrer que son moment d’inertie est donnée par :
I= ngvz
5
axe
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 4
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Evaluons la densité volumique p de masse de la sphére, puisqu’elle est uniforme :

m m 3
_m - _m (A=47R,/3)
=y P 4R, 13 ‘

N P (Simplification)
4z R, P

Découpons notre sphére en morceau de cube sphérique infinitésimal (coordonnée sphérique RE¢) de
coté dR, Rsin(¢)d6‘ et Rdg et représentons la mesure » du moment d’inertic & I’aide de notre
systtme d’axe RO¢p sachant que I’origine est située au centre de la sphére. Considérons que notre
spheére tourne autour de ’axe z :

+(m)

axe C’;E(rad)

Moment d’inertie infinitésimal : ( )
Z\mjy g(rad
dI = r*dm i ¢( b
ot dm = p R*sin(¢)dRdOdg
r = Rsin(g) !

Rappel : € : rotation plan xy
¢ : rotation mesurée par I’axe z

Posons notre intégrale afin d’additionner toutes les inerties d/ provenant de tous les dm situés sur la
sphére entre la coordonnée R=0 et R=R_,entre la coordonnée =0 et § =27 puis entre la

coordonnée ¢=0 et p=r :

I= Jdl = I= j'rzdm (Remplacer df = r*dm)

= 1= J.”(R sin(g))’ (pR2 sin(¢)dRd6 d¢) (Remplacer » = Rsin(g) et dm)

= 1=} zj pr“sin3(¢)de0d¢

R=0 0=0 $=0

(Bornes des intégrales)

R, 27 z
= I=p '[R“d.R jdﬁ Isin3(¢)d¢ (Factoriser dans les intégrales)
R=0

0=0  $=0

Utilisons la table d’intégrale suivante pour évaluer I’intégrale sur ¢ :

Isin3 (x)dx =

112 (cos(3x)—9cos(x))

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 5
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Exercice

Exercice A : Le moment d’inertie d’'un anneau. Un anneau mince et

homogeéne de masse m et de rayon R tourne autour d’un axe, R
perpendiculaire a son plan, qui passe par son centre (voir schéma ci- ¥
contre). Monter que son moment d’inertie est donnée par : axe

I =mR?

3

Solution
Exercice A : Le moment d’inertie d’un anneau.

Densité linéaire :

m m N _
l:f = 1227[7]2 ou L=27R Vueelj
perspective
M t d’inertie infinitésimal 2.
oment d’inertie infinitésimal : —.
) < >
dl =r°dm
i?
et dm=ARdO '
r=R
Calcul :

I= TRzﬂRdH

6=0

I= J.dl = jrzdm = (Remplacer 7 = R et dm=ARd@)

= I=.R Td@

6=0

= I=1R[9J"

(Factoriser constantes)

(Résoudre I’intégrale)

= I1=AR*((27)-(0)) (Evaluer I’intégrale)

= I1=27AR’ (Réécriture)
= [=22 -2 |R (Remplacer 4 =—"—)
27 R 27 R
= I=mR’ ] (Simplifier)
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 7
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Nous obtenons le résultat suivant pour I’intégrale sur ¢ :

I, = Tsin3(¢)d¢
$=0

4

= I,= {é (cos(3¢)-9 COS(¢))}

0

= I, = é[cos(w)]g —%[‘305(@]3

(Intégrale a évaluer)

(Appliquer la table d’intégrale)

(Séparer termes a évaluer)

= I, = % (cos(37)—cos(0) ) % (cos(z)—cos(0)) (Evaluer Iintégrale)

12 12
-2 18
= g = t—
12 12
4
= I, =—
3

(cos(7)=cos(37)—1 et cos(0)=1)

(Caleul)

(Calcul)

Revenons a notre intégrale initiale et évaluons ’inertie totale :

I=p RfR“dR Tda fsin3(¢)d¢
$=0

R=0 =0
R, 27 4
= I=p |R'R [dO| =
pR'[o .9'[0 (3j

= I _;‘p( TR"dR][ Tdaj

R=0 0=0

4 RS a 27
I=—p|l—| [0
= 3P|:5:|0[]0
- 1=2 R (27)
3p 5
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(Expression précédente)
(Résultat intégrale sur ¢)
(Factoriser 4/3, séparer intégrale)
(Résoudre sur R et 6 : Ix”dx =

(Evaluer I’intégrale)

3m

(Remplacer p =
4z R,

7)

(Simplifier)

X

n+

n+l1

+C
1)

Page 6
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Chapitre 4.6 — Le théoréme des axes paralleles

Le théoréme des axes paralléles

Le théoréme des axes paralléles permet d’évaluer ’inertie 7 d’un corps par rapport a un axe de rotation
quelconque a partir de I’inertie /., du corps par rapport a un axe parallele passant par le centre de
masse CM du corps et de la distance /4 entre les deux axes :

_ 2
I=mh”+1.,
ou I :Inertie de I’objet en rotation (kg-m?)
m : Masse de 1’objet en rotation (kg)

h : Distance entre ’axe de rotation et un axe paralléle
passant par le centre de masse CM (m)

1, : Inertie de I’objet en rotation autour d’un axe Pl '
s centre axe
passant par le centre de masse CM et paralléle a

. masse rotation
I’axe de rotation (kg-m?)

En d’autres mots, on peut visualiser le théoréme des axes paralléles grace au schéma ci-dessous :

] CM
- -
_ _I_ M
' m %
s ' ‘
centre axe axe '
masse rotation rotation cgr)itel'c
masse
Preuve : (deux dimensions)
Considérons un corps dans le plan xy de densité 4
surfacique o quelconque et de masse m. Situons y (m)
I’origine du systéme d’axe xy a I’endroit ou le
centre de masse CM est situé. Faisons tourner le "
corps autour d’un axe A paralléle a I’axe z situé a y A
r \ A
la coordonnée x, et y, par rapport a notre Ah/v l
systéme d’axe xy. Définissons la distance h entre b >

o)
=
=
>
=
P=N
2
=2

I’axe de rotation et 1’axe passant par le centre de

masse CM :
h=4/x Az +y Az
(par Pythagore)
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Situation A : Le moment d’inertie d’une pendule simple. Un pendule
simple fixé a un plafond est constitu¢é d’une tige de masse m, de
longueur L et d’une sphére de masse mgde rayon R fixée a I’extrémité
de la tige en son centre (voir schéma ci-contre). Le pendule oscille
autour d’un axe perpendiculaire aux oscillations passant par 1’extrémité
de la tige ou le pendule est fixé au plafond. On désire déterminer le
moment d’inertie du pendule (a) lorsqu’on néglige la masse de la tige
(m; =0 ) et le rayon de la sphere (R=0) (masse ponctuelle), (b)
lorsqu’on néglige seulement la masse de la tige et (¢) lorsqu’on néglige
aucun parametre.

(a) Puisque la masse de la sphére est ponctuelle et que I’on néglige la masse de la tige, le moment
d’inertie sera égal a I’expression d’une masse ponctuelle :

I=mg? = (a) (Remplacer r =L)

(b) Puisque I’on néglige la masse de la tige, évaluons le moment d’inertie de la sphére a I’aide du
théoréme des axes paralléles :

I=1I = I=mgh® + 1y (Théoréme axe paralléle)
= I=mL) +[§mSR2J (Tensaphine :ngz, h=L)
2
= I = ms(Lz +§R2] (b) (Factoriser mg, I =1)

N.B. Plus la sphére est grosse (R 0 ), plus I’inertie est importante.

(c) Puisque I’on néglige aucun paramétre, évaluer le moment d’inertie du pendule a 1’aide du moment
d’inertie de la sphére obtenu en (b) :

I=I,+I, = I= G mTL2)+ [mS(LZ + %RZ D (L ggoextrimie = %mLz, remplacer 1)
> I=lm P emd?+ EmR? Distrib
—3mT + mg +5ms (Distribuer my)
_(1 2,2 oo . 2
= 1= ng +mg |L +gmsR (©) (Factoriser L")
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Puisque I’origine du systéme d’axe coincide avec le centre de masse CM, nous pouvons affirmer
que xqy =0 et yq =0. Ceci nous permet d’affirmer les relations suivantes :

Xenm :l‘[xdm = jxdm=meM = dem =0] car x4 =0
m

1

yCM=;J.ydm = jydm=myCM = Iydm:O car yoy =0

Evaluons I’expression de [I’inertie o d’un
¢élément de masse dm du corps :

dl = r*dm

et r=yle-x )+ -p)
hzdxA2 +yA2
Tem = sz +)/2

Evaluons I’inertie totale 7 du corps en introduisant la mesure /1 =+/x,> +y > :

1= jdl (Inertie totale)
= I= .[rzdm (Définition de Iinertie)
= 1= H(x xS+ -p) Jdm (Remplacer )
= I :_H(xz —2xx, +XAZ)+ (yz =2y ya +yA2)dm (Développer termes au carré)
= [:sz +y x, "  —2xx, + -2y, Jdm (Regrouper termes)

= 1= J.l”cm2 +h? =2xx, +-2yy, Jdm (Remplacer 7, et 1?)
= I =[ro dm+ [R2dm+ [-2xx,dm+ [~ 2y y,dm (Distribuer I’intégrale)
= I=[ro dm+h*[dm-2x,[xdm-2y,[ydm (Factoriser constantes)
= I=[r dm+h* [dm—2x,(0)-2y,(0) (Jxdm=0 et [yam=0)
= I:IrCMzdm+h2(m) (mzjdm)

= U=l +mh = (Inertie au CM : I, :jrCMzdm)
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Chapitre 4.7 — La dynamique de rotation

La 2¢loi de Newton en rotation selon I’axe 7 avec un axe fixe

Lorsque I’on applique la 2° loi de Newton sur un corps
rigide, nous obtenons I’accélération a., du centre de
masse du corps rigide tel que

ZF =My -

Cependant, si nous désirons obtenir [’accélération L P k -
. _ .. a porte et le tourniquet sont des bons

angulaire @ du corps rigide, cela est un peu plus exemples ot la 2¢ loi de Newton en rotation

complexe, car la représentation adéquate du moment selon I’axe z avec axe fixe est applicable.

d’inertie / devient une structure tensorielle'.

Dans le cas ou I’on utilise un point de référence a accélération nulle (a; =0) avec I’imposition d’une

rotation du corps rigide autour d’un axe z fixe, alors nous pouvons obtenir I’accélération angulaire ¢, du
corps rigide a I’aide de 1’équation de la 2° loi de Newton en rotation avec axe fixe :

¥ Situation :
TZ = [Z(XZ Tirer la pognée d’une porte

qui tourne,

(avec axe fixe)

ou Zz'z : Somme des moments de force selon —
l'axez (N-m) (7, = +r Fsin(6))
1. :Moment d’inertie de 1’objet par rapport a

17

pivot

+F

’axe de rotation z (kg-m?) T pivot

. g . .
a. :Accélération angulaire de I"objet selon L’orientation de I’accélération du centre de masse

’axe z (rad /s”) satisfait son accélération tangentielle et centripéte.

Preuve :

tangentielle @, grice a une force F sur une trajectoire circulaire de

Considérons une particule de masse m qui subit une accélération y ‘\\
l ,
\

rayon r. Appliquons la 2° loi de Newton selon I’axe tangentiel afin z X \\
d’exprimer cette loi a I’aide de la notion de moment de force 7_, Point ac 0
d’inertie de rotation I et d’accélération angulaire ¢r,. Remarquons e < __'" a,
que ’angle entre r et F dans le plan xy est égal a 4 : I
]

ZF’ =ma = Fsin (0) =ma, (Force selon I’axe tangentiel : F), = F'sin (9))

= Fsin(0)=m(ra.) (Accélération angulaire : a, =rc,)

= (r)Fsin(0) = (r)mre, (Multiplier par 7 de chaque c6té)

= (z.)=mr'a, (Moment de force selon z : 7, = rFsin(6))

= r,=1a, u (Inertie de rotation dans plan xy : I, = mr”)

! Consulter le chapitre 7.3 des notes de cours pour plus d’information sur le sujet.
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Situation 2 : Un bloc relié a un cylindre. Un cylindre homogene
(R=20 ecm, m. =12 kg, I="%mR*> =024 kg-m®) peut tourner
autour d’un axe horizontal fixe sans frottement (schéma ci-dessous).

11 est initialement au repos. On accroche un bloc m, de 2 kg a une  axe
corde de masse négligeable qui s’enroule autour du cylindre (la corde

ne glisse pas sur le cylindre); on désire déterminer 1’accélération
angulaire du cylindre ainsi que le module de la vitesse du bloc apres

une chute de 30 cm.

Vue en
perspective

Rotation liée avec axe fixe

Schéma vue de coté : Schéma des forces : Résolution graphique :

mpdy % = 0
mgg fc

Appliquons la 2° loi de Newton sur le bloc de masse m, selon 1’axe y positif vers le bas :

N L m

Appliquons la 2° loi de Newton sur le cylindre de masse m, selon I’axe y positif vers le bas sachant que
le cylindre n’effectue pas de translation : (a. =0)

> F=0 =  T.+mg+F=0 = |T.+mg-F=0 ()

Evaluons nos moment de force appliquées du le cylindre par rapport au centre du cylindre :

o 7, =ir, T sin(0)=+R) sin(90°) =

e 7, =#r.Fsin(0)=+0)Fsin(0) =

7, . =xr, megsin(8)=0)m.gsin(0) =

meg = Tmeg
Appliquons la 2° loi de Newton en rotation sur le cylindre de moment d’inertie / :
ZTZ =1, = T T +7,,=1la, (Remplacer Zrz )

= (RT)+(0)+(0)="La,

= 3 (Simplifier)

(Remplacer valeur num.)
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Situation 1: Une double bobine de fil. Un cylindre homogéne dont la 5 Vue en
masse M est égale a 12 kg et dont le rayon R est égal a 20 cm peut tourner BED perspective
autour d’un axe vertical sans frottement. Deux fils sont enroulés autour du —— A
cylindre et permettent de lui imprimer un mouvement de rotation (voir —
schéma ci-contre). Albert tire sur le fil A avec une force horizontale de 6 N Q 4

orientée vers ’est et Béatrice tire sur le fil B avec une force horizontale de B

3 N orientée a 30° au sud de I’est. -
Rotation li¢e avec axe fixe

Comme les cordes ont des masses négligeables et qu’elles ne glissent pas sur le cylindre, elles
transmettent intégralement ces forces au cylindre. On désire déterminer 1’accélération angulaire du
cylindre.

Schéma vue de haut : Schéma des forces : Résolution graph. : (z F=ma):
Vue de haut
ue de hau @ Ta f )
A
F :) :TBI
i F
Ty a=0

Nous avons ici une rotation liée. Nous pouvons alors évaluer le moment d’inertie du cylindre tournant
autour de son centre de masse : (voir table inertie chapitre 4.4)

R

Nous avons trois forces d’appliquées sur le cylindre. Evaluons le moment de force associé aux trois
forces. Le point de référence sera le centre du cylindre (axe de rotation) :

o 1, =%r,F,sin(0,)=—0,2)6)sin (90°) =
o 1y =25 Fsin(6,)=+H02)3)sin (90°) =

o 1, =+,F,sn(6,)=+0)F, sin(6,) =

Nous pouvons évaluer 1’accélération angulaire :
> =la. => ottt =la
= (-12)+(0,6)+(0)=(0,24).

- (bvter )

Selon notre systéme d’axe angulaire, le cylindre tourne avec une accélération angulaire de 2,5 rad/s?
dans le sens horaire.
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Avec la 3° loi de Newton et ’approximation de la corde de masse nulle, nous avons :

Ty=T.=T

Puisque nous deux objets sont reliés entre eux par une corde qui ne glisse pas sur la cylindre, nous
pouvons relier I’accélération de B et ’accélération angulaire de C de la fagon suivante :

a, =ra = ay=Ra “) (Remplacer r =R et a; =a )

Nous avons donc les quatre équations suivantes :

myg—T =mya @ (chute du bloc)
T+m.g—F=0 2) (maintien du cylindre)

RT =1 a, A3 (rotation du cylindre)

ay =Ra (@) (relation accélération-rotation)

On peut résoudre le systéme pour évaluer 1’accélération angulaire a partir de (3) :
RT=Ila. = R(mBg—mBa},B):lza;C (Utiliser (1), T = Mmyg —ma,)
= mygR—myRa x =1 c (Distribuer le R)

= mygR — mBR(Rot:C ) =1, (Utiliser (4) , a 3 = Ra )
=

mygR=10..+myRa (Réunir termes en «_.)

_ mpgR
= = 7[2 TR (Isolere,¢)
= a,. = M (Remplacer valeurs num.)
(0.24)+(2)02)

= |a. =12,25 radss’ (Evaluer a)

On peut évaluer I’accélération verticale a, du bloc B a partir de (4) :

ay=Ra. = a,=(02)1225) =
Evaluons la vitesse du bloc m,, aprés une chute de 30 cm & ’aide des équations du MUA :
v v +2a(y-y) = v =(0) +2(245)(03)-(0)

= v’ =147

= v, =121 m/s
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La 2¢ loi de Newton en rotation selon I’axe 7 avec un axe passant par le
centre de masse

Nous avons présenté précédemment que Zrz =/ a_ est applicable pour expliquer la rotation d’un

corps autour d’un axe de rotation fixe (ex : Porte). Cependant, il y a plusieurs situations ot un corps
effectue une translation autour d’un point de référence tout en effectuant une rotation autour de ce
point. Prenons comme exemple une roue qui descend un plan incliné :

Situation 3: Un cylindre qui roule. Un cylindre homogene
(R =20 cm, m = 12 kg, I="%mR*=0,24 kg-m?) roule sans AW
glisser vers le bas d’un plan incliné & 50° par rapport a I’horizontale
(voir schéma ci-contre). On désire déterminer (a) 1’accélération
angulaire du cylindre ainsi que (b) le coefficient de frottement
statique minimal g qui doit exister entre le cylindre et le plan.

Vue en
axe  perspective

Rotation li¢e avec axe de rotation
en mouvement situ¢ au CM

Rotation d’une roue autour de son Descendre le plan sans Descendre le plan avec
centre de masse frottement (sans rotation) frottement (avec rotation)
2(rad) 2(rad)
[ ] [ ]
y(m) y(m)

<c(m>

- Centre de la roue
et
centre de masse

En théorie, nous ne pourrions plus appliquer Zr: =/« , car I’axe de rotation est en accélération.

Cependant, puisque (1) cet axe est situé sur le centre de masse, (2) que le moment d’inertie du corps est
symétrique par rapport 1’axe z et (3) que le corps posséde uniquement? une vitesse angulaire selon 1’axe
z, alors nous pouvons décrire 1’évolution du corps rigide grace aux deux équations suivantes :

2° loi de Newton en translation 2°loi de Newton en rotation

ZF =mdcy, Z T.om =L.on®.
ou
ZF : Somme des forces selon Zrz : Somme des moments de force selon
I'axex ety (N) I’axez (N-m) avec z-z:irFsin(Q)

m  : Masse totale de I"objet (kg ) 1 : Moment d’inertie de I’objet par rapport

dey : Accélération I’objet selon au centre de masse selon 1’axe z (kg-m?)

Iaxexety (m/s’) o, : Accélération angulaire de 1’objet selon

l’axe z (rad /s”)
Preuve :

Consultez le chapitre 7 pour une démonstration trés complexe, mais compléte.

2 Sans restriction, en trois dimensions, nous aurions la relation Z’f(‘M =] CTJXICMQ_)+ICM0_{ ou ICM est le

tenseur 3x3 de moment d’'inertie évalué par rapport au centre de masse du corps.
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Puisque le cylindre tourne sams glisser sur le plan incliné, nous pouvons introduire la relation
suivante entre 1’accélération de translation « :

S @

Nous avons les quatre équations suivantes :

(Remplacer r =R et a, =a,)

mgsin (9)7f =ma, (1) (accélération du cylindre le long du plan)
n—mg cos(@) =0 2) (support du cylindre sur le plan incliné)
Rf=Ica. (€)] (rotation du cylindre autour du centre)

a, =Ra. “) (relation accélération-rotation)

x z

Evaluons I’accélération angulaire du cylindre & partir de I’équation (1) :

mgsin(0)— f =ma, =  mgsin(0)- f =m(Ra.) (Utiliser (4))
1 o 1
= mgsi (9)—(%) =mRa., (Utiliser (3), f = ;’ )
. 1o,
= mgsin (0) =mRa, + ZT (Regrouper termes avec ¢, )
. 1 .
= mgsin (9) = (mR + Ezjaz (Factoriser «,)
‘ R* +1 .
= mgsin(6)= [%)al (Dénominateur commun)
Rsin (6
= a, = w (Isoler «,)
mR” +1,
= a, = M (Remplacer valeurs num.)

(12)0,2)* +(0,24)
- @ eera)

Pour satisfaire cette situation il faut que la force de frottement f génére 1’accélération angulaire &, .
Evaluons la force de frottement requise a partir de I’équation (3) :

Rf=Ia, = (02)=(0,24)25,02)

= f£=30,02 N (Evaluer /)

(Remplacer valeurs num.)
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Schéma vue de coté : Schéma des forces : Décomposition des forces :

> F=ma ou mg+i+f=ma

Appliquons la 2° loi de Newton sur le cylindre de masse m selon I’axe x et y afin d’obtenir nos deux
relation en lien avec I’accélération a et a, sachant que a, =0 :

Selon I’axe x : ZF; =ma, = mgsin (0)—/' =ma, (€))
Selon 'axe y : Z:Ft =ma, = n— mgcos(@) =0 ?2)

Appliquons la 2° loi de Newton en rotation sur le cylindre de moment d’inertie 7, :

Y. =la, = .+, +7,=1a,

e 7, =%r, mgsin ) = Ty = +0)mgsin(0) =
o 7, =rnsin(0) = 7, =(R)rsin(180°) =
e 7,==1r,fsin (9) = Ty = +(R)f3in (900) =

Ceci nous donne une 3° équation :

T, +7,+7, =10, = (0)+0)+(Rf)="Ia.

= [Rf=La] ©
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Pour évaluer le coefficient de fortement statique , minimale, nous devons supposer que le frottement

statique est sollicité au maximum ( f, .. = #,n):

S =S =  f=un (Remplacer [, = p,n)
= f=umgcos(9)) (Utiliser (2), n=mgcos(6))
= (30,02)= u,(12)9,8)cos(50°) (Remplacer valeurs num.)
- (Evaluer 4, )

Voici la conclusion que nous pouvons tirer sur le coefficient de frottement :

Condition sur le coefficient s, Rappel du schéma des forces

1, >0,397 : Le cylindre roule sur le plan incliné. ° (rad)

a.=Ra, y(m)

H, <0,397 : Le cylindre glisse sur le plan incliné.

a, # Ra,

La rotation d’une roue en accélération et décélération

La rotation d’une roue est influencée par le type de frottement w

qu’applique la surface de contact sur la roue. Dans une voiture, !

il est important de réaliser que la qualité des pneus est une " ﬁ
donnée trés importante, car c’est uniquement le frottement - -
entre les pneus et le sol qui permet a la voiture de se déplacer :

Un dérzlpage fait intervenir
un frottement cinétique

K3

« Frottement est statique = la roue tourne sans glisser au sol (v,,, =r®)

K3

% Frottement est cinétique = la roue tourne en glissant au sol (v, # r®)

cm

Voici différentes situations ou le frottement cinétique et statique doit étre considéré.

Situation 1 : Roue qui roule sur une surface sans frottement.

Exemple : Une roue qui glisse en tournant sur de la glace.

» Laroue « flotte » sur la surface (pas d’interaction avec la

0] surface)
L’équation v, = 7@ n’est pas nécessairement vraie.
La roue peut tourner dans les deux sens ou ne pas
tourner.
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Situation 2 : Roue qui glisse sans rouler sur une surface avec frottement.
Exemple : Une roue qui glisse sans tourner en bloquant la rotation des roues par un systéme

de freinage.

Roue bloguée » Laroue est comparable a un bloc qui glisse sous

= - 5 ) P -
Aoy foid Ven I’influence d’un frottement cinétique f, .
> Nous avons aucune vitesse angulaire (@ =0), car
_ Ay mg Ty =Thun=0.

.fcinélique

AV
e

Frein a disque sur une moto Frein a disque sur une voiture

Situation 3 : Roue qui roule sans glisser sur une surface avec frottement, avec force appliquée
au centre de masse.

Exemple : Tirer une charrette a 1’aide d’une corde.

> L’accélération de translation @, est propulsée par F', mais

i _ ralentie par f, (F + f, =macy, F> f,)
= oM =\ Vem ' ‘
<a C g » L’accélération de rotation @ est propulsée par le moment de
A mg force produit par f (7, =1Iya)
fsmque > Nous avons la relation suivante : v, =r@ et aqy =ra
Situation 4 : Roue qui roule sans glisser sur une surface avec frottement, avec moment de
force appliquée sur la roue.
Exemple : Utiliser un pédalier afin de faire tourner le pneu arriére d’une bicyclette.
> Le pédalier applique une force résultant nulle sur le centre de
masse. ( Zﬁmw =0)
P = » L’accélération de translation d,, est propulsée par le
T oM prop p
moteur - -
N G = frottement f, (f, = mdcy).
a N . (7, = macy)
> » L’accélération de rotation & est propulsée par le moment de
mg‘# YA force produit par 7. , mais ralentie par le moment de force
S produit par f, (Tuwewr =7 = Lo @ Toumeus > T )-
» Nous avons la relation suivante : vy, =re et aq, =ra
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Solutions

Le temps pour faire un quart de tour.

Inertie de la tige :
I = éMLZ > I = é(s)(z)2 = |I.=1667kgm’

Evaluer ’accélération angulaire :
Sela = (0-(e7k =

Avec les équations de la cinématique :
1 ) V4 1 2
9:60+wot+5at = 5 =(0)+(0)+—(6) ¢

= =z
6

= t=0,724 s
Une accélération plus grande que I’accélération de chute libre.

Evaluons I’inertie de la tige par rapport au pivot :
I, = %MLZ = I = %(2)(0,5)2 = |I.=01667 kgm’

Evaluons le moment de force exercé par la force gravitationnelle par rapport au pivot lorsque la tige
fait un angle 6 = 30° par rapport a ’horizontale :

z,, =*rFsin(0) = Tpg = +r(mg)sin (0) (F=mg)

mg

= 7, =(050/2)2)9.8)sin(180° - 60°
e = (0,50/2)(2)9.8)sin ( )

= T, =%244 Nm

Evaluons 1’accélération angulaire o, de la tige a 30° par rapport a I’horizontale :
ZT: =1.a, = T, =1.c.

= (4,244)=(0,1667)ar,

= o, =2546 rads’| (a)
Evaluons 1’accélération tangentielle au bout de la tige :

a, =ra = a,=(050(2546) = |a;=1273ms’|  (b)
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Situation 5 : Roue qui roule sans glisser sur une surface avec frottement, avec moment de
force appliquée sur la roue comme freinage.
Exemple : Utiliser un systéme de frein ABS (empéche le blocage des roues).
» La décélération de translation d,, est propulsée par le

frottement £, (f, = macy).

2 7
frein
ey Vem > Ladécélération de rotation @ est propulsée par la force du
= frein fi,, , mais ralentie le frottement f|
a _
_ i r mg (7, = Thin =L eu®> Tgein >Ty)-
Satique
— » Nous avons la relation suivante : v, =re et aq, =ra
Exercices

4.7.2| Le temps pour faire un quart de tour. Une tige mince homogene de 5 kg dont la longueur est
de 2 m peut tourner autour de son centre. Si elle est initialement immobile et qu’on lui applique un
moment de force de 10 N-m, combien de temps prendra-t-elle pour faire un quart de tour ?

Une accélération plus grande que ’accélération de chute libre. Une tige
mince homogeéne de 2 kg, dont la longueur est de 50 cm, est fixée a une de ses
extrémités par une charnicre; elle tombe en pivotant sous I’effet de son propre poids  p
(schéma ci-contre). Déterminez (a) I’accélération angulaire de la tige a I’instant ou

elle fait un angle @ = 30° par rapport a I’horizontale et (b) le module de O
I’accélération tangentielle de la particule P située a I’extrémité libre de la tige.
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Chapitre 4.8 — L’énergie, le travail et
la puissance en rotation

Une roue qui roule sans glisser

Une roue qui roule sans glisser sur une surface de contact permet a
celle-ci d’effectuer une translation et une rotation. On peut évaluer
I’énergie cinétique de la roue de deux facons différentes selon la
fagon que 1’on interpréte la rotation de la roue :

Moto unicycle élccEiquc

1) Rotation de la roue autour de son centre de masse et translation du centre de masse par rapport au
sol. Le centre de masse définit un axe de rotation mobile.

Energie cinétique :
1 > 1 )
K ==—mv, +—1@
2 CM 2 CM

2 1 2
ranstaion = mvey et Iy

ou

rotation —
2

> Inertie de rotation (/. ) et énergie cinétique de rotation K par rapport au centre de masse,

car le corps tourne a une vitesse angulaire @.

rotation

» Inertie de translation (m) et énergie cinétique de translation K car le centre de masse est en

mouvement a vitesse Vg, -

translation >

2) Rotation de la roue autour du point de contact au sol. Ce point de contact définit un axe de
rotation fixe.

Energie cinétique :
K =110
2

ou I : Tnertie par rapport a un axe fixe (kg-m?)

» L’inertie de rotation (/) est maximale et il y a énergie cinétique de rotation K car le corps

tourne a une vitesse angulaire @.

rotation >

»> Il n’y a pas d’énergie cinétique de translation, car le corps tourne autour d’un axe fixe situé au
point de contact au sol.

» 1l faut imaginer I’axe de rotation se déplacer au rythme du centre de masse de la roue pour sans
accorder a cette translation une énergie cinétique de translation.

P.S. Dans les deux cas, le corps tourne avec la méme vitesse angulaire @ quel que soit la position de
I’axe de rotation.
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Situation 1: L’énergie cinétique d’une tige qui tourne

autour de son extrémité. Une tige homogeéne de masse m et _
de longueur L est fixée a une de ses extrémités a une (2]
charniére immobile (voir schéma ci-contre). Elle tourne avec

une vitesse angulaire constante w. On désire déterminer son L

énergie cinétique.

1) Energie cinétique de rotation & partir de son extrémité :

K= %Ia)z
D @
o /= %mL2 (voir table d’inertie) 7

Evaluons 1’énergie cinétique de la tige :

K :lla)2 = K =l lmL2 o’ (Remplacer / :lmLz)
2 23 3
1
= K = gmLza)2 (Calcul)

2) Energie cinétique de translation et de rotation a partir
du centre de masse : T s

/ .| Vem
1 > 1 ) { > @
K=—mvy, +=1yo \ A ;
20 M T . L2
o Iy= %mL2 (voir table d’inertie) L
L )
Evaluons 1’énergie cinétique de la tige
K= %mVCMZ + %ICMw2 = K= %m(rco)2 + %(% ml’ ja)z (Remplacer termes)
2
= K :lm L »* +LmL2a)2 (Remplacer r :é)
2 (2 24 2
1 2 2 l 2 2
= K :gmL w +£mL 2] (Calculs)
1
= K= EMLZO)Z (Simplification)

On vérifie ainsi que nous pouvons évaluer I’énergie cinétique a I’aide du théoréme des axes paralléles.
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Energie cinétique d’un corps en rotation

L’énergie cinétique K d’un corps en rotation peut étre évaluée par rapport a un axe de rotation fixe ou
par rapport a un axe en mouvement passant par le centre de masse du corps :

Energie cinétique autour d’un axe fixe Energie cinétique par rapport au centre de masse
1 1 1 2
K==Io K=—1,o" +=mvy,
2 2 2
ou K : Energie cinétique du corps (J)

I : Moment d’inertie du corps par rapport a un axe de rotation fixe (kg-m?*)
Iy : Moment d’inertie du corps par rapport a son centre de masse (kg-m”)

o : Vitesse angulaire du corps (rad/s)
m : Masse total du corps (kg)
vew : Vitesse de translation du centre de masse du corps (m/s)

En d’autres mots, on peut visualiser I’expression de 1’énergie cinétique grace au schéma ci-dessous :

1 2

) oM?
: _
kP
el ' %
: 0
centre aX§: axe :
masse rotation rotation axe centre
fixe masse

fixe

Preuve :

Considérons un corps de moment d’inertie / tournant sur lui-méme par rapport a un axe fixe quelconque
a une vitesse angulaire @. Utilisons le théoreme des axes paralléles pour mesurer 1’énergie cinétique K
par rapport a un axe de rotation passant par le centre de masse CM situé a une distance 4 de ’axe
précédent :

K= %Ia)2 = K= %( o+ Loy )a)z (Théoréme axes paralléles : 7 =mh® + 1)

= K= %mhza)2 + % I 0 (Distribution)
1 , 1 B s
= K= 5 m(ho) + 5 Ioy@ (Réécriture)
1 2 1 ) .
= K= EmvCM + E]CMQ) u (Vitesse centre de masse : vy =h@)
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 2
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Travail en rotation

Le travail W est le processus de transformation de 1’énergie causé par
I’application d’un moment de force 7z, sur un objet effectuant une y

rotation A@. Seule la composante du moment de force qui est N
perpendiculaire au plan de rotation effectue un travail. Voici I’expression z X . =
scalaire du travail en rotation : ,/'\‘-/ 7, @

W=z.00 ALl
ou W : Travail effectué¢ par le moment de force (J)

7, : Moment de force perpendiculaire au plan de rotation (N-m)
AQ : Rotation effectuée par le corps (rad)

Preuve :

Considérons un corps qui subit une force F paralléle a un
déplacement § le long d’une trajectoire circulaire de rayon r ce qui
génére un travail W. Réécrivons I’expression du travail en fonction
du moment de force associé & la force F et & la rotation A6 du
corps par rapport a I’axe de rotation :

W=F-§
= W=F scos(0°) (Force F paralléle au déplacement s)
= W=F (Ax) (Remplacer s = Ax)
= W=F (rAQ) (Relation linéaire-angulaire : x=r0 et Ax=rA@)
= W= (rF )AH (Réécriture, regrouper »F')
= W =rF'sin (90°)A9 (Angle entre ret F est de 90°)
= W=tA0 m (Moment de force selon 'axe z: 7, =+r Fsin(@) )

Puissance en rotation

Lorsqu’une force applique un moment de force 7, parall¢lement a I’axe de )
rotation d’un corps tournant a une vitesse angulaire @_, celle-ci génére une y N z
puissance égale a I’expression suivante : ' i
P=tr.w 2o R
z z

ou P : Puissance généré par le moment de force (W)

7, : Moment de force perpendiculaire au plan de rotation (N-m)

. : Vitesse de rotation du corps (rad)
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 4
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Preuve :

A partir du travail en rotation W, évaluons la puissance en rotation P en effectuant une variation dans le
temps du travail :

W=t,A0 = d—W:E(T,AH)
de  de -
= P= %(r_,AH) (Définition de la puissance : P = dd—V:/ )
d e
= P=r, E(AQ) (Suppose 7, constant durant d¢ infinitésimal)
= P=7r o u

Situation 2 : L’énergie cinétique d’un cylindre qui roule. A la O:} axe :)/;essgcuve
situation 3 de la section 4.7, on voulait connaitre 1’accélération

angulaire d’un cylindre (R = 20 cm, m = 12 kg, Icm = 0,24 kg - m?) qui

roule sans glisser vers le bas d’un plan incliné a 50° par rapport a N

’horizontale (schémas ci-dessous): on a trouvé o = 25 rad/s® et
f = 30,02 N. On désire calculer 1’énergie cinétique acquise par le
cylindre lorsqu’il roule a partir du repos sur une distance de 1,6 m
mesurée le long du plan incliné par (a) dynamique et par (b)
conservation de 1’énergie.

Nous pouvons évaluer I’accélération de translation du centre de masse a, grice a I’accélération

angulaire « :

a, =ra = a, =(0,2)25)

x x

(Remplacer valeurs num.)

(Evaluer a,)

Evaluons la vitesse de translation du centre de masse v, aprés avoir parcouru une distance de 1,6 m a
I’aide des équations du MUA :

v?= onz +2ax(x—x0) = v?= (0)2 +2(5)((1:6)_(0))

x x

(Remplacer valeurs num.)

= v’ =16 (Calcul)

x

-

Puisque le cylindre roule sans glisser, on peut évaluer la vitesse angulaire @ associée a une vitesse de
translation de 4 m/s : (vy =v,)

(Evaluer v,)

(4)=(0.20)e
=

Ve =F@ =
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Exercice

L’énergie d’une sphere qui descend un plan incliné. Une sphére pleine de 15 cm de rayon dont
la masse est égale a 5 kg est initialement au repos en haut d’un plan de 10 m de longueur incliné a 20°
par rapport a I’horizontale. Elle roule sans glisser jusqu’en bas du plan. (a) Calculez son énergie
cinétique totale lorsqu’elle arrive en bas du plan. (b) Quelle est I’énergie cinétique de rotation
lorsqu’elle arrive en bas du plan? (c) Combien de tours sur elle-méme a-t-elle fait en descendant le
plan?

Solution
L’énergie d’une sphére qui descend un plan incliné.

Moment d’inertie d’une sphére plein par rapport a son centre de masse :
Iy = %MRZ = y= %(5)(0,15)2 = |l =0,045 kgm®

Avec la conservation de I’énergie :
v, =10sin(20°)=3,42 m v, =0 ®, =0
vy, =0 v, =? o, ="

a) Energie cinétique totale en bas du plan incliné
E, =E +W, = K, +U, =K, +U, +W,

ne

= K,=U, (K, =0, U, =0, W, =0)
= K,=mg, =(5(9.8)3.42)
=

K, =167,58 ]

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 7
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1 1
K :Emchz +EICMa)2

Nous pouvons évaluer 1’énergie cinétique du cylindre en rotation et translation :

= K= %(12)(4)2 +%(0,24)(20)2
= K=(96J)+(487])

= K=1447J] (a)

Nous pouvons également vérifier I’énergie cinétique du cylindre par conservation de 1’énergie :

Conditions initiales Conditions finales Schéma
y ()4
ey, =16sn(50°)=1226 m e y,=0m 122644
* =0 e @, =20 rad/s |
* Vo =0 o VCM/=4 n's i

On peut évaluer quelques termes d’énergies en exploitant le fait que le cylindre roule sans glisser ce qui

permet d’exploiter la relation Axy, =A@ : (m=12 kg, I =0,24 kg-m*, f=30,02 N)

° K’ =0

o U, =mgy, =(12)9.8)1226) = |U,=1441

o U, =mgy, =(12)9.8)0) = |U,=0

o W) = S5c05(0) = (30,02)(1,6)cos(180°) = Wy = 48,03 ]

Ax,

o Wiy =+7,00=(r f)( :R j =(30,02)(1,6) = W) = 4803 ]
On constate que le frottement qui effectue un travail de translation pour
réduire 1’accélération de translation a également effectué un travail de

W, =0 rotation pour augmenter [’accélération angulaire. La somme des

f:

travaux est nul. Aprés tout, le frottement ne permet pas d’augmenter
I’énergie cinétique du systéme, mais permet de la redistribuer entre la
translation et la rotation.

Evaluons I’énergie cinétique (translation et rotation) par conservation de I’énergie :

E, =E +W, =

Ug,+Kf :Ug,.+Ki+W_,
= (0)+k, =(144)+(0)+(0)

=T

ce qui correspond & K

trans
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b) Energie cinétique de rotation

2 2
K:KCM r0|+KCerans = KfZEICwa +omvy
= K =11 a)~2+fm(ra)»)2 (v=rw)
f ) oMy /
= K-=11 o +—mrlo,’
r =5 tew®y f
= K, = l1CM +—mr’ a)fz
2 2
K,
= o, = T 1 o
— Iy +—mr®
(2 ™2 )
167,58
-
~(0,045)+=(5)0,15)’
L 00ss)+ L sX0us)
= @, =46,13 rad/s
Avec la vitesse angulaire, on peut évaluer 1’énergie cinétique de rotation :
1 5 1 2 1 2
M rot ZEICM‘" = K nt ot s ZEICM‘”/ :5(0’045)(46’13)
= Ly =47,.88 1]

¢) Nombre de tours effectués durant la descente :

x=ré

»

Ce qui nous donne le nombre de tours suivant :

N =666 radx; tour —  [N=1061 tours

n rad
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Chapitre 4.9 — La conservation du moment cinétique

Moment cinétique d’une particule selon I’axe z

Le moment cinétique L, d’une particule mesure la quantité de
mouvement dans le plan xy qui est en rotation autour d’un point
de référence. Le module du moment cinétique L, est égal a la
distance r dans le plan xy entre le point de référence et la
particule multiplié par la quantit¢ de mouvement p de la
particule dans le plan xy et multiplié par le sinus de I’angle & r E >

entre ret p dans le plan xy : point de
référence

L = +rpsin(@) « p=mv

ol L. : Moment cinétique de la particule selon I’axe z (kg - m®/s)
r : Distance dans le plan xy entre le point de référence et la particule (m)
: Module de la quantité de mouvement de la particule dans le plan xy (kg-m/s ou Ns)
: Angle dans le plan xy entre ret p
: Sens de la rotation selon I’axe z du moment cinétique

H+

Lorsque I’angle 6=90°, le moment | Lorsque Il’angle &=0°, le moment
cinétique L_ associée a la quantit€ de | cinétique L, associée a la quantité¢ de
mouvement p est maximale : mouvement p est nul :

ﬁ o

point de Lz point de

référence référence

Encore une fois, il est important de rappeler que
le moment cinétique L, mesure uniquement la '
quantit¢é de mouvement p dans le plan xy a
tourner autour de I’axe z passant par le point de
référence (voir schéma ci-contre) :

e r=r. cosa)

ini

® P=Di Cos(ﬁ) Z: T pOiI‘llt de

'z référence
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La 2° loi de Newton en rotation selon I’axe z avec le moment cinétique

La 2° loi de Newton en rotation selon 1’axe z peut étre réécrite a ’aide de la définition du moment
cinétique L, . Sous cette forme, cette loi permet plus facilement de mette en relation I’influence d’un
moment de force 7, et la modification de son état de rotation mesuré en moment cinétique L, :

dL.
T, = =
- dt
ou 7. : Moment de force appliquée (N -m)

dL, : Variation du moment cinétique (kg - m>/s)

dt : Temps écoulé durant la variation du moment cinétique (s)

Preuve :

A partir de la définition du moment cinétique d’une particule, appliquons la dérivée par rapport au
temps de chaque c6té de I’équation afin de faire intervenir la notion de moment de force 7, :

L =xrpsin ) = %Lz = % +r psin(6) (Appliquer la dérivée % )
L
= aL, == rsin(&)d—p (Factoriser constante)
de dr
dL, . e
= *rsin(@)F (2°loi de Newton : F =dp/dt)
t
dL, .
= : L=7. [ ] (Moment de force: 7. =*r F 51n(0))
/ ; :

Principe de conservation du moment cinétique selon I’axe z

Le moment cinétique L, d’un corps est conservé lorsque la somme
des moments de force 7_ extérieure au systéme est égale a zéro. Ce
principe de conservation est comparable a la conservation de la
quantité de mouvement sauf qu’il est évalue en rotation par rapport a
un point de référence :

ZTZM =0 = ZLZ = constante =

Une vrille en patinage artistique
est un bon exemple de

conservation du moment cinétique
= 2L,=2.L,

Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 3
Note de cours rédigée par Simon Vézina

Moment cinétique d’un corps selon I’axe z

Le moment cinétique L. d’un corps permet d’évaluer la
quantité d’inertie de rotation dans le plan xy en rotation
autour d’un point de référence. Le moment cinétique L.
d’un corps est égal a l'inertie de rotation I du corps
mesurée par rapport a 1’axe z passant par le point de
référence multiplié par la vitesse angulaire @, :

L =lo.

ol L. : Moment cinétique de I’objet en rotation autour de 1’axe z
passant par le point de référence (kg -m?/s)

I : Inertie de I’objet en rotation autour de I’axe z passant par
le point de référence (kg-m?)

. : Vitesse angulaire de rotation de 1’objet autour de I’axe z (rad/s)

Preuve : y
Développons a partir de la définition du moment
cinétique L. d’une particule une expression pour le Z X
s . . . . Point
moment cinétique faisant intervenir la notion de o
y. . . . . référence
I'inertie de rotation / et de la vitesse angulaire @, : % ¢ ’
L. =rpsin(9)
= L = r(mv)sin(@) (Remplacer p=mv)
= L. =mrvsin(@) (Réécriture)
= L = mr(v,) (Remplacer v, = vsin(8))
= L =m r(r a)j) (Remplacer v, = rw,)
= L = 2a)Z (Réécriture)
= L =lw, ] (Remplacer [ = mr?)
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Situation 1 : La physique du patinage artistique. Un
patineur tourne sur lui-méme avec une de ses jambes
et ses bras perpendiculaire a son corps (schéma ci-
contre) : sa vitesse angulaire vaut 8 rad/s et son
moment d’inertie vaut 3,6 kg-m”. En ramenant sa
jambe a la verticale et en levant ses bras au-dessus de
sa téte (schéma ci-contre), il diminue son moment
d’inertie 2 1,6 kg-m’et sa vitesse angulaire augmente
pour atteindre 18 rad/s.

[ ] ]
Avant Apres

On désire analyser cette manceuvre a 1’aide du principe de conservation du moment cinétique et du
principe de conservation de 1’énergie.

Evaluons le moment cinétique du patineur avant (i) et apres (f) :

L =lo, = L,=lo,= (3»6)(8) = L, = 28,8 kg-mz/s
ot <ot

Cette situation est physiquement acceptable, car il y a conservation du moment cinétique en I’absence
de moment de force extérieur :

Evaluons 1’énergie cinétique du patineur avant (i) et aprés (f) :

K =110 = K, :lll.a);2 :1(3,6)(8)2 =
2 2 2

K, :%I‘/.wf :%(1,6)(18)2 =

Dans cette situation, il n’y a pas conservation de 1’énergie cinétique :

K, #K,

Evaluons 2 1’aide du principe de conservation de 1’énergie le travail W, effectué sur le patineur entre
la situation avant et apres : (E =K )

E, =E +W, = (259)=(115)+w,, (Remplacer valeurs num.)

= |W,=1441] (Evaluer W,)

Le patineur effectue un travail de 144 J pour rapprocher ses bras et sa jambe prés de lui ce qui se
transforme sous forme d’énergie cinétique. Ce travail est cohérent, car les forces des bras et de la jambe du
patineur sont orientées dans le sens de 1’accélération centripete.
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Situation A : Un ballon qui roule a vitesse constante. Un ballon homogene
de masse m = 1,5 kg et de rayon R = 5 cm roule horizontalement sur le sol
sans glisser a une vitesse constante de 5 m/s. On désire évaluer le moment
cinétique de translation du centre de masse du ballon par rapport au point
initial de contact au sol (a) au début du mouvement et (b) 0,4 seconde apres
avoir lancé le ballon. Vérifier qu’il y a conservation du moment cinétique.
(P.S. Garder plusieurs chiffres significatifs dans les calculs.)

Evaluons la quantité de mouvement du ballon :
p=my = p=(15)5) = p=15 kg-m/s

Evaluons le moment cinétique selon 1’axe z du ballon initialement : (r = R =0,05 m)

L. =+r psin(6) = L =(0,05)7.5)sin(90°)

= |L,=0375 kg-m’/s (a)

Evaluons la position du ballon 2 0,4 s & ’aide de I’équation du MUA :

x:xww”%a;zz x:(0)+(5)(0,4)+%(0)(3)2 = [=2m

Evaluons la distance r entre la position du point de référence (position initiale au sol) et la position
finale du ballon :

r=+R*+x’ = r=4(005) +(2)
-

Evaluons 1’angle @ entre r et p a la position finale :

R (0,05)
tan(6) = tan(6) = ———7__ 0=143165°
an(6) e ey = |9=143165°]

X

Evaluons le moment cinétique selon I’axe z du ballon a 0,4 s : (r =2,000625 m)

L. =*r psin(@) = L =(2,000625)7,5)sin(1,43165°)

= |1, =03749 kg-m’s| @)

Il y a conservation du moment cinétique, car le moment de force extérieure total 7 . exercé sur le
ballon est nul puisque la gravité est annulée par la force normale et le frottement est inexistant, car le
ballon roule a vitesse constante. Ainsi, une trajectoire rectiligne a vitesse constante respecte la

conservation de moment cinétique :
Z Lz r= Z L:f
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Situation 2 : Une boule percute une tige. Une petite boule de mastic de 20 Vue de haut
g percute I’extrémité d’une tige mince homogeéne immobile de 120 g dont la

longueur est de 1 m ; la tige peut tourner autour d’un axe fixe vertical =~ o O
perpendiculaire a elle-méme passant par son centre. La boule frappe la tige 3mls

avec une vitesse horizontale perpendiculaire a la tige dont le module est égal
a 3 m/s (voir schéma ci-contre); apres ’impact, la boule reste collée a la tige.
On désire déterminer la vitesse angulaire de la tige immédiatement apres
I’impact.

axe

Situation A : Une toupie jouet qui tourne. Albert fait tourner une
toupie de 350 g initialement immobile autour de 1’axe z en

poussant contre une manivelle ce qui applique un moment de z !
force sur la toupie (voir schéma ci-contre). Lorsque la manivelle

est complétement enfoncée, Albert tire dessus ce qui n’influence

pas la rotation de la toupie. Par rapport a 1’axe z, I'inertie de

rotation de la toupie est égale a 0,006 kg-m?>.

manivelle

On désire déterminer la vitesse angulaire finale de la toupie sachant qu’Albert pousse trois fois sur la
manivelle et que le moment de force en newton-metres en fonction du temps en secondes appliqué sur
la toupie est représenté a 1’aide du graphique ci-dessous :

"7, (N-m)
0,3J;
0,2
P
014 -
L
t(s
O.L,,,,Jl_.",”,._l,j,,g)
0 05 1 15 2

A partir de la 2°™ Joi de Newton en rotation selon I'axe z, développons une équation permettant
d’utiliser la notion de moment de force non constant :

_dLZ

=—= = 7.dr=dL. (Isoler dL.)
T4 : 2 2
t L,
= [rdi= [a, (Appliquer I'intégrale de =0 —1 )
=0 L.=L,
= [LZ ]f” = IT: dr (Résoudre I'intégrale selon L_)

=0

t
= L-L,=[rad
=0

=

(Evaluer I’intégrale selon L)

1
= L = J'TZ dt (Toupie immobilea r=0 : L =0)
1=0

Ce calcul nous permet de réaliser que :

t
AL, = J‘rz dt = aire sous la courbe du graphique 7, (t)

1=t
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Evaluons le moment cinétique de la boule avant la collision : (sens horaire +)

L =xrp sin(8) = L =% r(mv)sin(8) (Remplacer p=mv)
= L = +(0,5)(0,02)(3)sin(90°) (Remplacer valeurs num.)
= ‘L:Bi =0,03 kg-mz/s‘ (Bvaluer L, =Ly,)

Evaluons le moment cinétique du systéme avant la collision :

L,=Lg +Ly,, = L,=(003)+(0)

= L.,=0,03 kg-m?®/s (Evaluer L.,)
Evaluons I'inertie de la boule au lieu de la collision comme une masse ponctuelle :

Iy = myry’ = 1,=(002)05) = |I,=0,005 kg-m’

Evaluer 'inertie de la tige tournant sur un axe passant par son centre :
I, :émTLTZ = I :%(0,12)(1)2 = |I; =001 kg-m?

Evaluons la vitesse angulaire du systéme immédiatement aprés 1'impact 2 Iaide de la conservation du
moment cinétique selon ’axe z :

(Tige immobile : L, =0)

L,=L, = Ly, +Ly,)=L, (Remplacer L, =L, +L.,)
= (Lo, )+ (Lo, )=L, (Remplacer L_ = Im,)
= L)+ (0)=L, (0. =0, =0,)
= (Iy+11)o, = L, (Factoriser @.)
= ((0,005)+(0,0 l))a)Z =(0,03) (Remplacer valeurs num.)
,

1l est important de préciser que la force exercée par ’axe de rotation sur la tige n’est pas nulle, mais
qu’elle n’applique aucun moment de force par rapport a I’axe de rotation puisque r =0. Cette force
permet par contre de satisfaire la conservation de la quantité de mouvement p; = p, =0 sur la tige, car
la tige n’effectue pas de translation avant ni apres la collision.
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Evaluons 1"aire sous la courbe du graphique T, (t) :

Aire sous la courbe :
A (h+ H)B Rappel du graphique 7, () :
2
1" poussée : A
1 7, (N-m)

AL, = w«u) =0,0875 kg-m?*/s 037
2®me poussée : 02 ﬁ:/

AL, = w(ms): 0,09375 kg -m?/s 014 =

ieme 4 |
3ieme soussée : 0_&,,,,7J|_,,,,,,,._[,1,5(>S)
AL_, =(0,3)(0,25)= 0,075 kg-m?/s 0 05 1 15 2

Evaluons le moment cinétique finale L. a partir de I’équation démontrée précédemment :

t
L = J“z'z dr = L =AL,+AL,+AL_ (Evaluer aire sous la courbe)

=0

= L. =(0,0875)+(0,09375)+(0,075) (Remplacer valeurs num.)

= |L.=025625 kg-m’/s| (Bvaluer L_)

Evaluons la vitesse angulaire finale a partir de la définition du moment cinétique d’un corps :

L =lo, = (0,25625)=(0,006)w.

= @, =42,71 rad/s

(Remplacer valeurs num.)

(Evaluer @, =6,80 tours/s)

Exercices

Un enfant saute sur un tourniquet. Dans un parc pour enfants, un enfant de 30 kg court a 4
m/s vers un immobile et saute tangentiellement sur le rebord. On assimile 1’enfant & une particule et
le tourniquet a un disque (cylindre) homogene de 3 m de rayon dont la masse vaut 150 kg. (a)
Quelle est ’énergie cinétique initiale de 1’enfant? (b) Quelle est la vitesse angulaire finale du
tourniquet? (c) Quelle est I’énergie cinétique finale du systeéme composé du tourniquet et de
I’enfant?

Un enfant saute sur un tourniquet, prise 2. Dans la situation de I’exercice 4.9.3, une fois
que ’enfant a sauté sur le rebord du tourniquet, il se déplace vers le centre du tourniquet et se met
debout en plein centre. (a) Quelle est la nouvelle vitesse angulaire du systeme? (b) Quelle est
désormais I’énergie cinétique du systeme? (c¢) D’ou provient la différence entre les énergies
cinétiques trouvées en 4.9.3(c) et 4.9.4(b)?
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Solutions
Un enfant saute sur un tourniquet.

a) Energie cinétique initiale de I’enfant :
1

K=m’ = K=2(OWf =

b) Evaluer la vitesse angulaire finale du tourniquet :

L’enfant possede par rapport au centre du tourniquet une vitesse angulaire tel que :

v_@)

V=ra = w =—=-+=13 rad/s

“r 0

Evaluons le moment d’inertie de I’enfant et du tourniquet par rapport au centre du tourniquet :

L=t s L= =
I,:%MRZ - 1;%(150)(3)2 -

Avec la conservation du moment cinétique, évaluons la vitesse angulaire finale du tourniquet :

(sz =0 )
Li

L, = = L +L =L +L
e f tf e ti

!
= I{,a){)f+llwl f =lo +lo,

= (I+1)o, =10 (0,=0, 0 =0 =)

€ e

Lo,  (270)013)

=

=0 1) 210)+(675)
-

Energie cinétique totale du systéme composé de I’enfant de du tourniquet :

K= %Ia)z = K= %(Ie +1,)0* = %((270)+ (675))0,381)

)
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Un enfant saute sur un tourniquet, prise 2.
Rappel : 1, =270 kgm’ et I, =675 kgm’
a) Apres déplacement de 1’enfant, quelle est la nouvelle vitesse angulaire :

Appliquons la conservation du moment cinétique, car : Z 7,,=0

ext

L, =L = L +L =L +L,
= Iefwyf+lrfwrf:Ieiwei+11iwri
= Lo =0+ (U, =0,1,=I =10 =0, =0)
I +1
I RN
tf 11
L, (10 E3)03s)
f (675)

= o, =0,533 rad/s

b) Nouvelle énergie cinétique du systeme :

1, 1 » 1 )
K—Elw = K—E(Ief+lrf . _5((0)+(675))(0,533)

-

c) Energie P2.¢) K =68,59 ]
Energie P3. b) K=9588J

L’enfant effectue un travail avec ses muscles pour se déplacer vers le centre du tourniquet. Cette
force est dans le sens de 1’accélération centripéte.
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