Chapitre 6.3 -Le réseau de neurones et
I'activation par batch
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La descente du gradient par mini-batch

La descente du gradient par mini-batch consiste a

faire une somme des gradients sur I'activation de m — Batch gradient descent
données et diviser I’'ensemble des champs par la taille — Mini-batch gradient Descent
de la mini-batch. Cette technique permet a la - Stochastic gradient descent
fonction d’erreur d’avoir plus de précision que la

méthode stochastique en réduisant le bruit. Elle est

tout de méme plus turbulente que la descente par

batch entiére, mais elle est beaucoup plus rapide.

Mathématiquement, elle est représentée par

I’équation suivante : https://towardsdatascience.com/gradient-descent-algorithm-and-its-

variants-10f652806a3

1 ol (x Illustration d’une descente du gradient en employant différente descente
VC = _ZVC(\N ) X[bfi y[b]) du gradient (batch entiére, mini-batch et stochastique).
e
ou W : Représente 'ensemble des parametres d’un réseau.

X[(;f : Représente un vecteur d’entrée d’indice de batch b.

Y[p) : La valeur attendue de I'activation d’un vecteur X[(;f

M : Le nombre totale de vecteur d’entrée qui sera activé dans la batch,

C : La fonction d’erreur utilisée pour évaluer I'erreur entre toutes les activations des vecteurs
d’entrée X[(bf et leur valeur attendue Y.

L’apprentissage avec moment

L’apprentissage avec moment consiste a évaluer un gradient de la fonction d’erreur en utilisant une valeur
ancienne de celui-ci afin de réorienter moins brusquement le gradient a appliquer sur la correction des poids et
biais d’un réseau. Dans un jargon en physique, on dirait que I'on a ajouté une inertie a la valeur du gradient.

Voici la séquence de la mise a jour du gradient de la fonction d’erreur :
1) Choisir un parametre d’inertie f telque 0< <1 :
Exemple: £ ~0.9
2) Calculer le gradient actuel sur les parametres d’un réseau :
vC

3) Calculer le gradient avec moment de l'itération n afin de générer un gradient influencé par la valeur
actuelle ainsi qu’avec une fraction de la valeur précédente :

VC™ = gVC" +(1-p)VC
4) Réaliser I'apprentissage avec le gradient avec moment de l'itérationn+1:

W =W —qVC"™

ou W sont les paramétres du réseau, W sont les paramétres améliorés et « est le taux d’apprentissage.

Note de cours rédigée par Simon Vézina Page 2 sur 13


https://towardsdatascience.com/gradient-descent-algorithm-and-its-variants-10f652806a3
https://towardsdatascience.com/gradient-descent-algorithm-and-its-variants-10f652806a3

L’activation du batch-network

En construction ...

La normalisation

La fonction de moyenne

La fonction de la moyenne u consiste a évaluer la moyenne de différentes valeurs que peut prendre un

. e e sz , . k H
neurone. Habituellement, le type de valeur choisie a évaluer en moyenne est I'agrégation Zi([B)] du neurone |
d’une couche K lors de 'activation d’un vecteur d’entré B dans le réseau.

La fonction de moyenne

)= O 2 )2

pour la batch d’agrégation Zi([kB)] ou Be [O, m—1] dont m est le nombre de vecteur d’entrée dans la batch est

égale a I'expression suivante :
m-1

0_18 0
Hi mBZ:; i[B]

L’expression de la différentielle de la fonction de la moyenne est égale a I'expression suivante :

Fonction de la moyenne Différentielle de la fonction de la moyenne
0 _ 15,0 0 _ 13740
== 7 du) == dzj)
Mz M=
ot iel0..N®_1]
Preuve :
1 m-1 1 m-1
I )
B=0 Mz
m-1
= dy¥==Ydzf) =
B=0

Note de cours rédigée par Simon Vézina Page 3 sur 13




La fonction de la variance

La fonction de la variance o consiste a évaluer I'écart entre différentes valeurs que peut prendre un neurone
et la moyenne des valeurs du neurone. Habituellement, le type de valeur choisie a évaluer en variance est

. . k H . . . .
I’agrégation Zi([B)] du neurone i d’une couche K lors de I'activation d’un vecteur d’entré B dans le réseau.

La fonction de variance

(O a;k)(z;[kg] 2ozl ezl g 1)

(

égale a I'expression suivante :

pour la batch d’agrégation Z [kB)] ou Be [0, m—l] dont M est le nombre de vecteur d’entrée dans la batch est

w0 _ LR7(00. _ , 0p \ w0 _ 1550
Oj :_Z(Zi[B]_lui ) ou Hi :_Zzi[B]
m &5 Mg
L’expression de la différentielle de la fonction de la variance est égale a I'expression suivante :
Fonction de la variance Différentielle de la fonction de la variance
1 m-1 5 2 m-1
o =25 el ) do®) =2 3 (a el

m g% M=

ol ie[O...N()—l]

Preuve :
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Analysons plus en détail le calcul du terme de droite :

T=- 25 -l = T=- 25 (ol - )
mB:0 m

B=0
2 0T B
= T:—_d/ui Z|[B]_ H;
m B=0 B=0
2 m-1
= T=—=du| >z -mu
m B=0
1 m-1
= T=—Zdu () —mu) (car 1) == % 7))
m m >
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Ainsi

dot =2 3"l - et -

La fonction de la normalisation

La fonction de normalisation ni(fB)] est une fonction ayant pour but de normaliser des agrégations favorisant

)

une accélération de I'apprentissage. Cette fonction dependant d’une agrégation Z& g] Pour plein d’éléments de

la batch B ainsi que de deux nouveaux parameétres 7/ ) et ﬁ décrivant le réseau et prendra la forme de
nl(ﬁg] = nl(fg](zl(fo)] ) Z'(E(l} yeres ZI(E(B?] yeees Zi(E(rr)lfl] ) }/i(k), ﬂ|(k))

ou 7/, ) et ,H sont des nouveaux parameétres du réseau nécessaire au fonctionnement de la fonction étant le
scale et shift.

(k)

On peut reformuler la dépendance entre les agrégations Zi[g] du neurone I pour I'ensemble de la batch B en

incluant des éléments statistiques sous la forme suivante :

i =na A AY) e gl =2l o)

(Normalisation du neurone) (Agrégation normalisée)
tel que

0_ 135000 _ 0 a1
—mé(z.[s] H; ) mBZ:;Z

(Variance du neurone i) Moyenne du neurone i)

L’expression de la différentielle de la fonction de la normalisation sera égale a I'expression générale suivante :

onl) onll)
(k) _ 2Bl 4, (k) iB] 43K
dni[B] = 8}/-(k) dy" + aﬂ-(k) dg,
on). ((a3®) 1 07 K). ma 2 02K) m-1
iB] | “%i[B] 4, (k) i[B] k) I[B] 0
50| g, Balel 7w 2.9 &0 (2l ~ it
Zilg] \ %Zi[g) M OL4i[g] a0 a0
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an't) an't) on't)
= ony = ologgy « Thha, ., Bl g
oz i[B] 0y, op
Si I'on se concentre sur la différentielle de I'agrégation normalisée 25& , Nous avons :
ozf) ozlf) oz f)
5(k) _ ZTI[B] 4 (k) iBl 4,k iB] 45k
d i[B] — aZI([ )] dZI[B] + aﬂl(k) d,u| + agi(k) dO'i
ozt R (1 az<k>
(k) _ “ZilB] i8] (k)
= dZI[B] = asz P Pl ( z & ) O-i
Zi[g] i \ M35 i

_anfly) g0 1 onflg) & ) Olfs
=0 il T 50 ila] "5 (k)
6Zi[B] m a,u,[ ] a=0 folep

L0000\ ()
— (Zi[a]_lui )dzi[a]j

m—ld 0 2
Zyh+—
a=0 &a] m 6\O-i(k) a

571 ma
i[B]
(2lf) - 1 oz

oa!
dZI(FB)] + l :

)
= o, P m g

I
o

k
[B]
k
(8]
C’est ici que I'on constate que dii(fg] influencera I'agrégation Zi(fg] par le terme dZi(FB)] de la batch B, mais
également tous les autres agrégations Zi(Fa)] ou ae[O,m—l] de la batch B en raison de la fonction de la

moyenne ,ui(k)et la variance O'i(k) qui eux dépendent de toutes les agrégation Zi(fg] de la batch B.

Ainsi, nous obtenons

_anfy onl)
i[B] 1. (k) i[B] 4 k)
dn 6 (k) dy; +—8ﬂi(k) dg
6n() 55 1 550 mat 2 o) @ .
LB 8 gy L S 2B S
52.([53] 6Z|([E2] "o ﬂ.s) a0 m oo
La différentielle de la fonction d’erreur avec fonction de normalisation
En construction ...
ontk) ontk)
(k) i8] 4., (k) (k) i[B] (k)
L W Alfg] 5,0 dy" + Al ]ﬁﬂ( )dﬂ.
dc = m | 5 (k) -1 03! -1 k
B0 0 [B < 104 © 6 _ 0 |70
+[A-[B] e +Z;4 Au[a o +Z; A-[a1 ( - ) |z,
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Preuve :

Soit la différentielle de la fonction d’erreur C dont I'erreur propagée a la fonction de normalisation ni([kg] de

niveau de propagation k = L —n est égale a I'expression

Z—i N(Zkl—l
A dn
m B0 =0 8]
ou
ont) ontk)
(k) _ ZUiB] 4 (k) i8] 4p(k)
dni[B] = 87.(” d7i + aﬂ(k) dﬁ.
on). (53 (k) m-1 2 82 m-1
[B] i[B] ( '[ (k) (k)
ey {3 2oy 3w 20 o Z(Z i

Développons I'expression afin d’évaluer I'erreur qui sera propagée par la fonction n([ )] pour chaque neurone i

de cette fonction a la fonction d’activation d’agrégation Zi([g] :

m1 N®_1

dC=—3% > A dnk)
Mg o
(k) (k)
6ni[5] dj/.(k) ani[B] d,B-(k)
- dc 1 N(k)flA(k) a?”i(k) I 8ﬂi(k) I
m i[8] (k). ( A5(K) 5(K) 5(K).
Mg S oNirg1 [ 0Z; OZig) o O0Zirg1 T2
B=0 -0 N A(iEE;] ([kB)] dzfrg}_,_l%zdzﬁl;)]_,_g% ( I(Fa)] ,U.( ))dzu(f()]
OZifg) \ OZi[g) M Ottjg] 20 m oo} 5
=
antk) onl)
Ak L 4 (k) Al) ZTIBL 4 (k)
dc_imfl NG |[B]a]/i(k) it I[B]aﬂi(k) Jit
Mg o an(E(B)] 82 K m 2 62 m-1
i[B] | AG) ZilB] 4 (k) +A i8] AK) [ LN (700, (0)gz®)
azi(rB)] i[8] 52.(3 i[B] m ﬂ.k Z:; .[B]ma a=0(l[a] Hi ) i[a]
=
18 0 g, L 0 O
dC ZH Ai[B] 67/(") d7i +E Ai[B] 8ﬁ(") dﬂl
B=0 i=0 i B=0 i=0 i
m1 N (k) (k) (k). m— (S
LA sl f ) Pl 0, A L OEL SR 0z 2 O SR g,
) i[B] Ao (k) “4i[B] i[8] ) i[a] i[B] ®) [a] — Hi i[a]
m B=0 i=0 azl[B] GZI[B] m aﬂl[B] a=0 m aGI a=0
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A cette étape de la démonstration, nous allons trouver une stratégie afin de factoriser un terme dzi(fg] pour
permettre a cette différentielle d’avoir une structure mathématique permettant la propagation de |'erreur
AT[(Q de la fonction de normalisation ni(E(B)]. Pour ce faire, nous allons changer I'ordre des sommations sur les

indicesaetB:

1 mt Nk 8n(FB] 2(") 1 02 (k) ma 2 az m-1
o 41 i A(ik) i[B] d I(k) +A(ik) - Zifg] dzika) k '[B ( i) ) a)
mis &5 aany |y A g 2w 2 Ny
1o NG, oz
dC=..+— A(ik[g%] 5. A Zi(E(B)]
e R OZi[g] OZig)
= 1 mt N9 on'k) 1 571 ma 1 mt NYa on®) 2 o5 ma
+— My =S =y > Ay S ELS (l) — u)azf)
Mz o 525[53] m a,U.([B)] a0 Mz o o2 B)] m oo &
18 G0 O G
dC=..+=>" > Als)ur =~ i)
. Mg % OZi[g] OZi[g)
m1 m-1 NGk (k) 5(k) me1 me1 NKZ (k)
S S T e CIPWANES b AN I YA P
Ma0 B=0 =0 e] afi(ﬁg)] m aﬂi(f(g] & M3 B0 -0 [ ]az|[5] m 50' )5 el
(flip a<>B)
m— (k) _ (k) As(k)
ico +£ 1N 1A(.k[é] ONifg) OZifg) Z-(Fg]
mis = aii(E(B)] azl(kB) |
= 1 mt NY-1mt on(k) 1 53 k) 1 ot N1 on®) 2 53 k).
e Ay dzf + > A = (et — ol
Mg =0 a=o Gzl[a] m@,ui[a] Mg 0 a0 azi[a] mao—l
m-1 Nk (K) ~5K) e (k) 5K) e (k) 5(k)
dC:...+£ S Al onig) i) & (k) ONifa) 1 OZify] N S (k) ONijy) 2 OZify] ( "), _ _(k)) 4z
me & aly aly S el mad) S T al) mos e
Si I'on réintroduit nos éléments, nous obtenons I'expression suivante
18R 0 O g, TG o Ol
dC =Ezo ; A|[B]a i(k)d i +EBZO ; AI[B]aﬂi(k) dﬂ,
(k) (k)
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La fonction de batch-normalization

L'objection de la fonction de batch-normalization consiste a créer a partir de valeurs possibles! d’agrégations
(k)

k P s N . - .
Zi( ) d’une couche Kk des nouvelles valeurs d’agrégation Z;"’ dites normalisées avant que celle-ci soient activée
par la fonction d’activation a la sortie de la couche K.

Soit les agrégations
k k k k k
Zi( ) = {ZI([O)] y Zi([li y weny ZI([B)] yurey Zi([rr:—l] }

ou Zi(fB)] est I'agrégation du neurone i d’une couche de neurones K a partir d’un vecteur d’entrée de batch B
(Be [O,m —l] ), alors :

m-1
La moyenne des agrégations de la batch ,Ui(k) = EZ Zi(E(B)]
B=0
1 m-1
La variance des agrégations de la batch O'i(k) = EZ(Z'(FB)] - ,ui(k))2
(k) (k)
5 Zijg) — Hi .
L'agrégation normalisée Zi([kB)] = —[B](k) ou e—>0"
o +¢&
La normalisation ni([kB)] = J/i(k) 2i(E(B)] +ﬂi(k)

Cette approche propose I'ajout de deux nouveaux parametres aux neurones du réseau :

Le changement d’échelle (scale) Le décalage (shift)

7i(k) ﬂi(k)

Ainsi, il faudra entrainer ces deux nouveaux parametres lors de la descente du gradient afin de réduire 'erreur
du réseau.

Les dérivées partielles des parametres de la fonction batch-normalization

En construction ...

on 5 onk)

i8] _ ( (k) 5(k) (k) i8] _ . (k)

) — 2 Vi i)+ B ) = N
onlk 0 onl)

i[B] _ (k) 5(k) (k) i[B] _ 4(k)
ol ——5%&)( 92+ ) = 50 Akl

1 Les valeurs possibles dépendent directement des données admissibles a I’entrainement. Plus les vecteurs
d’entrainement sont nombreux et variés, plus cette méthode de normalisation est efficace.
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oB"

oty 1
N
oty -1
aﬂi(k) \/O'(k)-i-&‘

82}{‘3] - (z,(f‘g] - ﬂi(k)) a( oMt
(k) — (k)
00; ( /O_i(k) i 00;

af (el -u)
ool T Z(O'i(k) + 5)3/2
o 1
ozf)) m
oo 2
o2
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ool 6 (1 ool 122 5 2
© = ,(k{m (2~ ))Zj - W~ _(k>(zi([ks)1—ﬂi(k))

@Ui' B=0 i(k)
S
- gai((:; =25 23

Hi Mg B-0
= ZZE:)) 204 + = (myg)
= Z;;:)) =0

L’équation de la propagation de I'erreur de la fonction batch-normalization

Pour la fonction batch-normalization tel que

(k) (k)
AN )

=72+ A avee 2= L oy g0,
o re

nous avons les expressions suivantes pour les dérivées partielles de la fonction d’erreur par rapport aux

(k)

, et de shift ﬂék) ainsi que pour la propagation de l'erreur ATJ?;)] de la fonction de la

parametres de scale ¥,

fonction ni(E(B)] :

Propagation de I'erreur Gradient du scale Gradient du shift
J 7_(k) « m-1 « 0 m-1 ) 200) m—
K = [ W (mA“BB]_ZA”&]_ZU[BJZAufd]Zu[dlj oy® ZA e 2883 =—ZA o
m O-U +& c=0 d=0 }/u mBO mBO

Preuve :

Débutons avec la différentielle générale d’une fonction de normalisation

(k
Ak ONifs) do ) 4 Ak) B B
1 mt N i[B] a}/i(k) i i[B] i(k
dC:EB:O =0 A(k) an'(E(B?] 82'({5?] 'S A(k) 6 [ 1 oz |E(a)] U] A |E(a 2 OZ; Fa] ( (K) ()) d (k)
Wzl a2 W oy & Sz et 0o
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onlk)
Nous pouvons débuter par remplacer A([)] = 7/,( ) donnant le méme résultat pour I’'ensemble des vecteurs de

|[B]

la batch ce qui réduit a ceci aprés la factorisation du terme ;/i(k) :

onk) ontk)
(k) iB] 4. (k) Ak) i[B] (k)
Lot N Ailg] ay-(k) dy" + Alg 5 3® dg;
dC _ - i i
Mg o o2k, mt 102 () ma 2 02
()] Alk) “Ti[B] (k) + “Fifa] (k) (k) (k)
7 (A.[B]a w2 Al m ould) +2 Al ( - aa!)
|[B] a=0 Hila] a=0
Par la suite, ajoutons les expressions
N L onify) _
0 = Zig] e —om =1
07 B,
ce qui donnera
1 ot NQEY A(IT)B]zl(FB)]d 7i(k) +A(|k[l)3] dﬂl(k)
dc== o7 ma 1 02) ma 2 g2k
. ()| Alk) “FilB] (k). + “Fifa] (k). < “Fila] (,(k) (k) (k)
R e [Aim & g+ 2 Mmoot~
Ensuite, introduisons les calculs
ozt 1 afi(fa)] -1 ozlt) (Zl[ka] - ﬂi(k))
= , = et =
) JoWie " ou  [oWig — dol 2ol +2)*"?
1
ce qui donnera le résultat suivant aprés avoir factorisé le terme
oy
) |[B d}/I +A dﬂ
lml Nil 7/_() ) 1m1 1 md (Z k) /u(k))( " ()) @
m& £ |-l |AK =y A o — 1)) |z
B=0 Gi(k)+g (B] mao m< [a] ( o! +gi (8] ~ Hi (8]

Nous allons réécrire (O'i(k) + 8)2 \/ai(k) +& \/O'i(k) +¢& pour reconstruire des termes

(k) (k) (k) (k)
Z:ih— U 2\ — U
gl Sl A gl LA
ifa] 0 i[B] )
o, +¢& o’ +¢&

et obtenir

2idd ™ + Al g
(k)

1
— Yi A0 LRE 0 LS 0 500500 g0
Mg o | T 77— 3 [ i[B]_EZO Ai[a]—az(; Aa1Zia)Zife) |dZif)

NK) 1

._.

m-.

O'i( +&
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En forgant la factorisation du facteur 1 / m ainsi que le terme constant 2i([kB)] dans la sommation sur l'indice a,

nous avons
Bd;/ +A dﬁ
1 mt N)_g [B]7 /i
=— 7 0V AK) 500 SV AK) 50 | ()
mess = +#(mAi[B]_ Ai[a]_Zi[B]ZAi[a]zi[a]jdzi[B]
m o' t¢& a=0 a=0

L’activation de la fonction batch-normalization avec l'usage d’'un seul vecteur
d’entrée

En mode « inference », I'activation de la fonction batch-normalization sera égale a I'expression suivante :

(k) Yu (k) ) _ Yu My +
n, Tt B = avec & —0
+¢& o, t+é&
ou o~'l£k) : Variance moyennée sur plusieurs activations par batch précédente.

ﬁék) : Moyenne moyennée sur plusieurs activations par batch précédente.
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