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Les concepts de base

Le réseau de neurones

Un réseau de neurones est une structure mathématique ordonnée

en séquence de couches de donnée permettant de générer a
*)

hidden layer 1 hidden layer 2 hidden layer 3

input layer

un vecteur de sortie a(L). Le but
*)

partir d’'un vecteur d’entrée a

du réseau sera de faire cheminer un vecteur a‘’ par I'action de

|’activation au travers I'ensemble des couches du réseau afin

d’extraire une caractéristique au vecteur d’entrée initial sous la

(L)

forme d’un vecteur de sortie a'”’. Le réseau de neurone joue

ainsi le role de fonction mathématique.

L'activation d’un réseau se fait en séquence de couche. Dans la
notation retenue, nous utiliserons la séquence suivante pour un
réseau contenant M couches de neurones :

Exemple de réseau pleinement connecté
(full connected network)

Derniere couche #M
Couche #1 Couche #2 Couche #m
M=L+1
k=0 k=1 k=m-1 k=L
Entrée Sortie Entrée Sortie Entrée Sortie Entrée Sortie
a(*) a(o) a(o) a(l) a(k_l) a(k) a(L_l) a(L)

Le signal d’'un neurone

Dans un réseau de neurone, on utiliser I'expression « signal » pour

représenter les composantes d’'un vecteur. On distingue deux types de

k1) ot Je signal de

(k)

sighaux pour une couche k: le signal d’entrée a

sortie a(k)(l'activation d’une couche) . Idéalement, les composantes g,

doivent étre situées entre -1 et 1 pour augmenter la précision du réseau :

° ai() : Entrée (input) du neurone i du réseau de neurone ol

ie [0, N ) —1]. Il appartient & une donnée initiale (vecteur
, ; . e ; https://www.cgtrader.com/3d-
d’entrée) ou a la sortie | d’un autre réseau de neurones. models/character/anatomy/nerve-cell-anatomy-
) . in-details
e Q' :Sortie (output) du neurone I de la 1" couche de neurones

Le signal d’un neurone d’un réseau artificiel a été
modélisé sur le concept biologie du neurone que

, H 0 ,
duréseau (K =0)avec i [0, N © —1]. Il sera I'entrée pour la 2¢ °
I'on retrouve dans le cerveau.

couche de neurones du réseau (k =1)

. ai(k) : Sortie (output) du neurone i de la k® couche de neurones du réseau ou i € [0, N © —1]. Il sera

I’entrée pour la k+1° couche du réseau.
ai(L) : Sortie (output) du neurone i du réseau de neurones ou | € [0, N ) —1]. Il appartient a la derniere

couche du réseau (k =L).
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Les poids d’'un neurone

. . k
Dans un réseau de neurones, les poids W( )

(k-1)

sont utilisés pour représenter une connectivité entre les signaux

®) 3 Ia couche Kk . Cette connectivité

(k)

d’entrée a a une couche K afin de générer un signal de sortie a

(k-1)

permet d’extraire des caractéristiques entre les données a et les valeurs des poids W'’ aura pour but de

les identifier.
(k-1)

Le poids Wi(lj() établira la connexion entre le neurone d’entrée a; et le neurone de sortie ai(k). I
(k-1)

j ~ dans I"émission du signal a® . La valeur de W-(?) est un nombre

déterminera I'importance du neurone a ; ,

réel pouvant étre positif ou négatif.
Dans une représentation en algebre linéaire
y=mx+Db,

(k-1)

. k N . P . , P
les poids Wi(j) correspondent a la variable M dans I'équation, le neurone d’entrée a; représente la

variable x et le neurone de sortie ai(") représente la variable y Le poids w®) nexiste pas.

On distinguera deux notations pour les poids d’un réseau :

Notation matricielle Notation tensorielle
(notation ligne-colonne) (notation in-out)
(k) (k)
Wuv Wvu
(Composant de matrice en ligne u et colonne v) (Composant du tenseur en entrée v et sortie u)

Ainsi, en notation matricielle, la ligne de la matrice désigne I'’ensemble des poids qui seront exploités pour
évaluer le signal de sortie d’un neurone.

Le biais d'un neurone

(k)

Le biais b (bias) est 'ensemble des poids constants applicable au calcul des signaux @’ appartenant a une

couche K.

Le biais bi(k)est une constants lors du calcul d’un signal a® appartenant a une couche K. La valeur de bi(k)

est un nombre réel pouvant étre positif ou négatif.
Dans une représentation en algebre linéaire

y=mx+Db,

les biais b*) correspondent a la variable b dans I'équation. Le biais b™) nexiste pas.
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Les fonctions

= z = weights
La fonction d’agrégation inputs
X ) )
L’agrégation est I’action de regrouper I'ensemble des *fincton”
(k-1) 4 . Eo— net input
neurones a d’une couche k —1 afin de calculer 2 net, p .
"
un terme d’agrégation Zi(k) permettant de X3 -—— activation
. transfer l
déterminer la valeur d’'un neurone ai(k) de sortie de : potential 0
1 thresjhold

la couche k. Il existe plusieurs fonctions
d’agrégation. La fonction la plus utilisée est https://medium.com/autonomous-agents/mathematical-foundation-for-
I’agrégation de la somme pondérée Il est 3 noter activation-functions-in-artificial-neural-networks-a51c9dd7c089

*)

Schéma de n entrées pour déterminer I'agrégation d’un neurone sans

o
n'existe pas. I'usage de biais.

que Z;

Mathématiquement, la fonction d’agrégation prendra la forme de I'équation suivante :

20 = 20(a Y {7 b)) avec ve|o,N P -1] et uelo,N 1]

w U
ou U :Indice de la sortie (output) de la fonction.

V : Indice d’entrée (input) de la fonction.

Z(k) : Agrégation du neurone U de la couche K.

u

1 . Entrée du neurone V de la couche K —1.

al

~k)

. : Poids du neurone d’entrée V sur le neurone de sortie U appartenant a la couche K .

bék) : Biais du neurone de sortie U appartenant a la couche K.

La différentielle de la fonction d’agrégation

L’expression de la différentielle de la fonction d’agrégation
ZSK) — Zf,k)(aék_l) Wik b(k))

ou
velo..N®V-1] et  uefo..N®-1]

est égale a I'expression suivante :

Ny (k) (k) (k)
) =3 | i gale s o) |+ B g0
o \oa; OW,,, ob;

(Différentielle de la fonction d’agrégation)

Preuve :

En construction ...
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La fonction de la somme pondérée

La somme pondérée (weighted sum) est une fonction d’agrégation correspondant a une équation linéaire de
type

y=mx+Db

ou x est la variable d’entrée, y est la variable de sortie, m est la constante linéaire et b est une constante.

La somme pondérée (weighted sum) Zi(k) d’un neurone i appartenant a la couche K correspond 3

I'expression suivante qui est déterminée a partir des entrées aj(k_l) de la couche précédente ou
je [O, N (k_l)]:
NGk g N
2 = > whalt 1 pt 2 = > walkt 4 pt)
j=0 i=0
(Notation des poids en matrice ligne-colonne) (Notation des poids en tenseur in-out)

En notation matricielle, la somme pondérée correspond a I’équation suivante :

: () o) (k) &) e
20wl oWl W L we L b
20w Wl W | B |
O =l W ot i | A
Z[E ) WUO Wul " WUV e e WUF bu )
299) (wl wloLowl o wl a(.‘:‘l) b
F
ou F = N®™% _1 : Indice du dernier neurone en entrée (indice de colonne de la matrice).

G=N® _1 :Indice du dernier neurone en sortie (indice de ligne de la matrice).

Les dérivées partielles de la somme pondérée donnent les résultats suivants :

(k) (k) (k)
S =l o
k J k-1 1] k
oW oa; ob;
(Dérivée par rapport au poids) (Dérivée par rapport a I'entrée) (Dérivée par rapport au biais)
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La fonction de la somme quadratique

La somme quadratique (quadratic sum) est une fonction d’agrégation correspondant a une équation du 2¢

degré de type

y=ax®+bx+c

ou x est la variable d’entrée, y est la variable de sortie, a est la constante quadratique, b est la constante

linéaire et c est une constante.

La somme quadratique! (quadratic sum) Zi(k) d’un neurone | appartenant a la couche K correspond a

, . . . . L . . k= . -
I’expression suivante qui est déterminée a partir des entrées (k1) ou Je[O,N(k 1)] de la couche

précédente :

Nk

Zi(k): Z (\Nilgk)agk—l) +Wi2j(k)a(_k—1)a(_k—l)) +p®

j j
=0

(Notation des poids en matrice ligne-colonne)

En notation matricielle, la somme pondérée correspond a I'équation suivante :

gl 4 ¥

(Notation des poids en tenseur in-out)

k-1) k-1)

al Y xa
ai(k—l)* (k-1)

a\(lk—l) % a1

a}(:k—l) % a(kal)

(k-1)
a
20 (W W Wl L w) W
|| | i

_ C ask’l)
0 7] W Wi
) () v ) gl

F

ou F = N®Y _1 : Indice du dernier neurone en entrée (indice de colonne de la matrice).

G=N® _1 :indice du dernier neurone en sortie (indice de ligne de la matrice).

Les dérivées partielles de la somme quadratique donnent les résultats suivants :

(k) (k)
5Zi( L=l z; - —alYalkd
k) — i 2(k) — i i
oW oW
(Dérivée par rapport (Dérivée par rapport
au poids d’ordre 1) au poids d’ordre 2)

k k- k
FAGI wij)+ 2a

(Dérivée par rapport a I'entrée)

o)

(k)
0z; 1

(Dérivée par rapport au biais)

1 ’efficacité de cette fonction est présentement en étude. Il en existe plusieurs autres formes équivalentes.
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La fonction d’activation

L’activation est l'action de transformer le résultat de

I'agrégation Zi( ) d’un neurone i appartenant a la couche Linear vs. nonlinear problems

. 7 < g . 4
K en une valeur située idéalement entre -1 et 1. Il existe A tB ®eo®
plusieurs fonctions d’activation avec plusieurs types de e © O ) s
valeurs de sortie. Ceci permet de donner wun ee® ® /0,0 0
. t non nar ceau d ® o: @
comportement non linéaire au réseau de neurones. ® e ® o %0/ ®
k) ® e ° E)
La fonction d’activation fl qui génere I'ensemble des e ® B o o
k . . . .
neurones al appartenant a la couche k s’applique sur
. , . k . . iki -
les résultats de I'agrégation ) de la fagon suivante : https://www.datarobot.com/wiki/neural-network/
Illustration d’une classification a I'aide d’une fonction d’activation
a.(k) = f(k)(z(k)) et ie [O' N (k) _1] linéaire et non linéaire.
1 1 1

ou Zi(k) est le paramétre de la fonction f ) La fonction d’activation ) n’existe pas.

Il existe des fonctions d’activation dont I'expression dépend de la valeur de I'agrégation de tous les neurones
(full connected). Elle peut alors prendre la forme suivante :

. ful(k) _ f_full(k)(z(k)): f_full(k)(zék) Zl(k) () Z(k()) )
i i TN SN N

i i N

La différentielle de la fonction d’activation

La différentielle de la fonction d’activation dépend du nombre de neurones en entrée de celle-ci. Puisque nous
avons la fonction d’activation a un neurone

et la fonction d’activation a plusieurs neurones

full(k) _ afull(k)<2-(k)): afull(k)<zc()k)’ 7() ...,Z(k),..-,Z(k) )

u

a

ou
uelo..N®-1],

nous appliquons la regle de la dérivée en chaine et nous obtenons les expression suivante pour la différentielle
de nos fonctions d’activations :

Différentielle de la foncti Différentielle de la fonction
eren |’e e. e.a onction d’activation Différentielle de la fonction
d’activation R . 5 P i N 3
5 a plusieurs neurones d’activation avec parametre ,B
a un neurone
(full connected)
(k) N(k)fl (k) 6a(k) aa(k)
(0 _ 98" 1K) ) _ N 0%y (k) (0 _ 08 4, 0 a0
dal*) = Gzl(Jk) dz, da, "= > az—a()dzp da, (0 dz| +8ﬂ(k) dg
u p=0 p u

Preuve :

En construction ...

2 Voir la fonction softmax.
3 Voir la fonction swish.
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La fonction sigmoide

La fonction sigmoide est une fonction d’activation dont le 14 e
résultat est situé dans 'intervalle [0,1] : /
1 /
Fonction : a(z)= - 054
l+e /
dolz
pervee: 370 _ o)1 o(2)
dz | +— | n | 1 J
- -4 -2 0 2 4 6

De nos jours, la fonction sigmoide est évitée dans I'activation
d’un couche de neurones en raison de la faible valeur de sa

https://www.quora.com/Why-is-the-sigmoid-function-rarely-

used-in-hidden-layers-recently

dérivée lorsque |Z|>4 . Puisque le taux d’apprentissage

Illustration des valeurs de la fonction sigmoide.

dépend de la dérivée de la fonction d’activation, si |Z| est trop

élevée alors la dérivée chutera zéro

I"apprentissage.

vers stoppant

Preuve :

Effectuons la dérivée de la fonction sigmoide O'(X) par rapport a la variable x :

, do , d( 1 j
o'=— o'=—
dx dx\1+e™*
1 d
= o'=—""——(1+e7*
(1+e’x)2 dX( )
, -1 ., d
= o'=—<—e*—(=xX
e " oY
= o'= —e” i—X)
(l+e‘x) dx
—e ¥
= o'= -1
e Y
= o'= e’
(1+e‘x)2
| (e* 1 1 J
= o'= + -
l+e”(1+e™ 1+e™ 1+4¢e*
.1 [1+e-x 1 j
= = _
l+e”(1+e™ 1+e™”
= oc'=c(l-0) L]
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La fonction tanh

La fonction tangente hyperbolique (tanh) est une fonction
d’activation dont le résultat est situé dans l'intervalle [— 1,1] :

z -z

e’ —e

e’ +e™

dtanh(z)
dz

Fonction: tanh (Z) =

Dérivée : :1—tanh2(z)

La fonction tanh est utilisé comme fonction d’activation a
I'intérieur du réseau (couche cachée) par ce qu’elle admet des
valeurs positives et négatives ce qui augmente la capacité
d’apprentissage du réseau. Cependant, on I'évite a la derniére
couche si le résultat est le fruit d’une classification (valeur de 0
ou1).

Preuve :

En construction ...
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La fonction ReLU

La fonction Unité Linéaire Rectifiée
RelLU (rectified linear unit)

En construction ...

. is-the-dying-relu-problem-in-neural-networks
zsiz>0

Fonction: RelU(z) :{

0siz< 0} https://datascience.stackexchange.com/questions/5706/what-

Illustration des valeurs de la fonction ReLU.

oubien  ReLU(z)=max(0,z)

Dérivée :

dReLU(z) [0si z<0
dz  |1siz>0

REMARQUE : (basée sur mon expérience personnelle)

e Puisque la méthode RELU fait bouger de beaucoup les poids et biais des couches, cette fonction d’activation
nécessite un gradient avec plusieurs vecteurs (mini-batch). Autrement, il n’y aura pas de direction adéquate
de prise lors de la descente du gradient et aucune bonne calibration des neurones seront prises.

e |'usage de la méthode ReLU nécessite la méthode SOFTMAX en derniere couche (fonction de classification),
car les agrégations générées seront trop élevées et impossible a ajuster avec une fonction d’activation de
classification comme SIGMOIDE, car sa pente est trop faible a haute valeur d’agrégation.

e La fonction RelLU est réputé pour bien propager I'erreur en raison de sa pente de 1. Cependant, si sont
activation est toujours négative peu importe le vecteur d’entrée, le neurone sera alors « désactivé » ou
« mort ». Ainsi, il y aura moins de neurone pour mettre a jour le réseau. Ainsi, il est souhaitable d’utiliser un
grand nombre de neurones dans une couche avec la fonction d’activation ReLU. Pour éviter ce probleme, il
existe des stratégies de normalisation comme la fonction batch-normalisation (voir section 6.3).
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La fonction Leaky ReLU

gz si z<0
zsiz>0

LReLU(z):{

} oubien LRelLU(z)=max(sz,2)

avec ¢ € [0,1[, mais traditionnellement £ =0.1

dLReLU(z) |[&si z<0
dz “1siz=0

La fonction Randomized Leaky ReLU (2015)

On peut également faire une variante de cette fonction ou & peut étre déterminé aléatoirement dans
I'intervalle ¢ € [O,gmax] OU &, estinférieur a 1 pour chacun des neurones a activer par la fonction.

La fonction ELU

.....

Exponential Linear Unit ELU

ELU(Z):{ z s zzo}

g(eZ —1) si z<0
avec € € [0,1[, mais traditionnellement £ =0.1

dLU(z)_{ 1 siz=0 }

dz  |ELU(z)+& si z<0
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La fonction swish

swish(z,x) = yw(z,x)=

1+e™*
0 1
—W=G+K‘ZG(1—O') avec o=——
oz l+e
0
et v _ 220'(1— 0')
oK
3 Swish
k=1
2
1
0 -
—5 —4 -3 -2 -1 [0} 1 2 3

https://medium.com/@neuralnets/swish-activation-function-by-google-53e1ea86f820

Le nom « swich » pour sigmoid and wish (développée par Google) permet a cette fonction de changer de
comportement selon la valeur du paramétre x qui peut étre considéré par un réseau comme une constante
ou comme un parametre pouvant étre entrainé (il y aura un parametre x pour chaque neurone U lors de
I'activation d’une couche de neurones). Ainsi, entrainer le parametre x permet au réseau selon le type de
donnée de choisir le format idéal de courbure de la fonction pour I'activation de I'agrégation.

e Si k=1, lafonction est équivalente a la fonction f (Z) =Z G(Z) (sigmoid-weighted Linear Unit, SiL).

e Si k=0, lafonction est équivalent a la fonction linéaire f (Z): E .

e Si xk —> 0, la fonction est équivalent a la fonction RelLU f(Z) = max(O, Z).

https://sefiks.com/2018/08/21/swish-as-neural-networks-activation-function/
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Preuve : (version ou [ =k)

%:i[ 2, j
GZU azu 1+e_ﬂzu
al//u 1 82u 6 1
= = Y4z — :
6Zu 1+e By 6Zu azu (1+e Bz, ]
= a‘//u = 17 + Zu i(1+ e*ﬂzu )—l
oz, 1l+e’™ oz,
al//u l _IBZ 72 a _ﬂz
= _l 1 u —_— 1 u
= oz, 1+e’n +2,( )( +e ) o, ( +e )
L S M T
- oz, 1+e’™ (1+ e fu )2 0z, (e )
OV/U _ l _ Zu _ﬁzu\' a ~
- oz, S 1te’w (1+e—ﬂzu)2 (e /azu( /J’Zu)
al//u _ 1 _ Zu —ﬂzu ~ azu
- oz, l+e’ (1+e—ﬁzu)2 (e X ﬂ)ézu
W, _ et
- oz, 1+e”w thz, (1+e_,;zu )z

Si I'on effectue cette restructuration

e_ﬁ Zy

efri1-1 1

1+e™ -1

(1+e—ﬁzu)2 (1+e—ﬂzu)2 1+e ™ 1+e’™  1+e”™

et que I'on utilise I'expression

nous obtenons

O,

oy
oz

u

Note de cours rédigée par Simon Vézina
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3-alcie
o  op\1+e”

- W, i((1+e‘ﬁzu )_1)

op  "op
- W, (—1)(1+e’ﬁZu )7zi(l+e"““)
op oB
Wt ()0
= oB - (1+e,ﬂzu)2 (e g )8ﬂ( ﬂzu)
oy, _ 2,8’
S reny
8(//u B e Pu ~ ~ 1
%—ZUZO'U(]-—O'U) m—@u(l—du) et o, _1+e_ﬁzu
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La fonction softmax

La fonction d’activation softmax (fonction exponentielle
normalisée) permet de générer une activation strictement
positive dont la somme des activations sur I'ensemble des
parameétres de la fonction sera égale a 1. Ainsi, la fonction
softmax aura la forme d’une probabilité ou I’activation de la
fonction pour chacun de ses parameétres sera une
probabilité parmi I'ensemble des probabilités. Cette
fonction est régulierement utilisée comme fonction
d’activation a la toute derniere couche d’un réseau
(fonction de classification) afin de réaliser une classification
parmi plusieurs choix.

Multi-Class Classification with NN and SoftMax Function

probabilities

http://rinterested.github.io/statistics/softmax.html

Illustration de la distribution des probabilités générées par les
activations des agrégations de la couche.

Avec sa nature probabiliste, I'activation correspondra a la probabilité que le réseau accorde a un choix de la
classification ou I’'ensemble des choix possedent une probabilité de 1.

Fonction

Dérivée partielle

Z:(zl,zz,...,z#,...,zN)

et uell,N]

et

a5s,(2)

—ut/_-S (5, =S
aZk u( uk k)
Ow =1,0, =0

(delta de Kronecker)

Preuve :

Effectuons la différentielle de la fonction softmax Sﬂ()‘() par rapport a la variable X, € X :

N 0| ed

= dS“(X):ZGT . X,
k=1 Kk exi
2
- dsu(x)=§ & dxu+i§ € lx,
u exi kit k eXi
ze) BT

o) _ 1 N x,i X ) xui :

= dS,(x)= ; > (e ) e > (.21:

Note de cours rédigée par Simon Vézina
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x #

= dS,(x)= - {Ze et —elet }dx —kZ:: ——etdx,
5] H(E)

Xy Xy N X, Xk
= dS,(x)= Ne 1- Ne dx, = > Ne Ne dx,
Yer| Y| Eyer e
i=1 i=1 i=1 i=1
N
= dS,(X)=S,-S,)dx, — > S,S, dx,
o
N
= dSu (X): (Su SuSu )dxu Zsusk dXk
k=1
k=-u

La stratégie sera d’unifier nos deux dérivés par I'ajout d’un « rien stratégique ». Introduisons alors le delta de
Kronecker*

S, ot S, =1cetd, =0 Vuke[LN]

Ainsi, nous obtenons :

N
ds,(x)=(s, —S,S, Jdx, —Z:SUSk dx, (équation précédent)
o
= dSu(X)=( uu u )dX +z uk SuSk )dxk
k:tu
N
= dS,(X)=D(54S, —S,Sy X,
k=L
N
= dS,(x)=5,2> (S — S, )dx,
k=1

L’expression de la différentielle prendra la forme

aS,(x)
——2=5 (5, —S
an u( uk k)

sous la notation de la dérivée partielle. m

4 Référence : https://en.wikipedia.org/wiki/Kronecker delta
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La fonction softmax numériquement stable

. . Z, . . ..
En raison de I'expression€™ requise dans le calcul de la fonction softmax, une erreur numérique peut se
propager lors d’'une implémentation dans un programme informatique. Par exemple, lorsque z, =40000, la
fonction softmax Sﬂ (Z) peut engendrer un calcul numérique correspondant & oo/oco ce qui donne une valeur

indéterminée (NaN, not a number en Java).

Afin d’augmenter la stabilité numérique de la fonction softmax Sﬂ(Z), il est préférable de définir la fonction

sous la forme suivante puisque la fonction softmax est invariante sous une translation M sur I'ensemble des

composante Z, du vecteur 7 :

Fonction Dérivée partielle
Z,—m
R e’ -
S, (z)=o—— avec z=(zl,zz,...,zy,...,zN) 85, ()
Zez,—m oz = Su (5uk - Sk )
i=1 k
ou ,ue[l,N] et S =1,04 =0
_ ( ) (delta de Kronecker)
et m=max(z,,2,,..2,,.., 2
En réalisant une translation sur la valeur m= max(zl 12y L, ,...,ZN) correspondant a la composante la plus

grande du vecteur Z, nous obtenons la plus grande valeur numérique =1 et la plus petite valeur
numérique possible étant € =0. Ainsi, Sﬂ(Z) ne pourra jamais donner une valeur numérique indéterminée.
Preuve :

Soit la translation C appliquée a la fonction softmax, démontrons que le résultat sera équivalent au résultat
sans translation :

z, c 7, c
Sﬂ(i)z Ne ) = Sﬂ(Z)zg—c Ne ) (Multiplier par E_C)
e e
= =
eZ”‘FC
= S”(Z)= - (Propriété des exponentiels : e%” =e**)
zezi+c
i=1
=  S,(z)=5S,(z+¢) c=(ccc,..,c)ouc, =cC

Note de cours rédigée par Simon Vézina Page 17 sur 30



La fonction d’erreur

La fonction d’erreur®> C, évalue la différence entre les Y

Estimated
, L , N .
valeurs calculées a( ) par le réseau de neurones a partir Line

d'un vecteur dentrée a) avec les valeurs finales
attendues Y, associées au vecteur d’entrée. Si le réseau

reproduit exactement les valeurs attendues pour un vecteur

d’entrée a(), alors l'erreur sera nulle et aucun

apprentissage ne sera possible pour ce vecteur. Autrement,
la fonction d’erreur sera utilisée pour mettre a jour les poids

WY et biais b\ du réseau. X

Mathématiquement, la fonction d’erreur prendra la forme  http://wiki.fast.ai/images/5/55/Linear line w_cost function.png

de I'équation suivante : L’objectif de la fonction d’erreur est d’évaluer I'écart entre une

WL L) valeur calculée et une valeur désirée (Estimated Line).
C =C(au ,yu) et Ue [0, N —1]

Il existe plusieurs fonctions d’erreur. Le choix dépendra de la fonction d’activation utilisée a la derniere couche
du réseau.

La différentielle de la fonction d’erreur

L’expression de la différentielle de la fonction d’erreur
c=cla".y,) o uelo..NU 1]

est égale a I'expression suivante :
N()_g aC
dc=y o5

(Différentielle de la fonction d’erreur)
Preuve :

Soit la fonction d’erreur
c=cla",y)

avec ie[O...N(L)—l] étant l'indice de sortie de I’activation. Appliquons la différentielle sur la fonction

N1
dc= > [ﬁda&u@dyi]
a.

i=0

d’erreur ce qui nous donnera

Puisque dy; =0 Vie [O N —l], nous obtenons

N1

dC = z | . m

511 existe plusieurs synonymes a cette fonction : Error, Cost, Loss.
Note de cours rédigée par Simon Vézina Page 18 sur 30


http://wiki.fast.ai/images/5/55/Linear_line_w_cost_function.png

La fonction d’erreur linéaire

En construction ...

Fonction Dérivée partielle
N(L)fl aC
— — ) _ —=1
C= ;Ci avec C, =4 Y, aai(”
ou y;: Valeur attendue pour le neurone i.

L . -
ai( ) : Valeur obtenue par le réseau pour le neurone 1.

La fonction d’erreur quadratique

En construction ...

Cette fonction porte également le nom populaire « d’énergie » pour son comportement quadratique tel que
I'énergie cinétique K =0,5mv2.

Fonction Dérivée partielle
N 1 ac
- _2(gW_y ¥ = =all_y
C= ;Ci avec C, = E(ai - yi) el a " =Y
ou y;: Valeur attendue pour le neurone i.

L , .
ai( ) : Valeur obtenue par le réseau pour le neurone 1.

La fonction d’erreur cross entropy

En construction ...

(L)

Cette fonction est utilisée lorsque Y, et a; ' correspondent a des distributions de probabilité. On utilise

habituellement cette fonction d’erreur lorsque la derniere activation est la fonction softmax. Ce choix permet
des optimisations dans les calculs de I'apprentissage.

Fonction Dérivée partielle
N(g oC Y,
= - (L) =i
C= 2 C, avec C =-v In(ai ) sa ‘ai(L)‘
ou Y,:  Valeur probabiliste attendue pour le neurone 1.

L - . H
ai( ) : Valeur probabiliste obtenue par le réseau pour le neurone 1.
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L’apprentissage

Le gradient de la fonction d’erreur

Le gradient de la fonction d’erreur VC qui dépend
des dérivées partielles

oC
owt)

uv

oC
‘ o)

e

par rapport au poids WL(:,) et biais bl(lk) d’un neurone

U d’une couche kK permet d’évaluer a quel point ces
parametres du réseau influencent le calcul de
I'activation du réseau pour un vecteur d’entrée a®.
Le calcul du gradient dépendra du type de réseau, du
choix de la fonction d’erreur et de I'activation du

vecteur d’entrée choisi. Sa valeur changera apres
chaque modification du réseau (modification de WL(JC)
et bL(Jk)) et tendra vers zéro lorsque la fonction

d’erreur sera minimisée.

3

ST,
IR

SRIRIAL

5

0,'/;;;;:':

o
o
R

https://www.sciencemag.org/news/2018/05/ai-researchers-allege-
machine-learning-alchemy

Le gradient de la fonction d’erreur permet de savoir dans quelle direction
il faut modifier les parametres du réseau afin de réduire I'erreur sur
I'ensemble des données d’entrainement.

Puisque I'objectif de I'apprentissage sera de réduire la valeur de la fonction d’erreur pour I'ensemble des
données d’entrainement, évaluer le gradient permettra de savoir la direction et le dosage du changement a

apporter aux parametres WL(JC) et blfk) afin de réduire I'erreur. Puisque le gradient pointe vers une hausse de la

fonction d’erreur, il faudra modifier les parametres Wﬂt) et blgk) dans le sens contraire du gradient.

Le déplacement dans la fonction d’erreur sera orienté
par le gradient de la fonction d’erreur VC, mais
I'ampleur du déplacement sera pondéré par un
facteur portant le nom de taux d’apprentissage
(learning rate).

Le taux d’apprentissage « influence fortement le
rythme de I'apprentissage. Cependant, il influence
également la qualité de la convergence de la solution.
Il est traditionnellement difficile a déterminer un taux
d’apprentissage idéal. Les taux traditionnellement
utilisés sont les suivants :

0.001,0.003,0.01,0.03,0.1et0.3

Note de cours rédigée par Simon Vézina

loss

low learning rate

high learning rate

good learning rate

epoch

https://towardsdatascience.com/gradient-descent-algorithm-and-its-
variants-10f652806a3

Graphique de I’évolution de la précision du réseau en fonction du nombre
de donnée analysé dans I'apprentissage.
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L’algorithme de I'apprentissage

Afin que le réseau puisse réaliser un « apprentissage », il faut modifier I'ensemble de ses poids

W(k) et biais

uv

k) . .. . e . . a
blf ) judicieusement afin de minimiser la fonction d’erreur C pour un ensemble de données d’entrainement.

Si ces données sont préalablement connues®, le réseau réaliser un « apprentissage supervisé ». Cette méthode
itérative porte le nom de rétropropagation du gradient (backpropagation). et bgk)

A partir du gradient de la fonction d’erreur VC, nous pouvons modifier les paramétres Wﬂt) et blfk)du réseau

grace aux équations suivantes :

Au réseau W

Poids W,

(k)

Biais b,"!

W™ =W —aVC

~ mod

W,

vu

(k) — k)

- wu

-

oC

G\N(k)

vu

bmod(k)

oC
8b(k)

u

b — o

u

ou

V"\'/VTod(k) ) bl:nod(k)

: Valeur modifiée d’un poids/biais (aprés apprentissage).

VT/\EE), bék) : Valeur d’un poids/biais a I'activation (avant apprentissage).
oC oC
—a\ﬁ(k) ) _8b(k) : Gradient de la fonction d’erreur pour un poids/biais de couche K .
vu u
a : Le taux d’apprentissage (learning rate) o >0.

5 Si les données d’entrainement ne sont pas connues, I'entrainement sera « non supervisé ». L’apprentissage par
renforcement propose une technique pour générer des données d’entrainement dont la qualité augmente avec la

progression du I'entrainement.
Note de cours rédigée par Simon Vézina
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La propagation du gradient

Le gradient de la fonction d’erreur C noté VC par rapport aux paramétres de poids VT/\(,E) et biais blfk) de

toutes les couches du réseau dépend du choix de la fonction d’erreur, mais plus explicitement du choix et de
I’ordre des fonctions a I'intérieur du réseau.

Dans un réseau simple’, il n’y aura que des fonctions d’agrégation

29 =209 Y, &Y, b))

u u

et des fonctions d’activation a un neurone®

dans l'ordre
a” 570 5a® 570 538V 5 570 580 50 a0 5 570 55
ou
a") sont les entrées du réseau et a™ sont les sorties du réseau (I’activation du réseau).
En exploitant le concept mathématique de la différentielle d’une fonction et de la dérivée en chaine

dy _dy du
dx du dx

nous obtenons |'expression suivante pour la différentielle de la fonction d’erreur :

(Propagation du gradient de profondeur n = 1)

Cette lourde équation permet d’accéder aux équations nécessaires pour évaluer I'ensemble des termes

oC oC
) Al

permettant de connaitre comment on doit modifier tous les parameétres VT/SE) et bék) a l'aide de I'équation de

I'apprentissage

Fmod) _ ) _ 5Sk) et it _pk) _,_0C
vu vu a\Nvu u u abék)

du réseau pour que celui-ci converge vers la fonction que I'on désire reproduire. Pour bien suivre la séquence
des modifications, nous procéderons par plusieurs étapes qui seront présentées dans la suite de ce texte.

7 Un réseau avec normalisation aura une fonction supplémentaire a traité dans le calcul de la dérivée partielle de la
fonction d’erreur.
8 Une fonction d’activation a un neurone nécessite seulement une valeur au calcul comme la fonction sigmoide.
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Preuve :
Soit la fonction d’erreur C = C(ai(L), Yi ), nous obtenons alors la différentielle suivante :
*+ oC
dC= > ——-da
i 08

Avec une fonction d’activation ai(L) = ai(L)(zi(L)) a un neurone telle que la différentielle est égale a

ceci qui donnera la différentielle suivante :

Avec la fonction d’agrégation Zi(L) = Z-(L)(agL"l), wik) b-(L)) telle que la différentielle est égale a

aa(_L—l) i awﬁ:.) ji abi i

ceci nous donnera la différentielle

= oa") oz" gal o e T ) ap T

N (L) (L) (L)
izt =y (&i da(.L‘l)+8Z—‘dv~\/(..L)]+az—‘(L)db-(L)

N(bg (L) NEDa (L) (L) (L)
dC= > A e (az—ida@%—azi dw@>]+—azi db.(L)]

gue nous pouvons réécrire de la fagon suivante :

s e, e
s ol & amm Wi o dh
ac aa,( o OWj b

D20 s 0

dC = Z

—i—dal*
(L-1) =%

= 0a

(Propagation du gradient de niveau n = 0)

Si nous continuons a développer la différentielle au niveau n=1, utilisons la fonction d’activation

agL’l) = a(jL’l)(ZgL’l)) telle que la différentielle est égale a
oal-
(L1) _ i (L-2)
da; ™ = P dz;

j

et ceci nous donne I'expression suivante :
(L-1)_ L
N 8Zi( ) oy azl( )db.(L)
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Avec la fonction d’agrégation ZEH) = Z(jL_l)(aIEL"Z), V~\/|£J ), bEL 1)) telle que la différentielle est égale a

N(-2)_g (L 1) 82(" -1) aZ(L -1)
|_ 1) j L )+ j dW(L -1) i db(Lfl)
kz;, [ |(< anEJL -1) J 8b£" -1)

ceci nous donnera la différentielle suivante aprés réorganisation des termes :

(L)
Nt aZI(L) d"(,!-) .\ 6Zi((")) ibV
“‘ | L 1
= 6Wji G/}
(L) (L-2)_. = _
dcC = Zl i aaL ST i B g
L (= 6Z(L) aagL—l) = aw&jL—l) ki abJ(L—l) i
+ Z aa(_l-l 02D N2y A (L)
j=0 j j 0z; (L-2)
+ da
(2 Y
k=0 09

(Propagation du gradient de niveau n = 1)

En fixant les indices 1 et j, nous pouvons évaluer les coefficients devant les termes dVTIEiL) et dbi(L) ce qui

correspondra aux dérivées partielles de la fonction d’erreur

oC oC
o = A

ji

par rapport aux paramétres de la couche L du réseau.
En effectuant la sommation sur 'indice i et en fixant I'indice j et K, nous pouvons évaluer les coefficients

L l L 1 . s . s . .
devant les termes de et db ) ce qui correspondra aux dérivées partielles de la fonction d’erreur

oC oC

et

5 (L-1) (1)
ow i ob i

par rapport aux parameétres de la couche L —1 duréseau. m
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Les équations de la propagation du gradient

L’équation de la propagation de I'’erreur de la fonction d’erreur

Lorsque I'on évalue le gradient de la fonction d’erreur C, nous allons devoir calculer comment une erreur
évaluée sur la fonction d’erreur sera propagée a I'ensemble des paramétres du réseau.

Ainsi, en appliquant la différentielle & notre fonction d’erreur C, nous pouvons évaluer I'expression suivante

(L)

pour évaluer I'erreur A7'" propagée par la fonction d’erreur C situé a la couche L du réseau pour le neurone

de sortie U du réseau :

Ala couche L

(,j(L) = aaa—((i) avec Ue [O, N —1]

u

Preuve :

Soit la fonction d’erreur C =C(al(JL), yu) ou Y, est la valeur attendue que le réseau devrait générer pour al(JL)

avec I'activation du vecteur d’entrée a'”). Appliquons la différentielle a cette fonction ce qui nous donnera le
terme de propagation de I'erreur de la fonction d’erreur pour le neurone U :

N g
dc=dcl@,y,) = dc=Y (ﬁdaﬁu;—cdqu
u=0

oa"’ u
Nt oC
= dC = UZ;‘ mdaﬁ” (dy, =0, car la valeur attendue ne varie pas)
N
_ S AClga(t) e _ 0C
= dC = UZ:(;AU da, = (A —W)

L’équation de la propagation de I'’erreur de la fonction d’activation

Lorsque I'on évalue le gradient de la fonction d’erreur C, I'erreur propagée par la fonction d’erreur sera
propagée a nouveau par la fonction d’activation, car celle-ci devra propager son erreur a la fonction

d’agrégation qui elle aura une influence sur les poids V"\'ISE) et biais bék).

Ainsi, en appliquant la différentielle a notre fonction d’erreur C, nous pouvons évaluer I'expression suivante

(k) (k)

s a s . . . . 7 s
pour évaluer I'erreur A7 propagée par la fonction d’activation @’ situé a la couche K du réseau pour le

neurone de sortie U de la couche K du réseau :

A la couche L A la couche k
(k) (k)
A = A Zj;‘k) avec Ue [0, N ®) —1] A0 = A Zj;’k) avec Ue [0, N —1]
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Preuve :

k)

Soit la différentielle de la fonction d’erreur C dont I'erreur propagée a la fonction d’activation a® de niveau

u
de propagation kK = L —n est égale a I'expression

(k). (k)
dC = NzlA(k)da(k) avec da® = o, dz®)
= u u u azﬁk) u

ou A(l'f) est la somme des erreurs propagée depuis la fonction d’erreur vers l'intérieur du réseau pour

I’ensemble des fonctions entre la fonction d’erreur C et la fonction d’activation al(jk).

Le parameétre N est le niveau de profondeur dans la propagation de |'erreur dans le réseau. Il est a noter que
N=0 lorsque I'erreur est propagée par la derniére couche du réseau et n =L lorsque I'erreur est propagée a
la 1" couche du réseau.

Développons I'expression afin d’évaluer I'erreur qui sera propagée par la fonction aSL) :al.(lL)(ZEIL)) pour

chaque neurone U de cette fonction a la fonction d’agrégation ZSK) :

N N (k) (L)
_ N AK)ga ) _ () 08" 1) L _%"
mu_éqﬂ% = dc_z;Aem“m“ (da _&mmu)
N oa)
= dC= 3 AV = (87 = A0 k)
u=0 u

L’équation de la propagation de I'erreur de la fonction d’activation a plusieurs
neurones

Pour évaluer la propagation de I’erreur d’une fonction d’activation a plusieurs neurones auf””(k) = fuf“"(k)(i(k)),

il ne suffit que d’effectuer une sommation sur I’ensemble des neurones sous la forme suivante puisque toutes

(k)

les valeurs d’activation ont été influencées par toutes les agrégations 7,/ :

A la couche L A la couche k
Nk oa) 0 ®
A?ff””( J = S AC) e actull(k) N A(K) oa;

avec UuU,pe [O, N(k)—l]

avec

u,pelo,N® -1

Preuve :

Soit la différentielle de la fonction d’erreur C dont I'erreur propagée a la fonction d’activation

full(k)
a, " —a (70 200 20 2K )
de niveau de propagation kK = L —n est égale a I’expression
N4 N(k>_1a full(k)
_ (n full(k) full(k) _ a (k)
dC = ZOAU dau ou dau = ; sz
u= = P
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correspond a la différentielle de la fonction d’activation a plusieurs neurones.

full(k)

Développons I'expression afin d’évaluer I'erreur qui sera propagée par la fonction a, pour chaque neurone

U de cette fonction a la fonction d’agrégation sz) :

N e ) N3 (k)N(kLl@al(,k) @ i) N(k)_laafull(k) ©
u _ u
dC = ZAU dau = dC = Au Z Wdzp (dau - Z Wdzp )
u=0 u=0 p=0 Zp p=0 Zp
N Nk (k)
= dC = A(l'f) aaz’k) dzg‘) (Factoriser la sommation sur p)
p=0 u=0 aZp
NK_g NG oak)
= dC = AR 2P _ gz ®) (Inverser indice p <> U)
Pzl
u=0 p=0 u
N N oa)
= dC= Y Avlg) o (A0 = 3 A e
- 0z
u=0 p=0 u

L’équation de la propagation de I'’erreur de la fonction d’agrégation

Pour évaluer la propagation de I'erreur d’une fonction d’agrégation Zl(Jk) et le gradient de la fonction d’erreur
par rapport au poids et biais d’une couche, nous pouvons évaluer les expressions suivantes :

Propagation de I'erreur Gradient d’un poids Gradient d’un biais
N () aC oz aC oz
2(k) _ N7 plk)_OZ _ Al 9Ly _ Al 0L
A oy~ Gy T T
ot uelo,N®-1] et velo,NKY_g]

Preuve :

Soit la différentielle de la fonction d’erreur C dont I'erreur propagée a la fonction d’agrégation Zt(lk) de niveau
de propagation k = L —n est égale a I'expression

N1 N(k-1)_q (k) (k) (k)
_ (K)o (k) X ) _ 0z, k1), 04 =~k |, 0% ()
dC = UZ:(;AU dz| ou  dz¥= ; (8av"‘1 da, +—8v~v§5) . +8T§k7db”

Développons I'expression afin d’évaluer I'erreur qui sera propagée par la fonction Zﬁk) pour chaque neurone U

de cette fonction a la fonction d’activation d’entrée a\sk_l) ayant un nombre de neurones V différents :

dc = > A¥dz
u=0
(k)_ (k-1)_. K Kk k
S do= ST A gaen , O o), 2 g
~ u o aaSkfl) v aVT/\SE) vu abék) u
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(réorg. et inv. ordre sommation)

—_

u aa‘Ekfl)

() oz

Nk
(A= 3 A
u=0

)
T
4
=
< ©
Pas
o X
>
I 4
T
]2 L IANT
¥y N>
z =z
[ +
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Le tableau récapitulatif des équations de la propagation du gradient

Afin d’évaluer les dérivées partielles

oC

ot

vu

oC

et pg

de la fonction d’erreur par rapport a tous les poids et biais de toutes les couches dans une séquence

d’activation tel que

a” 579 5a% 570 5 5. 570 58l 50 Sk 5 570 58,

nous devons calculer efficacement la différentielle de la fonction d’erreur.

En exploitant le concept de propagation de |'erreur AL

inverse de I'activation, nous obtenons la séquence

(k)

de chacune des fonctions du réseau dans 'ordre

C—oa"-zM 5. sa 5720 550 570 5 5a® 570 580 570 A0

les équations suivantes :

Propagation de I'erreur AL

(k)

Propagation de niveau

Propagation : ct

Propagation : a(L

)

Indice des neurones

Propagation de niveau
n ot k=L-n

Propagation : A

Propagation : a("

n=0 tel CH —al tel a) -z
c(L) _ oC a(L c(L aa(L) L
V=0 A = 450 s uelo,N® -1
L>L-1 - -
(propagation de couche) P.S N1 aa('-)
La fonction d’erreur possede le méme Aaf full(L) = Z AC(L) p
nombre de neurones que la couche L u p=0 P GZL(JL)

)

Indice des neurones

k >k-1

(propagation de couche)

tel 20 —a? tel 2 — 7z
N (k) (k)
0z 0a
A = N k) Ao = At 2 uelo,N®-1
v Z:o: u aa\(lk—l) u u 525” [ ]
P.S NOE Ga(k)
Puisqu’il h td he, il —fu 7(k+ _
s chomgementdunombrede | Ay = Y AT o | velo,NCY ]
neurones passant de u a v. p=0 aZu

Gradient de la fonction d’erreur par rapport a aux parametres \TV\SE) et bSk)du réseau

ozl
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Appendice

Les notations

Voici une liste des notations utilisées lors de la présentation des concepts du réseau de neurone :

* . Indice de la couche d’entrée.

K : Indice d’une couche de neurones. La premiére couche débuta k =0.

L : Indice de la derniére couche du réseau de neurones (K e [O, L]). Puisque la numérotation en
informatique des couches débute 8 kK =0, un réseau aura alors L +1 couches.

I, ] : Indices utilisés pour désigner un neurone particulier d’'une couche de neurones.

k
a( ) : Les valeurs de tous les neurones de la couche K .

a™ . valeur du neurone i de la couche K.
N(k) . Le nombre de neurones de la couche K . Ainsi a(k) = {a(()k),al(k),...,a-(k),...,a(k) }

70 Les agrégation de de tous les neurones de la couche K.
(k-1)

Zi(k) :  L’agrégation du neurone | de la couche K. Ce calcul nécessite des valeurs de neurones a; d’une
couche précédente k —1, des poids Wi(l}) et d’un biais bi(k).

W(k) : Les poids de tous les neurones de la couche K.

Wi('}) . Le poids du neurone agk_l) dans I'agrégation Zi(k) du neurone i de la couche K.

b®) . Les biais de tous les neurones de la couche K.

bi(k) :  Le biais dans I'agrégation Zi(k) du neurone i de la couche K.

C : Lafonction d’erreur.

n: Indice du niveau de profondeur dans la descente du gradient. On utilisera une notation tel que alt"

pour désigner la valeur des neurones en itérant a partir de la fin du réseau.

a :  Letaux d’apprentissage a >0.
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