Chapitre 2.7 — Les quaternions

La structure du quaternion

Le quaternion® @ est une structure mathématique a 4 composantes Quaternion
d,. Oy, 0, et g, regroupant un nombre réel et trois nombres multiplication
hypercomplexes ou la multiplication de ses nombres n’est plus * 1|1 |] |k
commutative. 1)1|i|j|k
On peut représenter sous les formes suivantes : i| |-l k
. . . jlJj| k1|1
En composante Représentation complete
k| k|j|—-i -1
q= (qw 05,0y, qz) q= q, + qxi +q, j+ qzk https://en.wikipedia.org/wiki/Quaternion

ou q, : Composante constante du quaternion.
q, : Composante hypercomplexe 1 du quaternion.
i : Terme hypercomplexe 1 du quaternion (nombre hypercomplexe i* = -1).
q, : Composante hypercomplexe 2 du quaternion.
j : Terme hypercomplexe 2 du quaternion (nombre hypercomplexe j* =—1).
g, : Composante hypercomplexe 3 du quaternion.
k : Terme hypercomplexe 3 du quaternion (nombre hypercomplexe k* = —1).

Les termes hypercomplexes i, j et k se manipulent algébriquement comme des variables ou toutes
les simplifications sont réductibles a une expression de 1, i, + j ou £k mais qui ne sont pas

commutative. La multiplication de deux termes identique respecte la regle des nombres complexes et la
multiplication de deux termes différents respecte la régle de la main droite? :

Produit a 2 termes

1.1=1 i1=i jl=j k-1=k

1i=i iizi?——1 ji=ji=—k k-i=ki=j
1j=] i j=ij=k ij=jt=-1 k-j=kj=—i
1.k =k ik=ik=—] jk=jk=i KoK =K? =1

Produit a 3 termes différents

ijok=ijk=-1 K-i-j=Kij=-1 jokei-=jki=-1

k-j-i=kji=1 ik j=ikj=1 joik=jik=1

1 Référence : https://web.cs.iastate.edu/~cs577/handouts/quaternion.pdf
2 Laregle de la main droite est utilisée lors du produit vectoriel entre deux vecteurs.
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L’addition des quaternions

Soit deux quaternions @, =(a,,b,,c,,d,) et G, =(a,,b,,c,,d,), alors I’addition @, +q, des deux
quaternions sera ¢gal a I’expression suivante :

G+, =(a +a,)+ (b +b,)i+(c, +¢,) j+(d, +d, )k

Propriéte :
e Lasomme de deux quaternions est commutative : g,+0,=0,+0q,

La multiplication d’un quaternion par un scalaire

Soit un quaternion g = (qw ,qx,qy,qz) et un scalaire «, alors la multiplication par un scalaire «q

d’un scalaire avec un quaternion sera égal a I’expression suivante :
aq=aq,+aq,l +aqyj +aq,k

Propriéte :

e Lamultiplication par un scalaire est distributive : (0, +0,)=af, +ag,

La multiplication des quaternions

Soit deux quaternions @, =(a,,b,,c,,d,) et G, =(a,,b,,c,,d,), alors la multiplication g, -G, =g, d,
des deux quaternions sera égal a I’expression suivante :

0,0, =a,a, - blb2 —CC, — d1d2
+(ab, +ba, +c,d, —d,c, )i
+(a,c, —b,d, +ca, +d,b,) ]
+(a,d, +bc, —cb, +d,a, )k

Propriéte :
e La multiplication de deux quaternions n’est pas commutative : 0,9, #0,0q,
e La multiplication est associative : (6,4,)d, =a,(q,q;)
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Le conjugué d’un quaternion

Soit un quaternion q = (qw ,qx,qy,qz), alors le conjugué @~ sera égal a I’expression suivante :

*

q =(a,.-9,.-9,.-4a,)
=qw_qxi_qyj_qzk

Propriétes :
e Le conjugué du conjugue : (A*)* =q
e [’addition du quaternion avec son conjugue : q+q =29,

e La multiplication du quaternion avec son conjugué: qq =q
e Le conjugué du produit de deux quaternions : (6,0,) =G, G,

Le module d’un quaternion (norme)

Soit un quaternion g = (g, ,qx,qy,qz), alors le module | ¢ || du quaternion sera égal a un scalaire
lall=+a'a

La normalisation d’un quaternion

correspondant a I’expression suivante :

Soit un quaternion g = (,,,4,,4,,9, ) oU |G| =1, alors ce quaternion pourra étre normalisé (obtenir un

module égal a 1) sous I’action du calcul suivant :

=

anr =

o))

L’inverse d’un quaternion

Soit un quaternion q = (qw ,q,,4,,9, ), alors I’inverse G ' du quaternion sera égale & I’expression

suivante :
. q
q =7t
El
Propriétés :
e La multiplication d’un quaternion avec son inverse : g '=q'q=1

Cas particulier :
Si g est unitaire (| G| =1), alors le quaternion inverse G est également son conjugué g ce qui

donne les propriétes suivante :

* * *

laj=1 = q'=q = qq =q7q=1
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Le quaternion unitaire

Un quaternion § = (g, ,qx,qy,qz) est unitaire si son module | q| estégal a1 (|q|=1). Ainsi, le

quaternion aura une structure mathématique particuliére :

la]=1 < q,+9°+q9, +q,° =1

Preuve :
laj=Jaa-1 = 1=d7q
= =( -q,j-q, k)(qw+qxl+q j+0.k)
1=q,0, ,—(a,Ja, -
— +(q qy + Qw (_qy)qz__ z y)i
+(a,0, - z+(—qy)qw+(—qz)qx)j
N

= g, +9,’° +qy2 +qf =1 =m

(CI q, + y_(_qy)qx+(_

a,)a, )k

Le quaternion représentant une rotation dans Oxyz

Un quaternion q = (qo,qx,qy,qz) peut représenter un état de

rotation autour d’un origine O dans un systéme de

coordonnée xyz (Oxyz) si le quaternion @ est unitaire

(Jaf=1.

On peut construire une rotation autour d’un axe unitaire
lj—(u uy,uz) tel que ||lj||:1 par rapport a l’origine de
Oxyz selon un angle @ a 1’aide de la construction suivante :

1 (0) ! (ej- ! (gj- ! (Qj
Qe =COS| — |+ U, SIN| — [i+u,sinf = |]j+u,sin| = |k
2 2 2 2

X y . }'.\l

https://en.wikipedia.org/wiki/Quaternions_and_spatial_rotation

Quaternion de rotation autour d’un axe €.

ol 0., : Quaternion de rotation, doit étre unitaire (| .| =1).

6 : Angle de rotation (radians).
u, : Composante x de I’axe de rotation (||lj|| =1).

u, : Composante y de I’axe de rotation (|| =1).
: Composante z de I’axe de rotation (||0|| =1).
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En inverse, tout quaternion q:(qo,qx,qy,qz) unitaire représente également une rotation. Nous
pouvons obtenir I’angle de rotation @ et ’axe de rotation U = (ux,u u ) a partir des calculs suivant

yr-z
sur le quaternion :
0 =2arcos(d) P.S. I'angle n'est pas unique !

”q”:l = lj — qx qy qz
sin

(612)'sin(6/2)"sin(6/2)

La rotation d’un vecteur position
Soit un quaternion de rotation ., = (o,d,.d,,d,) oU |60 | =1 et un vecteur position F = (r.r,.r.)
dans Oxyz, alors le vecteur r subira une rotation sous l’effet du quaternion g, autour d’un axe

A

U= (ux,uy , uz) par rapport a I’origine O d’un angle & a I’aide du calcul suivant :

P

frot = qrot FQo

avec F = (0’ l_;) = (0’ rX' yy ! rz) et I/;rot = (O' rot) = (O' rxrot’ yyrot’ rz rot)

ou r. - Quaternion associé au vecteur position ayant subi la rotation du quaternion q,, .
F : Quaternion associé au vecteur position initial (F = (0,F)= (O, P )).
d,, - Quaternion qui va appliquer la rotation sur le quaternion r .
d,, . Le conjugué du quaternion g,

L’accumulation des rotations

Pour réaliser une séquence de rotation dans un ordre précis a I’aide de plusieurs quaternions,
I’opération de I’addition n’est pas adaptée pour obtenir I’accumulation des rotations pour former une
rotation globale puisque 1’addition est commutative, mais qu’une séquence de rotation ne ’est pas.
Ainsi, nous utiliserons la multiplication des quaternions pour accumuler une séquence de rotation
puisque la multiplication n’est pas commutative.
Soit un quaternion de rotation @, représentant une 1'® rotation (rotation #1) et un quaternion de rotation
q, représentant une 2° rotation (rotation #2), alors le quaternion q,, représentant la rotation totale dans
la séquence de rotation #1 et #2 sera obtenu par le calcul suivant :
q1z = qqu
(séquence dans I’ordre de droite a gauche)

ou 0,, : Quaternion de rotation dans la séquence #1 et #2.

@, : Quaternion de la 1" rotation.

q, : Quaternion de la 2° rotation.
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La représentation matricielle d’un quaternion

Soit un quaternion g = (g, ,qx,qy,qz) oll | G||=1 permettant & celui-ci de représenter une rotation dans
Oxyz, alors la représentation matricielle R, en matrice 3 x 3 en multiplication gauche vers la droite

sera égal & I’expression suivante® :

1-2q,°-2q,° 2(0,9,-0,9,) 20,9, +a,q,)
Rq = 2<qqu +qqu) 1_2qx2 _2q22 Z(quz _qwqx)
2(qxqz _qwqy) 2(quz +qwqx) 1_2qx2 _quz

Soit un quaternion g = (g, ,qx,qy,qz) ol | G||=1 permettant & celui-ci de représenter une rotation dans
Oxyz, alors la représentation matricielle R, en matrice 4 x 4 en multiplication gauche vers la droite
sera égal a I’expression suivante®
dv —0x -4, —Q,
4 49w —9; 0,
e, 9, a4, -4

q, -9, 4q. Q.

8 Référence : https://en.wikipedia.org/wiki/Quaternions_and_spatial rotation
4 Référence : https://fr.wikipedia.org/wiki/Quaternion
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