Chapitre 2.5 — Les nombres complexes

La créativité d’une solution

En mathématique, la détermination des racines a un polynéme du
2° degré (équation quadratique) 223042
ax’ +bx+c=0

correspond a résoudre 1’équation

-b+VA . 2
x:b— ol  A=Db’-4ac .
2a
L o 0
Malheureusement, aucune solution réelle (R ) n’est admissible si  ~5 0 ~> 4

A <0 puisque

\/Z = \](_1 )|A| = \/m \/__1 https://fr.serlo.org/mathematiques/170812/fonctions-

quadratiques
et ’opération de racine carrée du nombre négatif tel que -1 L’exemple de Iéquation quadratique

, - . x? —3x +2 = 0 admet les racines x = { 1, 2} .
n’est pas définie pour les nombres réels. {12}
Ainsi, le polyndme aussi simple que

x?+1=0
n‘admet pas de racine réelle.
Preuve :

x2+1=0 = x2=-1

= x:iJ—_l et J—_leﬁ% [

Par contre, en introduisant la définition
i=y-1
ol i est élément des nombres imaginaires (i € Im), le polyndme x*+1=0 admettra deux racines

imaginaires
x> +1=0 = X =i

C’est ainsi que Jérome Cadran® en 1545 permis d’introduire la notion de nombre imaginaire dans le but
d’exprimer le nombre J-15 =i/15 requis pour obtenir I’ensemble des racines d’un polynéome du 3°
degré

ax® +bx® +cx+d =0.

1 Référence : https://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre imaginaire pur

Note de cours rédigée par : Simon Vézina Page 1


https://fr.serlo.org/mathematiques/170812/fonctions-quadratiques
https://fr.serlo.org/mathematiques/170812/fonctions-quadratiques
https://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_imaginaire_pur

Le nombre imaginaire

A partir de la définition du nombre imaginaire

nous pouvons établir les relations suivante :

i=V-1,

Sans coefficient au nombre imaginaire

Avec coefficient b e R

° |:\/—_]_

Y ’1_]_'—1'1:;:_|
i ii (1)
) 1
== =1
TR
T

bi =by/—1

1 1 i

NI

Nous constatons que les puissances entiéres appliquées a un nombre complexe se traitent facilement et
peuvent redonner des nombres réels ou des nombres imaginaires. Cependant, si I’on veut définir une

puissance non entiére (exemple: +/i), nous devrons étendre notre compréhension du nombre

imaginaire.

Le nombre complexe

En 1831, le mathématicien Carl Friedrich Gauss propose
de définir un nouvel ensemble de nombre regroupant les
nombres réels R et les nombres imaginaire Im sous le

nom de nombre complexe C tel que
C=Rulm .

Ainsi, nous pouvons définir

mathématique de
z=a+bi
ou
i=v-1 telque i?=-1 .
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un nombre complexe
z comme ayant une partie réelle a et une partie imaginaire
b tel que aeR et beR sous la représentation

% 0\
https://fr.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss

Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
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La fonction réelle Re et la fonction imaginaire Im

Soit z=a+bi, définissons la fonction réelle Re(z) tel que Im 4 _
z=a+bhi

et la fonction imaginaire Im(z) tel que

v

Im(z)=1Im(a+hi)=b

A partir de ces deux définitions, il est tout a fait raisonnable
d’interpréter un nombre complexe comme étant un point dans un
plan cartésien Réel-Imaginaire (Re-Im)

ou a est la coordonnée réelle du nombre complexe z

b est la coordonnée imaginaire du nombre complexe z Représentation d’un nombre complexe dans le
plan Réel-Imaginaire.

Dans la littérature, puisqu’il y a beaucoup de similitudes entre les opérations mathématiques
applicables sur les vecteurs en 2D et les nombres complexes, il est raisonnable de représenter
également un nombre complexe comme un vecteur en 2D dans un plan cartésien (voir schéma ci-haut).

Le conjuguer d’un nombre complexe

Un nombre complexe z=a+bi possede un niveau de Im 4
symétrie avec le nombre complexe a—bi en raison du fait b z=a+hi
que i°=-1. Cette propriété permettra de facilité la
manipulation des nombres complexes comme par exemple
lors de la division des nombres complexes.
Selon la préférence de 1’utilisateur (mathématicien et a Re
physicien), on dénotera deux notations :

157 e 157
Soit z, =&, +hji, alors le conjuguer d’un nombre complexe Z=a—bhi

correspond a Dans la représentation en plan cartésien Re-Im, un

77 =7 —a T bli nombre complexe et son conjuguer posséde un
=h=4 =9+ axe de symétrie avec 1’axe réel.

*

g

A partir de la définition du conjuguer, nous pouvons rendre calculable les fonctions Re(z) et Im(z)

de la fagon suivante :

Re(z)=¥:a et Im(z):%:b

Preuve :
La preuve est laissée en exercice a ces notes de cours.
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L’addition des nombres complexes

Les opérations mathématiques que 1’on peut appliquer aux Im 4
nombres complexes sont tres variée et plus nombreuse que sur z,=a,+hi
les nombres réels en raison des deux composantes (réelle et
imaginaire) du nombre complexe. Les opérations les plus 1=1+1,
¢lémentaires sont 1’addition et la soustraction qui s’effectuent &, )
comme des manipulations en algebre de base ou i se manipule Fo by
tout simplement comme une variable. N Re;
Soit z, =a, +hji et z, =a, +b,i, alors ’addition de deux e ta,
nombres complexe correspond a — i
p p Z,=a,+h,
2=2+2,=(a,+a,)+(b+b,)i
et Si I’on représente un nombre complexe comme
) étant une fléche dans le plan Re-Im, 1’addition
1=71—-1,= (31 -4, ) +(b1 —b, )l correspond a mettre les fléche bout-a-bout.

La multiplication d’un nombre complexe par un nombre réel

La multiplication d’un nombre complexe par un nombre réel Im 4
s’effectue  par une simple distributivit¢ (avec deux
multiplications) du nombre réel sur les deux composantes réelles

[ a<0 et |a|>1]

A . z,=a, +hi
et imaginaires du nombre complexe. En comparaison avec les L =8, +D,
vecteurs en 2D, cette opération s’apparente a la multiplication
d’un vecteur avec un scalaire. O(bl

Re

Soit z, =a, +bji et o R, alors la multiplication d’un nombre
complexe avec un nombre réel correspond a
Z=az =aa +obi

Preuve : Z=az §
. . La multiplication d’un nombre complexe par un
I=a1, = Z= 06(31 + bll) (z,=a,+hi) nombre réel correspond a redimensionner la
longueur de la fléche de la représentation du
= z=caa +obi wm (Distributivité) nombre complexe.
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La multiplication d’un nombre complexe par un nombre imaginaire

La multiplication d’un nombre complexe par un nombre
imaginaire s’effectue par une simple distributivité¢ (avec deux
multiplications) ou il y aura inversion des composantes réelles et
imaginaires qui auront été multipliées par la composante du
nombre imaginaire avec un changement de signe.

z, =a +hi

>
»

Soit z, =a, +hbji et fgielm, alors la multiplication d’un nombre 4 Re
complexe par un nombre imaginaire corresponda e —pb,

z=piz,=—pb + Baji [ p>0et|p]>1)

Preuve :

z=piz

. . . La multiplication d’un nombre complexe avec un
z=pi(a +bij) (z,=a,+hi) nombre imaginaire réaliser une permutation dans
les composantes réelles et imaginaire tout en
z=pai+phi’ (Distributivite) réaliser un redimensionnement.

z=paj+pb(-1) (i*=-1)
z=-pb +pai m (Réorganiser)

R

La multiplication de deux nombres complexes

La multiplication de deux nombres complexes ensemble

s’effectue également par une simple distributivité (avec 4

multiplications) de deux composantes réelles et imaginaires du Im
1°" nombre complexe avec les deux composantes reelles et

imaginaires du 2° nombre complexe. En comparaison avec les z, =a +hi
vecteurs en 2D, cette opération n’est pas supportée prouvant

ainsi que les vecteurs et les nombres complexes ne sont pas  Z, =a, +Db,i
identiques, mais ayant une portion de leur algebre en commun.

A

>
>

Re
Soit z, =&, +hbji et z, =a, +Db,i, alors la multiplication de ces |
deux nombres complexe correspond &  |z=(aa,-bb,)
Zzzlzz:(aiaz_b1b2)+(aib2+a2b1)i +(a1b2+a2b1)i
(version standard)
et La multiplication de deux nombres
) complexes génere un résultat ou la longueur
1=27,= (alaZ + blb2 ) + (a2b1 - alb2 )I et I’orientation de la fléche change.

(version avec conjuguer)
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Preuve : (avec z=12,2,)

1=17,1, =  z=(a +hi)(a, +b,i)

z=a,a, +ab,i+bjia, +bjib,i

Z=aa, +abyi+abji+bb,i’
z=aa,+abi+abi-bb,
z=(aa,—bb,)+(ap,+ah)i =

O

(Remplacer z, =a, +hbii et z, =a, +Db,i)
(Distributivité)

(Réorganisation et simplification)
(Remplacer i* =-1)

(Factoriser i et regroupement Re et Im)

La multiplication d’un nombre complexe avec son conjuguer

Lorsque I’on manipule des nombres complexes, il est souvent
pratique de manipuler ces nombres afin d’en retirer leur
composante imaginaire. Ainsi, ces nouveaux nombres peuvent
étre associes a des grandeurs physiques observables.

Pour ce faire, si ’on multiplie un nombre complexe z par son
propre conjuguer Z , nous retrouvons un nombre réel zz .

Soit z, =a +hi et zZ =a —bi, alors la multiplication d’un
nombre complexe par son conjuguer correspond a

- 2 2
I=707=9q +b1

7=27 =  z=(a +hji)(a —hi)
z=(aa— (b)) +(a(-b)+ab)i

= z=a’+b’ n

U
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Im ¢
1-27, z=a+bi
, , b
=a +h
......................................... S
a  Re
Z =a—bhi

La multiplication d’un nombre complexe par
son conjuguer génére un nombre réel dont la
valeur correspond a une relation de
Pythagore.

(Remplacer z, =a, +hji et Z =a —bji)

(21 Z, :(aiaz _b.l.b2)+(a:l.b2 +azb1)i )
(Simplifier)

Page 6



Module d’un nombre complexe

Puisque la représentation d’un nombre complexe est associée a Im 4
un systeme de coordonnée Re-Im dont les deux axes sont
géométriquement alignés perpendiculairement, nous pouvons r= \/m b ’
confirmer qu’une relation de Pythagore est admissible. Ainsi, e Z=a+bhi
un nombre complexe z=a-+bi peut étre représenté a ’aide

d’un triangle rectangle ou a est le coté adjacent et b le coté M

opposé pour former une hypoténuse de longueur r =+/a2 +b? . a Re

Soit z, =a, +hji, alors le module du nombre complexe
correspond a

|z|=\z2Z =Va*+b?
Le module d’un nombre complexe correspond a

la longueur de ’hypoténuse d’un triangle
Preuve : rectangle.

2=Vt = [a]=\a7 b (Remplacer 2, =3 +1)

Puisque le nombre dans la racine carrée est réel, alors I’expression est calculable. m
L’inverse d’un nombre complexe

Soit z, =a, +hji et z, #0, alors I’inversion du nombre complexe z, correspond a

A
. 2,7
= Zl_l = —=
Zl
a_ ) (_b )
a’+b’) (&’ +b’
Preuve :
z=7" = =L (Réécriture en fraction)
Zl
17 - Z
= z1=—= (Mutiplier par 1=—)
2,7, 4
= Z= Z—l_ (Résultat en expression complexe)
Zl 1
e . b, » (Remplacer z,Z, =a°+hb’ et Z, =a,—bji)
a’+b” ) \a’+b’
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La division des nombres complexes

Soit z, =a, +hji et z, =a, +b,i tel que z, =0, alors la division du nombre complexe z, par le nombre
complexe z, correspond a

Preuve :
Z

z=-1
22

7=1
7= 2,7,
Zzzé
7= 2,7,
2 2
(a2 +b, )

N
iy

N
N

N
N
N

’ (a1a2 +hb,

2 2
a,” +b,

)

((alaZ +b1b2)+(azb1 _a1b2)i)

.

a,’ +h,’

aa, +b1b2 ]_i_(azbl _a1b2

a®+h,’

a,’ +b,’
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J

2 2
a,” +b,

(Réécriture)

(Remplacer 1 2)
Z2 222

(Résultat en expression complexe)

(Remplacer z,Z, =a,* +b,”)

(2172 :(aiaz+b1b2)+(a2b1_a1bz)i)

(Réécriture)
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L’impédance dans les circuits électriques et I’usage des nombres complexes

Dans 1’étude des circuits, la loi d’Ohm

AV =R I
R
permet d’associer a un composant ¢électrique ohmique de résistance constante ';">
R une différence de potentiel AV lorsque qu’un courant | circule dans le —QWQ—
composant. La résistance R équivalente dans un circuit peut étre combiné en —
série et en paralléle grace aux équations AV =RI

La représentation de la loi

-1
N N1 d’Ohm.
Rsérie = 2—1: Ri et Rparalléle = {Zl‘, E}

Lorsqu’on étudie les circuits avec des courants alternatifs de forme sinusoidale de fréquence
angulaire @, les composants subissent des différences de potentiel AV = AV sin(wt+4,) et des
courant y circule de forme | =1,sin(wt+d,). Puisque ces circuits sont constitués de résistance R

(des résisteurs), de capacité C (des condensateurs) et d’inductance L (des bobines), il est proposé de
définir une loi d’Ohm généralisée’? AV =Z | a ce cas particulier (avec courant alternatif sinusoidale)

ou I’on doit introduit une nouvelle grandeur physique correspondant a I’impédance Z .

Dans la représentation en impédance, tous les composants (résisteurs, condensateur et inductance)
peuvent étre combiné en série et en parallele grace aux équations

N 1 -
Zsérie = ZZI et Zparalléle = |:z Z_:|

i=1

avec les caractéristiques suivants pour I’impédance des composants :

e L’impédance d’une résistance idéale : Z.=R (le Z, d’un résisteur est réel)
e ; e 1 , L
e L’impédance d’un condensateur idéal : Z. = i (le Z. d’un condensateur est imaginaire)
10,
e [’impédance d’une bobine idéale : Z =iowL (le Z, d’une bobine est imaginaire)

La justification des termes Z., Z. et Z, seront présentés lorsque la représentation des nombres
complexes en exponentiel aura été réalisée.

2 Référence : https://fr.wikipedia.org/wiki/Imp%C3%A9dance (%C3%A9lectricit%oC3%A9)
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Situation 1 : Le circuit RLC en série. Un circuit RLC est composé d’un résisteur de résistance R,
d’un condensateur de capacité R, d’une bobine d’inductance L et d’une une source alternative
sinusoidale de fréquence angulaire @ tous branché en série. On désire déterminer 1’impédance du
circuit sous laforme Z =a+bi en précisant I’expressionde a et b.

En appliquant la régle des impédances branché en série, regroupons nos termes afin de former le nombre
complexe sous la forme Z =a+bi :

1 . 1 .
Z=2,+Z.+Z, = Z:(R)+(Ej+(le) (Z, =R, ZC:ia)_C' Z, =iwl)
= Z=R +i(—j+ oL (Multiplier par 1)
iwC \ i
=  Z=R+—+ioL (Simplifier)
1°‘eC
i : .
= Z=R+ +ioL i=-1
(-1)eC ( )
1. .
= Z= R+(a)L——]| (Factoriser)
wC

—  [a=Rlet|b=wl-— (Z=a+bi)
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Exercices

2.5.1 Les fonctions Re(z) et Im(z). A partir du nombre complexe z=a+bi et de la définition du
conjugué complexe Z =a—bi, démontrez que

Re(z)=¥:a et Im(z):£=b

2.5.2 La multiplication avec conjuguer. A partir du nombre complexe z, =a, +bi et z, =a, +b,i,
démontrez que

1=117, :(alaZ +b1b2)+(a2b1_a1b2)i

2.5.3 Le circuit RLC en parallele. Un circuit RLC est composé d’un résisteur de résistance R, d’un
condensateur de capacité R, d’une bobine d’inductance L et d’une une source alternative sinusoidale
de fréquence angulaire @ tous branchés en paralléle. On désire déterminer I’impédance du circuit sous
la forme Z =a-+bi en précisant ’expressionde a et b.

2.5.4 Un circuit RC et RL en parallele. Un circuit RC et RL en
parallele (voir schéma ci-contre) est composé d’une branche ayant
une résistance R. et une capacité C et d’une branche ayant une l Vv R R
résistance R, et une inductance L le tout branché en paralléle avec = 7z < L

une source alternative sinusoidale de fréquence angulaire . On
e z 2 . , . . . o V
désire déterminer I’impédance du circuit sous la forme Z =a+bi en

précisant I’expression de a et b. T ¢ f
Remarque : Pour simplifier la forme de votre expression, utiliser le

1 http://230nscl.phy-
changement de variable suivant: U = oL —— astr.gsu.edu/hbase/electric/rlcpar.html

oC
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Réponses

2.5.1 Les fonctions Re(z) et Im(z). Puisque cet exercice est une démonstration, il n’y a pas de

réponse suggereée.

2.5.2 La multiplication avec conjuguer. Puisque cet exercice est une démonstration, il n’y a pas de

réponse suggeérée.

2.5.3 Le circuit RLC en paralléle.

Appliquons la regle de la combinaison des impédances en parallele :

1 1 1
(R) (WiwC) " (el

]

- 1
i-ﬁ-ia)c-f-_i}
LR oL
1 ia)LJ ioLRY 1 (RY]™
_R lwlL iwLR ioL\ R
[ioL +i%0*RLC+R "

ioRL
(il —?RLC+R |
i iowRL

ioRL
R-w’RLC +iwlL

ioRL R - w’RLC —iwL

R—@?RLC +iwL | R—w?RLC —iwL

|

ioRL(R-@’RLC)+imRL (-ieL)
(R-oRLC) + oL’

|

a)ZRL2+a)RL(R—a)2RLC)i
(R-wRLC) +oL?

YA :{ZLR+%+ZLJ1 = Z=
= Z=
= Z=
= Z=
= Z=
= =
- -
= =
= =
= a=

o’ RL o ®RL(R-w’RLC)

(R-aRLC) + oL’ (R-aRLC) + oL

Note de cours rédigée par : Simon Vézina
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2.5.4 Un circuit RC et RL en paralléle.

L’impédance de la branche du condensateur est égale a I’expression suivante :

Zy . =R +_i

Z. . =2_+7 =
B-C R C Ia)C

=

i
Zgc=Re _a)_C

L’impédance de la branche de la bobine est égale a I’expression suivante :

Zy  =2+Z, = Z, =R +ioL

Evaluons I’impédance des deux branches en paralléle :

- -1
Z= L + ! }
_ZB—C ZB—L

= -1
L o]t [zBL} 1 (ZB_CH
_ZB—C ZB—L ZB—L Zch

- -1
7 = Lo +Zg ¢ }

=
L Zsfczst
— — Zch ZB—L
ZB—L+ZB—C
i .
= Z= :
R +iwL)+| R. ———
TR
i .
= Z=

1.
RL+RC +(0)L—a)c:j|

(expression non sous la forme Z =a+bi)

1

Pour simplifier I’expression, utilisons le changement de variable U = wL —— :

Z:(Rc—wic)(RLJria)L)
R, +R: +[a)L—wlcji

[RC —U(RL +iol)

@
R, +R. +Ui

= Z=

Note de cours rédigée par : Simon Vézina
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(équation precédente)
1
U=oL-—
( = )
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R, +iwL

(

R, +R. —Ui
R, +R. —Ui

R
= Z= i a)Cj( )
R, +R. +Ui
(RC a)C)(R +iwL)(R +R. —Ui)
= Z= 222
(R +R.) U4
(RL+Rc)(Rc—a:Cj(RL+icoL)+(—Ui)( _w'Cj(RanL)
= Z=
R+ +U
 +R) +U?
(R.+R )(RCRL+RCia)L—w'CRL—w'Ciij+U(Rc—w'Cj(—iRL—iia)L)
= Z:
(RL+RC)2+U2
(RL+RC)(RCRL+RCCOU_EEi+lc_j+U(Rc—wlcij(a)L—RLi)
= Z=
(RL+RC)2+U2
(R +R.)| ReR + =4[ wlR, — R |i |+U[ R = Li|(aL-Rii)
= Z= "t c © C ¢ wC L
(R.+R.) +U?
(RL+RC)(RCRL+L+(a}LRC_RL)i +U(RCwL_RCRLi—1i(wL)+(—1)i(—RLi)]
= Z= C @C oC @C
(R +R.) +U?
L L. R
R Z_(RL+RC)[RCRL+C+(COLRC—le +U(wRCL_RCRLI_CI_a)CL:j
(R +R.) +U?
L R, R LY.
y _(RL+RC)[R°RL+C+(“’LRCVU<:J J*U (“’RCL‘QE‘(RCRL%)'J
- ) (R +R.) +U?
L C
o £ Juoni B ) (o for- B Ju(re )|
[0,
= Z=
(R +R) +U?
L R R L
R e ey e AT e
(R|_+Rc)2+U2 (RL+RC)2+U2
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