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L’incertitude absolue

Par définition, une mesure ne peut étre une valeur unique exacte, mais doit étre comprise dans un intervalle de
valeurs déterminé par un contexte (expérimental ou théorique). Toute mesure est donc entachée de ce qu’on
appelle une incertitude. Au contraire, les constantes mathématiques (m, e) ne possédent pas d’incertitude, mais
son souvent irrationnel (la précision « ultime » nécessite une infinité de chiffre).

Pour étre rigoureux, on doit donc tenir compte de cette incertitude lors d’'une prise de mesures ou dans la
définition d’'une constante physigue.

L'incertitude dite absolue ox nous permet de connaitre la plage de valeurs admissibles d’'une quantité x ou
une mesure X a été réalisée pour définir cette quantité.

Nous donnerons la définition suivante au paramétres x a partir d’'une mesure X et de son incertitude
absolue Ox :
x=xtox
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Lorsqu’on écrit x =Xt Ox, cela signifie que la valeur x est comprise entre la valeur minimale X —0x et la
valeur maximale X+ O0x. Ainsi, la valeur de x est comprise dans l'intervalle

xXe[x—ox , X+0x]

qgue I'on peut représenter graphiquement sous la forme suivante :

ox ox

: ——
| ¥-Ox X X+6x x(m)

Par exemple, la position x = (7 + 2)m signifie que la position est comprise entre 5 m et 9 m.

En général, I'incertitude absolue possede un seul chiffre significatif. On remarque toutefois que les auteurs ont
tendance a en garder deux chiffres significatifs si le premier chiffre est un 1 ou un 2. L'incertitude et la valeur
mesurée doivent posséder le méme nombre de décimales (ex : on écrit 7 + 2, mais on n’écrit pas 7 + 2,1).

La gestion des chiffres significatifs (c.s.)

Afin de proposer une affichage d’information associée a une valeur permettant de garder strictement les chiffres
qui sont signicatifs, nous pouvons appliquer les régles suivantes aux expression de x =x+0Jx :

= + =(8+
X et Ox doivent posséder le L (8,0_0,3)m L (8_0,3)m
méme nombre de décimales L:(8 00+0 03)m L:(8 0+0 O3)m
Ox posséde généralement qu’un

=(25+

seul chiffre  significatif (cas M=(2543)kg
d’execption si le premier chiffre M=(25,4i1,3)kg M:(25,4i3,7)kg
est1ou2)

Lorsqu’un calcul doit étre réalisé?, vous pouvez réaliser votre calcul sans gestion des chiffres significatifs et vous
ajustez les chiffres significatifs de X en fonction de la valeur obtenue pour ox.

Exemple :

Soitl le calcul de x donne X =78,596 m et ox=0,837 m,

alors x:(78,6i0,8)m.

11l est & noter que la méthode de gestion des chiffres significatifs avec calcul peut différer d’un usage a un autre (exemple :
application en chimie vs application en physique).
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La détermination d’une incertitude a une mesure

L'incertitude d’'une mesure dépend de plusieurs facteurs comme le choix de I'instrument de mesure, du contexte
de son usage, de I'environnement ol cette mesure est réalisée, etc. Pour déterminer cette incertitude, il existe
plusieurs méthodes et techniques. L'objectif de cette présentation sera de vous présenter deux méthodes
relativement simple d’usage.

Pour juger la qualité d’une incertitude, il est raisonnable d’utiliser le critére suivant :

Une incertitude Ox sera jugée adéquate si 95% d’une méme mesure X, se retrouve dans 'intervalle

~

_ 1.
X e[x—=56x , X+5x] ou x:NZXi
i=1

e S'ilyaplus de 5% des mesures X; qui ne sont pas dans 'intervalle, alors I'incertitude ox sera considéré
comme étant trop petite.

e S'ily a moins de 5% des mesures X, qui ne sont pas dans I'intervalle, alors I'incertitude dx pourrait
étre considéré comme étant trop grande.

Méthode 1 : La différence entre deux mesures pessimistes

Cette méthode consiste a prendre gu’une seule mesure X et d’estimer qu’elle serait la plus petite valeur
admissible (mesure pessimiste minimale) X,

et la plus grande valeur admissible (mesure pessimiste maximale)

n
X_.. - Avec ces deux valeurs, on détermine la mesure X et son incertitude Ox comme étant
~ . Y X T X0 - -

X=X*tox ou X¥=—Dbx —mh et ox=Xx_, —X

2 max min

Situation 1 : La pointe du crayon. A partir de I'image ci-dessous, déterminez la position de la pointe du crayon.

A partir de I'image, nous constatons visuellement que la pointe du crayon est pratiquement a mi-chemin entre
la graduation 9 m et 10 cm, mais que cela n’est pas nécessairement le cas. Ainsi, on peut affirmer de fagon
pessimiste que :

e La position minimale X . ducrayonest X . =9,3cm. (valeur pessimiste minimale raisonnable)

e Laposition maximale X, ducrayonest X __=9,7cm. (valeur pessimiste maximale raisonnable)

Evaluons la valeur de cette mesure ainsi que son incertitude :

% z 9,7cm)+(9,3cm =
o i — ‘xmax—-i_‘xm-l i = ( ) ( ) j— X = 9,5 cm
2 2
o Ox=X, —%. =  6x=(9,7cm)—(9,3cm) =  |[6x=0,4cm
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La position de la pointe du crayon sera égale a

x=%+6x=(9,5+0,4)cm.

Remarque : Nous constatons que Ox n’est pas égal la moitié de la plus petite division !

Méthode 2 : La méthode des extrémes

La méthode des extrémes propose de prendre deux mesures extrémes x,_. et x_. d’un méme observable et

max

d’attribuer a la moyenne des deux mesures extrémes la mesure officielle X. Avec ces deux mesures, on
détermine la mesure X et son incertitude Ox comme étant
xmax + xmin et é‘x — xmax B xmin

2 2
Situation 2 : L’effet de parallaxe. Lorqu’on observe a travers un dispositif optique, nous observons la présence
d’une raie de lumiére rouge aligné sur une régle graduée en cm. Lorsque I'on positionne notre ceil du cé6té
gauche du dispositif et du c6té droit du dispositif, nous observons la raie aux positions tel qu’illustré sur les
deux images ci-dessous. Evaluez a partir de la méthode des extrémes la position de la raie et son insertitude
a partir des mesures réalisées avec le dispositif optique provoquant un effet de parallaxe.

xX=Xtox ou X=

LTI
&nga UL L
- . R
_ 5 s
Mesure de la position de la raie en observation du coté gauche du Mesure de la position de la raie en observation du coté gauche du
dispositif optique. dispositif optique.

A partir de I'image de gauche, nous pouvons déterminer la position maximale de la raie par la valeur
X, =6,65cm .

A partir de I'image de droite, nous pouvons déterminer la position minimale de la raie par la valeur
X, =3,2cm .

Evaluons notre mesure officielle X :

(6,65cm)+(5,2cm)

5 = Xx=15,925 cm

= X =

x — xmax + xmin
2

Evaluons notre incertitude Ox :

Sx = max2 min N 5x=(6,650m)2—(5,20m)

= ox=0,725 cm

En appliquant les régles simples de gestion des chiffres significatifs « 1 seul chiffre significatif pour ox » et
« ajustement des chiffres significatifs entre X et Ox », nous obtenons la mesure officielle

x=(5,940,7) cm
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Méthode 3 : L’écart maximal a la moyenne

La méthode de I'écart maximal a la moyenne consiste a prendre plusieurs fois la méme mesure X, pour définir

une valeur moyenne X de la mesure x et de définir I'incertitude Ox comme étant le plus grand écart entre
toutes les valeurs X, disponibles et la valeur moyenne X .

Mathématiquement, on détermine la mesure X et son incertitude Ox comme étant

_ 1 & - _
X=X*tJ0x ou X=Xx, XZ—ZXi et 5x=max{|xl.—x|}
N P ieN

Situation 3 : La canette de 473 mL. Dans une usine de boisson gazeuse, nous mesurons la quantité de liquide
qui se retrouve dans 6 canettes de 473 mL sortie d’'une méme ligne de montage. Déterminez le volume dans
les canettes sachant que nous avons mesurez les valeurs suivantes :

x, =473,8mL, X, =473,9mL, x; =472,9mL, X, =473,5mL, X, =472,7mL et x, =472,5mL

Débutons par évaluer la valeur moyenne de nos mesures :

1((473,8mL)+(473,9mL)+(472,9mL) +

S _ 1
S T 76| (473,5mL) + (472, 7mL) + (4725 mL )

= X =473,2166 mL

En analysantI’'ensemble des mesures, nous constatons que c’est lamesure X, =472,5mL qui estla plus écartée

de lamoyenne X =473,2166 mL. Ainsi, réalisons le calcul de I'écart avec X, :
5x:max{|)~ci—)?|} = 5x=|)~cé—)_c|
= Sx=|(472,5mL)-(473,2166mL)|

= 6x=|-0,7166mL]|

= [6x=0,7166mL|

Nous pouvons affirmer que cette ligne de montage produit des canettes de 473 mL dont le volume est

x=X+6x=(473,2+0,7)mL

(avec gestion des chiffres significatifs)
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Méthode 4 : L’incertitude d’'un appareil de mesure

Lorsque I'on utilise un appareil de mesure dans un contexte tres ciblé et controlé, il est possible d’obtenir une
incertitude déterminée par le fabriquant de I'appareil.

L'incertitude du multimetre Fluke 179
L'incertitude du multimetre Fluke 179 fournie par le fabricant contient deux composantes :

e Une composante qui correspond a un certain pourcentage de la valeur affichée. Elle dépend parfois de
I’échelle de grandeur de la mesure.
e Une composante en lien avec la derniere unité ou décimale affichée.

Dans le cadre d’un usage simple, le fabricant propose les calculs suivants pour déterminer I'incertitude des 4
mesures suivantes :

Mesure Directives de calcul de I'incertitude
Différence de potentiel (tension) 0,09% de la valeur mesurée + 2 unités de la derniére
AV décimale affichée
Courant (intensité) 1% de la valeur affichée + 3 unités de la derniére
Ji décimale affichée
Résistance 0,9 % de la valeur affichée + 1 unité de la
R derniere décimale affichée
Capacité 1,2% de la valeur affichée + 2 unités de la
C derniere décimale affichée
Situation 4 : Mesure d’un courant avec un Fluke 179. A I'aide d’'un multimétre en mode ampéremétre, on
mesure un courant de 36,12 mA. Déterminez I'expression de [ =1+ avec la gestion des chiffres
significatifs.

Appliquons la regle « 1% de la valeur affichée + 3 unités de la derniere décimale affichée » a notre courant de

1=36,12 mA :

81 =1%x I +3x(dernitredécimale) = 61 =—x(36,12mA)+3x(0,01mA)

= 61 =0,3612mA +0,03mA

= 01 =0,3912 mA

En appliquant la gestion des chiffres significatifs, nous obtenons :

I=(36,1£0,4)mA
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Le critéere de concordance

Le diagramme de concordance

L'incertitude absolue nous permet de comparer rigoureusement différentes valeurs d’'une méme quantité. Voici
qguelques diagrammes de concordance pour vous permettre de voir différentes possibilités.

LA CONCORDANCE ENTRE DEUX VALEURS POSSEDANT UNE INCERTITUDE

Lorsque les intervalles qui représentent des valeurs possédant des incertitudes
ont une certaine portion en commun, on peut affirmer qu'ilya CONCORDANCE
(dans les limites de lincertitude) entre les deux valeurs.

4 14 -1 5
Exemplel: 9+5 ExempleZ: 2+3

6+1 5 7 6,0+£1,5 45 75
Les deux valeurs concordent Les deux valeurs concordent

_ 8 9 _ 4 6

Exemple3: 8,5+0,5 Exemple4: 5=x1 —

11+2 9 13 9+2 7 11

Les deux valeurs concordent (de justesse) Les deux valeurs ne concordent pas

(diagramme de concordance)

L’inégalité de la concordance
La concordance entre deux paramétres x=Xtox et y=7p+J5y peut également étre vérifiée grace a
I'inégalité de la concordance

ox+0oy= |)E — )7|

ou Ox et Sy sont les incertitudes absolues des paramétres x et y, X et J sont les valeurs des paramétres

x et y etl'opérateur | | correspond a la valeur absolue.

Tel que montré dans I'encadré ci-dessus, on peut affirmer que deux parametres concordent entre eux s’il y a
une intersection entre les deux intervalles de valeurs admissibles (zone hachurée sur le schéma). Dans le
contexte ol I'on désire comparer une valeur théorique avec une valeur expérimentale, on peut affirmer qu’une
valeur théorique concorde avec une valeur expérimentale si la valeur théorique est comprise dans l'intervalle
de valeurs expérimentales.
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Situation 5 : La masse d’une personne avec deux balances. A 'aide d’une balance #1, on mesure la masse
d’une personne m, = (148i3)kg. On mesure la masse de cette personne avec une autre balance #2 et on
obtient m, =(152i2)kg. Démontrez (a) a I'aide d’'un schéma de concordance et (b) a 'aide de I'inégalité

de la concordance s’il y a concordance entre la mesure effectuée avec la balance #1 et la balance #2.

(a) Dans cette situation, on peut conclure que, compte tenu des incertitudes, les deux valeurs de masse
concordent.

Voici le diagramme de concordance associé a la situation :

145 150 155 160

I :
|
| |
valeur : I |

mesurée #1
(148 +3) kg

valeur
mesurée #2
(152 + 2) kg

(b) De plus I'inégalité de la concordance confirme cette concordance :

Sx+6y =37 = Smy +Sm, =iy, — i, |
= (3kg)+(2kg)=|(148kg)—(152kg)|

= Skg>4kg (inégalité vérifiée)

L’incertitude relative

L’incertitude relative correspond, quant a elle, au rapport de I'incertitude absolue sur la mesure: 0x/x.0Onla
donne généralement en pourcentage (%). Elle permet de comparer la précision de mesures de différentes
grandeurs ou de différentes natures. On lui attribue généralement un ou deux chiffres significatifs selon le
contexte.

Situation 6 : La masse d’un bébé et d’un adulte. La masse d’un bébé est m, 2(20,2i1,6)1b et la masse

d’un adulte est m, =(212%9)1b. On désire calculer Iincertitudes relatives de lamasse du bébé et de I'adulte

pour déterminer quelle mesure est plus précise relativement (Information: 1 Ib = 0,4536kg).

L6 1b
L'incertitude relative du bébé sera om, /my = ux 100%="7,9% .

(20,2 lb)
L'incertitude relative de I'adulte sera om, / m, = u><1()0% =4,2% .
(212 Ib)
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Nous constatons que om, /m, <Omy/m, ce qui prouve que la mesure de la masse de I'adulte est
relativement plus précise que la masse du bébé méme si I'incertitude absolue du bébé (om; =1,6 1b) est

inférieure a I'incertitude absolue de I'adulte (om, =9 Ib).

La propagation d’'une erreur
Lorsqu’une quantité physique peut étre représentée a I'aide d’une variable qui est égale a une fonction f d’un
parametre (exemple : f(x)) ou plusieurs parametres (exemple : f(x,y)), il est possible de déterminer la

valeur de cette fonction en remplagant tous les parametres de la fonction par une valeur.

Par exemple, si la quantité z = f(x, y) correspond a la fonction

z=f(xy)=Twy+y"
ou x=3 et y=5, alors lavariable z sera égale a
z=f(x=3,y=5)=7(3)(5)+(5)" =130 .

Cependant, si I'on accorde une incertitude a tous les parameétres (x =Xt ox et y=p+5y) d’une quantité

Z , NOUS pouvons propager ces erreurs pour ainsi déterminer une incertitude 0z a la quantité z . Cette action
porte le nom de « propagation d’une erreur ». Il existe plusieurs méthodes de propagation d’erreur ayant tous
leur utilité. Dans le cadre de ce document, nous allons présenter strictement la propagation linéaire de I’erreur.

La propagation linéaire de I’erreur : fonction a une variable

La propagation linéaire de I'erreur d’une fonction z zf(x) a un parameétre x correspond a I'équation

5Z:5f(x)=afa—gcx)5x ou bien 0z =

@
ox

ox

ou Of /Ox=0z/0Ox correspond a la dérivée partielle de la fonction f* par rapport a x et ox correspond a

I'incertitude du parametre x . Vous remarquerez la présence de valeur absolue ( | | ) sur le calcul des dérivées
partielles.
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Situation 7 : Lincertitude de z = 8cos(4x’). Une variable z est égale a la fonction z = 8cos(4x®). Déterminez
(a) I'expression de I'incertitude de z et (b) déterminez z (valeur et incertitude) si x = 0,70 + 0,02. Remarque :

La fonction cosinus doit étre évaluée en radian.

L'expression de I'incertitude de z sera déterminée par les calculs suivants :

@
ox

oz = ox

=

=

S5z = a—i(gcos(4x3)) Sx

5z=8 a—i(cos(4x3 ))ox

5z=8 (—sin(4x3))6—i(4x3) Sx
5z=8 (—sin(4x3))4a—i(x3) Sx
§z=32|(~sin(4x")) (357 )| 6

0z =96x° ‘sin (4x3 )‘ ox (a)

Evaluons la fonction z & l'aide de la définition des paramétres afin d’évaluer la valeur Z :

z= 8c0s(4x3)

=

=

=

Z= 8cos(4)~c3)
z=8cos(4(0,70)’)

Evaluons I'incertitude Sz al'aide de la définition des paramétres :

0z =96x° ‘sin(4x3 )‘ Ox

Nous obtenons que
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=
= 52=96(0,7) fin(4(0.7)))(0.02)
= 0z=0,9223

z=1,6£0,9 lorsque x=0,70+£0,02

5z =96%"[sin (4% )| ox

(expression avec gestion des chiffres significatifs)

(Rappel : Calculer en radian!)

(La valeur de référence)

(b)
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La propagation linéaire de I’erreur : fonction a deux variables
La propagation linéaire de I'erreur d’une fonction sz(x,y) a deux parametres x et ) correspond a

I’équation

5z=5f(x,y):‘af(x’y)|

ax‘

6f(x,y)|
oy ‘

ol Of /Gx=0z/0Ox correspond a la dérivée partielle de la fonction f* par rapport a x, odf /Oy =0z/0y
correspond a la dérivée partielle de la fonction f* par rapporta y, dx correspond a I'incertitude du parametre

@
Oox

0z = 5x+%§y
dy

ou bien

5x+‘ oy

x et ¢y correspond a I'incertitude du paramétre y . Vous remarquerez la présence de valeur absolue ( | | ) sur

le calcul des dérivées partielles.

Situation 8 : L’incertitude de z = 7xy + y’. Une variable z est égale a la fonction z = 7xy + y*. Déterminez
(a) I'expression de l'incertitude de z et (b) déterminez z (valeur et incertitude) six=3,0£0,1ety=5,2+0,2.

L'expression de I'incertitude de z sera déterminée par les calculs suivants :

522%5x+%5y =
ox oy

=

=

=

=

0 0
oz = a(7xy+y2)§x+ 5(7xy+y2)§y

0 0 0 0
oz = a(7xy)+a(y2) ox+ 5(7xy)+5(y2) oy

0 0 0 0

oz= 7ya(x)+y2a(l) ox+ 7x5(y)+5(y2) oy
522‘7y(1)+y2 (O)‘5x+|7x(l)+(2y)|§y
5Z=7|y|5x+|7x+2y|5y (a)

Evaluons la fonction z al'aide de la définition des paramétres afin d’évaluer la valeur Z :

z=Txy+y’ =
=

=

£=7(3,0)(5,2)+(5,2)

Evaluons I'incertitude 5z al'aide de la définition des paramétres :

5Z=7|y|5x+|7x+2y|5y =
=
=

=

Nous obtenons que

z=140%£10
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5Z=7| )7|5x+| 7)?+2)7|5y
5z=17((52)|6x+|7(3,0)+2(5.2) |5y
5z =36,4(0,1)+31,4(0,2)

lorsque x=3,0+0,1 et y=5,2+0,2 .

(expression avec gestion des chiffres significatifs)

(b)
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La propagation des erreurs d’'un ensemble par la méthode des moindres carrés

Supposons un ensemble de point (xi ,yl.) que I'on voudrait regrouper afin de former une droite d’équation
Y = MX + B. Pour ce faire, nous pouvons estimer la pente M et |'ordonnée al'origine B d’une telle droit par
la méthode des moindes carrés.

Les équation requises pour obtenir la pente M et I'ordonnée a I'origie B de cette droite ainsi que I'incertitude
OM et OB sont les suivantes :

Pour I'’équation de la droite Y =MX + B

_n-Xxy—-2Xx-Xy  x? Ty —Xx - Sxy
M=———7 B=
n-Zx° —(Zx) n-Ix® - (Zx)”

Pour déterminer I'incertitude de la pente M

oM 2nM n 2MZx — Xy oM n zx
— == X +|—= |y +| —— — == |x +| =
o, D LD D 0y, D|" D
oM = oM Ox, + %8x2+...+ %an+ %8y1+ oM Oy, +.. + ﬂSyn

ox, . ox, oy, 0y, A

Pour déterminer I'incertitude de la pente B

0B | 2%y-2nB Tx 2BYx —Xxy OB Tx T’
— = x| |y | — — = ——|x; +
ox, D D D 0y, D D
6B = B O, + 9B Oy +...+ 9B ox, + ﬁéiyl + inyz +o+ 9B oy,
3 ox, ox, oy, oy, .

Vous comprendrez que de prendre en charge une si grande quantité de calculs est tout a fait déraisonnable.
Elle sera dont prise en charge pour un logiciel (ex : apergu de la feuille de calcul utilisé sur Excel).

Parameétres de I'équation de la droite affine: Y = MY + B

Pente: M=
Ordonnée a l'origine: B =

I+ I+

NB : Un commentaire s'affiche lorsque vous cliquez sur les cellules en jaune.

Données expérimentales Variables transformées
-------------------- X 3% ¥ 8%
Variables ;]
Unités : |
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Exercices

La résistivité d’un fil. La résistivité d’un fil cylindrique est déterminée par I’équation

R= pi
r

r= (O, 52i0,01)cm, déterminez la résistance R =R+ SR dufil cylindrique.

A partir d’'une résistivité pzl,72><10’(’Q-cm, d’une longueur f=(30,0i0,2)cm et d’un rayon

Annexe - Les incertitudes
Simon Vézina
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Solutions

.....

Evaluons la valeur R de la résistance :

(? 5/
R= P . = R="— (Valeur des parametres)
Tr Tr
(1,72x10°Q-cm)(30cm)
= R= > (Remplacer valeurs)
7[(0,52cm)
= R=6,0742x10"Q (Evaluer R)

Evaluons I'expression de OR a I'aide de la méthode de propagation linéaire de I'erreur pour deux variables :

~ ~ 14 4
sk =|R|50 4| 5, = sR=[2| L see 2| L s (R=-L")
ol or ol\rr or\rzr 4rr
~ 0 (o1
= OR = Lz—(f)‘ ol p——(—zj or (Terme constante dans dérivée)
zre ol T or\r
= SR _P iz 2(ﬁ) ol+( ﬁ Lz or (Factoriser constante)
| ro|ol or\r
~ pl 1 o(1 . 0
= 5R=; —2| 1 |5K+€‘—(r—2j or } (Appliquer : a(f):l )
- ol 1 -2 _ (1) -2
= §R=;_ —2| 1 |5€ 14 = or } (Appliquer 5(’7 :F )
~ 1 20
= 5R=£ —0l+—0 } (Appliquer valeur absolue)
T r r
Evaluons numériquement I'expression de SR :
5&23[ izé'f+2—f5r } = 5[3:3 %5ﬁ+%—f5r } (Valeur des paramétres)
Tl r r |7 7
~ D 1 2(30
= OR= P > (0,2)+ ( )3 (0,01) (Valeur numérique)
7| (0.52) (0,52)
. (1,72x107)
=  OR=-——"-2[0,7396+4,2672] (Simplification)
V4
=  |6R=2,741x10"°Q (Evaluer OR )

Nous obtenons
R=(6,1£0,3)x107Q .
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