Chapitre 6.X1 — Autres applications des matrices
dans le ray tracer

La matrice de rotation selon ’axe x,y et z

La matrice de rotation R, effectuant dans 1’ordre' une rotation autour de I’axe x,’axe yet’axe z
correspond au produit des trois matrices R, R, et R_ dans I’ordre tel que
R,=R_-R R,

que I’on peut résoudre algébriquement afin d’obtenir le résultat

cc. ssc.—cs. csc+ss. 0
R - c,s. sss.+ce. css. —sc. 0
zyx
-, 5,C, c.c, 0
0 0 0 1
ou
c.=cos(d,), s =sin(8.), c, = cos(By), s, = sin(é?y), c,= cos(é’z) et s, = sin(é’z) .
Preuve .

Développons I’expression R, =R, - R, - R, en réalisant algébriquement le produit des matrices :

R,=R R R, (Calcul a effectuer)
c. =s. 0 0 ¢ O s O)I O O O
s, ¢ 00| 0 1 0 OO0 ¢, =5, O
= R, = (Remplacer R, R, et R,)
: 0 L Off-s, 0 ¢, 0}JO 5, ¢ O T
0 0 01 0 0 1)10 0 1
c. =s. 0 0\ ¢, s, ¢s5, 0
s, ¢, 0 0] O c. -5 0
= R, = (Calculde R, =R, -R))
; 0 0 I Of-s, sc, cc, O
0 0 0 1){ O 0 0 1
ce. ss.cc.—cs. csc +ss. 0
cs, ss.5 +cc, css5. —-sc, 0
= R, = "° te ’ ] (Calculde R, =R_-R )
: -, 5.C, c.c, 0
0 0 0 1

' Ceci est valide en raison de la convention droite gauche des multiplications v = M i
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La matrice de rotation selon ’axe z, y et x

La matrice de rotation R effectuant dans I’ordre” une rotation autour de I’axe z I’axe y et I’axe x
correspond au produit des trois matrices R_, R, et R dans I’ordre tel que
R,.=R R, R

que I’on peut résoudre algébriquement afin d’obtenir le résultat

c,c, —c,8, s, 0
R - ¢S, +ssc ccC —ssSs,. —SC 0
Vg s —csc. sc.+css. cc. 0
x"z xPyrz X7z xPyYz X7y
0 0 0 1
ou
c, = cos(ﬁx), s, = sm(ex), ¢, = cos(ey), s, = sm(ﬁy), c, = cos(ﬁz) et s, = sm(ﬁz) .
Preuve :

Développons I’expression R, =R, R, - R, enréalisant algébriquement le produit des matrices :

R,.=R R R (Calcul a effectuer)
1 0 0 O0)e¢ 0 s, O)c —-s. 00
0 ¢, =5, O O 1 Olls, ¢ 0O
= R, = ' ‘ (Remplacer R, R et R))
0 s, ¢ Ofl=-s, 0 ¢, 0JO O 1 O
0o 0 o 1){O O 0 1)JO O 0 1
1 0 0 O0)ce -—cs s, 0
0 ¢, -5, 0 s, c, 0 0
= R, = ‘ (Calculde R =R -R.)
0 s, ¢ Of—-sc. ss. ¢ 0
0 0 1 0 0 0 1
c,c, —c,8, s, 0
cs,+ssc, cc,—sss —sc, 0
= R, = "° v ' v ’ ] (Calculde R, =R ‘R )
s;s.—csc. sc.+ess. cc, 0
0 0 0 1

? Ceci est valide en raison de la convention droite gauche des multiplications v = M i
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Déterminer les coefficients de rotation Rzyx

Pour déterminer les coefficients de rotation 6, 6, et €, pour ma matrice R_, que I’on doit utiliser

pour faire tourner un vecteur initial # dans une nouvelle orientation v , il faut :

e Définir ’orientation de départ i et I’orientation finale v en vecteur unitaire.

® Choisir I’ordre de I’application des matrices de rotations comme R_, .

e Définir deux autres vecteurs en lien avec ii pour former une base compléte dans R .
¢ Connaitre I’expression mathématique des deux autres vecteurs apres la rotation.

¢ Résoudre un systeme d’équations couplées non linéaires regroupés dans des matrices.

Si I’on désire faire tourner le vecteur #, =(0 0 1 1)envecteur v, =(x y z 1)al’aidedela

matrice de rotation R__, nous aurons besoin des angles suivants :

yx

ex 9)’ ez
Si x=sin(o,), Si z= cos(ﬁx)cos(ay ).
alors 8 =0 . alors 6, =0 .
‘ V4
Condition 6, = E
Si x= sin(O'X +7), Siz= Cos(Hx )cos(n' — ay),
alors 8 =0 +7. alors 6 =7 —-o0,.
Outil X ) y
o, = arctan —— o, = arcsin| ———
de calcul 22+ y? y /Zz 4y

Cas particulier v=(1

0 0) v=(-1 0 0)
(\}Z2+y2:()) ex:() s 9»:% N 9220 0)5:0 s 0}*:

T 9 =0
2

Preuve :

Comment trouver les coefficients de rotation 8, , 6, et 6, afin de tourner un systeme d’axe classique

xyz en un systeme d’axe tel que le vecteur unitaire z passe de

ﬁ3=(0 0 1 1) vers \73=(x y z 1)

Avec les deux autres vecteurs

Que I’on veut transformer en v, et v, tel que
v, Ly, et vy =V, XV,
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On peut également écrire les contraintes sur v, sous une forme isolé tel que

V, =V XV,

Pour v, L v, il y a plusieurs solutions admissibles. Si® Vy £l = (1 0 0 1),on pourrait prendre
_ VXU
V1 — 43 Al
v, xii, |
Ainsi, v, sera dans une direction tel que v, L v, et v, L u, qui est une solution particuliere, mais il y a

de toute facon plein de facon de tourner notre systeme d’axe pour amener i, a v,. Calculons alors v, :

‘71:|‘j3><bjl . vl:(xf+yj+§l;)x(lf)
V3 1| |\i3><ul|
= vl—Z]_{k
v, xii, |
= 7 ij—ykz
-ty

Calculons maintenant v, =V, XV, :

zj—vyvk

V, =V, XV, = sz(xf+yj+zlg)x -

22+ y

:—z21+y2 (7 + 3+ 2k )x(e - vF)
= 7, =ﬁ[(— V2 =22 )i = (= 2y = 2(0)) 7 + (xz — y(0))k ]

:%[—(y2+z2)f+xyj+le€]
Z y
= P =y T k

j+ XZ
\/Zz +y2 \/Z2 +y2

Sous forme vectorielle regroupée en matrice, nous aurons

0 -z 4y’ X
z xy I 00
y
v=R_u = VO +y 24y =R 0 10
o —y xz >0 0 1
Z
\/z2+y2 \/z2+y2 1 1 1
1 1 1

? Le non-respect de cette contrainte correspond 2 notre cas particulier.
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Remplagons I'expression de la matrice R_, et effectuons le calcul R u:

v=R_u
0 —Jzi+y? X
Z xy cc, ssc . —cs, csc+ss. 0)(1 00
y
_ \/Z2+y2 \/Z2+y2 _les. ssysotee, s, oS 00 1 0
-y Xz Z -, 5,C, c.c, 0|0 0 1
V2 +y: 4y 0 0 0 111
1 1 1
0 —\Jz2+y? X
z xy y c,C, 8.5, —CS. C.SC +5.5,
. \/ZZ +y? \/Z2 +y2 _|ese sesys.tec, oS —sc
—y Xz . -, 5.C, c.c,
\/Zz +y? \/Zz +y? 1 1 1
1 1 1

Pour résoudre ce systeme d’équations, nous devrons comparer un élément de la matrice de gauche avec
un élément de la matrice de droit pour en tirer des conclusions.

Débutons notre analyse en supposant que+/z> + y” # 0: (exclusion des cas ¥ = (1 0 0))

¢ Enligne 3, colonne 1 (M) :

Y

Nous pouvons effectuer Iarcsinus et obtenir I’angle 6, :

S S— = sin(@y)z )

For e

= 9),2{0'), ,ﬂ—O'y} ou o, =arcsin

Y

¢ En ligne 3, colonne 2 (M ,,) et en ligne 3, colonne 3 (M ,, ) :

XZ
=5 cC et Z=cC.C

X7y X~y
[Z2+y2
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En effectuant la division de ces deux expressions, nous obtenons 1’angle &, :

Xz
NZi+yh s, - sin(ﬁx)cos(é’) ) _xzl P4y’
Z - c.c, cos(&x)cos(ey ) - Z
N sin(6, ) _ X
cos(0) e
= 0.={o,,n+0.} ou O, = arctan, S —
IZZ +y2
® Enligne 1, colonne 1 (M) :
O0=c,c,

Puisque ¢, peut prendre n’importe quelle valeur puisque 6, = {O'y ,T—0, }, cette égalité sera vérifiée

) . V4
uniquement si 6, = iz, car ¢, = cos(6’Z )= cos(i

Ainsi :

T
EJ‘O)'

Maintenant que nous avons deux choix d’angle pour nos parametres @, @ et €., nous devons trouver
X y z

une facon de les déterminer. Débutons par exploiter le fait que 6, = iE ce qui donnera des valeurs a

¢, =0 et s, =%1. Remplagons les expressions de ¢, et s_ dans notre systeme d’équations représenté

c,c, .5, —CS,
c,s. s.8,5 +cc,
-, 5.C,

1 1

CxSyCz -|'SXSz
CxSySz —S,C,

Cny

matriciellement :
0 —Jz7+y? X
Z Xy
2 2 2 2 y
J2+y: 4y _
— X
2 y 2 2 - 2 <
NEFTCRN
1 1 1
0 —Jz2+y? X
z xy y
. \/Zz +y2 \/z2+y2 B
- X
2 y 2 2 - 2 <
Ja2 eyt Y2+
1 1 1
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0 —Jz 4y’ X
z xy 0 +c Ts,
Yy
- \/Z2+y2 \/z2+y2 _ te, 55, *egs,
—y Xz . —-s, s, c.c,
\/z2+y2 \/z2+y2 1 1
1 1 1
—yz+y’ X Fe, +s
X
ZZ = 2y = y ic‘ iSXS‘ _CXS)
- =
e
z t
1 1 1
1 1 1

® Enligne 1, colonne 3 (M, ) :

x=%s,
Imposons le choix 8, = i% ce qui donnera I’équation
X=+s,
Ainsi : (avec 6, = i%)
> Si x=sin(c,),alors 8, =0 .
> Six=sin(o, +7x),alors 8, =0, +7.
¢ En ligne 3, colonne 3 (M ,, ) :
z=c.c

x7y
Puisque 6. a été impose pour déterminer &, , utilisons &, pour determiner 6, .

Ainsi :
o Siz= cos(Hx)cos(O'y), alors 6 =0 .

e Siz =cos(t9x)cos(7r—0'y), alors 6 =7—o0,.

Dans les deux cas particuliers ot v =(1 0 0) et v=(=1 0 0), le calcul de +/z” +y> =0 ce qui

provoquera des divisions par zéro dans nos calculs. La détermination des dans pour ces deux cas étant
trivial sont laissé a la discrétion du lecteur. m
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La matrice de rotation selon un axe u

Soit un axe de rotation u normalisé tel que

A + = T N 2 2 2
u=uid+u,j+uk ou \/ux +u, +u =1

dans un systeme d’axe xyz. La matrice de transformation permettant d’effectuer une rotation d’un

angle 6, autour de I’axe & passant par I’origine est

0 -—u,
0
R =aa"+(1-aa")cos(g,)+|
—u, u,
0 0

Cette matrice peut etre simplifiée sous la forme

ux2+(1—ux2)cu u uy(l—c ) .
B uxuy(l—cu)+uzsu u,? +({l-u 2)c
)+u

uxuz(l—cu )—uysu uu_(1-c
0 0

tel que

c,=cos(0,) et s, =sin(d,) .

u

- o O O

Dans la littérature, cette matrice porte le nom de la matrice des cosinus directionnels (direction cosine

matrix).

Preuve :

En construction ...
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La matrice d’homothétie, rotation xyz et translation

La matrice de transformation M effectuant dans I’ordre* une homothétie, une rotation autour de

TrRzyxSc

I’axe x, I’axe y et I’axe z et une translation correspond au produit des cinq matrices Sc, R_, R ,» R, et

Tr dans I’ordre tel que

MTrRznyc = Tl" ’ Rz ’ Ry ’ Rx ’ SC

(I’ordre objet vers monde)
que I’on peut résoudre algébriquement afin d’obtenir le résultat

s.C, —CXSZ) SCZ(CXS},CZ +stz) tl"x

SCX(C},CZ) SCy (Sx y

Sysz - chz) tr,

SCX(C},SZ) SC},(SXS},SZ-FCXCZ) SCZ(C Y

X

M =

Trieyse | _ sc, (s . ) sc, (sxc‘y ) sc, (cxcy ) tr,
0 0 0 1
ol
c = COS(@X), s, = sin(ex), c, = cos(ey), s, = sin(ey), c, = cos(HZ) et s, = sin(HZ) .
Preuve :

Développons I'expression M.« =Tr-R_-R -R -Sc en réalisant algébriquement le produit des

matrices :

MTrRznyc = Ti" ’ Rz ’ Ry ’ Rx ’ SC

= M TrRzyxSc = Tl" ’ Rzyx ’ SC

1L 0 0 mifce, ssc.—cs. csc+ss. 0)fse, 0 0 0
N Iy _ 01 0 | cs, sss.+ce css.—sc. 0] 0 sc, 0 0
TR0 0 1 || -, 5.C, c.c, 0ff 0 0 sc, O
0 00 1 0 0 0 I)yo 0 0 1
1 0 0 1t )sc, (cycz) s, (sxsycZ - cxsz) sc, (cxsycZ + sxsz) 0
N Iy _ 0 1 0 || sc (cysz) sc, (sxsysZ + CXCZ) sc, (cxsysZ - sxcz) 0
TrRzyxSc
0 0 1 || —sc, (s y ) sc, (sxcy ) sc, (cxcy ) 0
0 00 1 0 0 0 1
sc, (cycz) sc, (sxsycZ - cxsz) sc, (cxsycZ + sxsz) tr,
scx(c s ) sc;(sxs s.+cc ) sc (cxs s.—s.c. ) tr,
= MTrRZ}’xSC = Z) ’ 0 ) ) A ) ’ u

sc, (sxcy ) sc, (cxcy ) tr,
0 0 0 1

* Ceci est valide en raison de la convention droite gauche des multiplications v = M i
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La matrice de translation, rotation zyx et d’homothétie

La matrice de transformation M g, ., effectuant dans I’ordre’ une translation, une rotation autour de
I’axe z, I’axe y et I’axe x et une homothétie correspond au produit des cinq matrices 7r, R,, R .o R et
Sc dans I’ordre tel que

MScnyzTr = SC ’ Rx ’ Ry ’ Rz ’ Tl"

(’ordre monde vers objet)

que I’on peut résoudre algébriquement afin d’obtenir le résultat

sc, (cycz) —sc, (cysz) sc, (sy) sc, (cycztrx —c,s.1r, + sytrz)
M | seyRy sc Ry, —sc, (sxcy) sc, (Rlo .+ R, tr,— sxcytrz)
SR se Ry, sc.R,, sc.cc, sc, (Rzotrx + Ry tr, + cxcytrz)
0 0 0 1
ou
Ry=cs.+ssc. , Ry=cc.—sss., Ry=ss —csc. etR, =sc +css, .
avec
c.=cos(d,), s =sin(8.), c, = cos(By), s, = sin(é?y), c, = cos(é’z) et s, = sin(é’z) .
Preuve :

Développons I'expression M, .. =Sc-R.-R -R_-Tr en réalisant algébriquement le produit des

matrices :
MScnyzTr = SC ' Rx ’ Ry : Rz : Tl"
= Mgy, =Sc- R, -Tr
sc. 0 0 O c,c, —c,S, s, 0)1 0 0 1
0 sc, 0 Ofes, +ssc cc —sss. —sc 010 1 0
= M ScRxyzTr — ! ' ' )
0 0 sc, Ofss,—csc sc+ess cce, 040 0 1 1
0 0 0 1 0 0 0 1)Lo0 0 0 1

Afin d’alléger la notation, introduisons les définitions

Ry=cs +ssc , Ry =cc —sss.,Ry=ss5 —csc etR, =sc +css, .

X"z x“yYz 0

> Ceci est valide en raison de la convention droite gauche des multiplications v = M ii
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Apres avoir simplifié la notation de notre expression, complétons le calcul matriciel :

sc, 0 0 O0)ce, —cs,. s, 0)(1 0 0 1
M 10 s, 0 O||R, R, —sc, 0]|0 1 0 1
ScRxyzTr —
0 0 sc, O| R, R, ce, 010 O 1 1
0 0 0 1 0 0 0 10 0 0 1
sc, 0 0 O)ce, =—cs. s cctr,—c s tr,+ s 1r,
— M _ 0 s, 0 OfR, R, =—sc, Ryr,+R,tr,—sctr.
SeRolr 0 0 sc, O||Ry, R, ccy  Rytr, + Ry try+cctr,
0 0 0 1 0 0 0 1
sc, (cycz) —sc, (cysz) sc, (sy) sc, (cyczm —cs.tr, + sytrz)
— Y, scwa sc yR“ —sc, (sxc y) sc, (Rm tr.+ R, Ir, —s.c I, -
SeRolr sc.Ry, sc.R,, sc.c.c, sc, (Rzotrx + Ry tr, + cxcytrz)
0 0 0 1

La matrice de transformation objet-monde et monde-objet

La matrice de transformation ) . _de I’espace objet vers I’espace monde a été définie tel que
M,,,=Tr-R_-R -R, -Sc
ce qui correspond a I’expression

M =M

oom — M 7rReyxse
avec les parametres
Sc = Sc(scx, sC,8C, ), R =R (6,), R, =R, (6’);),
R =R(6,) et Tr=Trlr ir,,1r,) .

Pour ce qui est de la matrice de transformation M . de I’espace monde vers I’espace objet, il faut
s’assurer que 1’identité

I=M_, M, =M, -M

m—o m—o o—m

ou [ estla matrice identité est belle et bien respectée.

Puisque les formes des matrices d’homothéties, de rotation et de translation sont semblables a leur
inverse, nous pouvons modifier les différents parametres de ces matrices afin de respecter notre identité
et utiliser la forme de la matrice M, ., pour construire la matrice de transformation M . Ceci

nous permet d’affirmer que
M m—o0 = M ScRxyzTr
avec les parametres

Sc=Sc(l/scx,1/scy,1/scz), R.=R.(-6.), R =Rz(—6’z) et Tr=Tr(—trx,—try,—trz) .
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Preuve :
La preuve proposée nécessite d’effectuer le calcul
I = Mo—)m ’ Mm—)o = MTrRznyc ’ MScnyzTr

avec des parametres

Sc = Sc(scx,scy,scZ ), R =R (6.), R =R, (Hy), R, = Rz(ﬁz) et Tr= Tr(trx,try,trz)
pour la matrice M, . et avec des parametres

Sc=Sc(1/scx,1/scy,1/scz), R, =Rx(—0x), R =Ry(—t9y), R =RZ(—9Z) et Tr=Tr(—trx,—try,—trZ)

Z

pour la matrice M. -

Cependant, ce long calcul est laissé a la discrétion du lecteur.
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