Chapitre 4.X1 - La transformation relativiste de I’énergie
et de la quantité de mouvement

La transformation du facteur de Lorentz

Le facteur de Lorentz est présent dans la majorité des transformations en relativité restreinte. Ce facteur
permet d’établir un lien entre deux référentiels mutuellement en mouvement relatif I’un par rapport a
I’autre. Considérons un référentiel O correspondant a un objet en mouvement a vitesse v, par rapport

a un référentiel A ce qui permet d’obtenir le facteur de Lorentz y.,. Si le référentiel A est en
mouvement a vitesse v,,; Selon I’axe x par rapport a un référentiel B, alors on peut transformer le
facteur de Lorentz y,, vers le référentiel B sous I’expression y.,, a I’aide de la transformation
suivante :

YoB :VOAVAB(]-"' VioaVxag /CZ)

1 1 1
AVEC  Jop = T 1 Joa = Ty El Ve = —
—Vog /C 1-vg “/c 1-v,,g /c
et Vog - Vitesse d’un objet O dans le reférentiel B.

Voa - Vitesse d’un objet O dans le réferentiel A.
V,.p - Vitesse relative du référentiel A par rapport au réferentiel B.
¢ : Vitesse de la lumiére, ¢ =3x10°m/s.

Preuve :

Effectuons la réécriture de la vitesse d’un objet O par rapport a un référentiel B a partir de la vitesse de
cet objet O par rapport a un référentiel A sachant que le référentiel A est en mouvement a vitesse v, 5

par rapport au référentiel B. Pour ce faire, nous aurons besoin de la transformation des vitesses
paralleles selon I’axe x

_ VxA +VxAB

xB T
l+ VXA VXAB

c ¢C

<

Ainsi que la transformation des vitesses perpendiculaire selon I’axe y et z

\Y v
Vg = A et Vg = A .
v \ AB VxA VxAB
Vas| 1+ — Vas| 1+
C C C C
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Ainsi, nous avons I’expression suivante pour vB2 :

Vo' = Vg V5" V5’ (Décomposition xyz de la vitesse selon B)
2
2 VXA +VXAB 2 2 . . \
= Vg = 2 VT Vg, (Transformation vitesse paralléle selon x)
1+ VXA VXAB
cC ¢
2 2 2
Voo +V v v : .
= vyl = % + YA + A (Trans. vitesse perpendi.)
Vs V Via V
XA Y xAB A AB A AB
1+-28 X8 Vas| 1+ Y ag| 1+ A 0AB
C cC cC ¢ c ¢
2 2
2 Via 2VxAVxAB VyaB
Vg = 7 T 2t 2
1_|_ VxA VxAB l+ VxA VXAB 1+ VxA VxAB
C ¢C C cC C ¢C ) )
= , ) (Développer les carres)
+ VyA + Via
2 2
Via V Ve V
7ABZ 1+ A TxAB 7A52 1+ XA “xAB.
C ¢C C ¢

Effectuons le changement de variable

2
U — 1+ VxA VxAB
c c

Pour simplifier notre expression de vB2 et utilisons I’identité en relativité
2

2 1 1 c?
7AB = = 2 > = > 2
:I.—VxAB2 /c? 1-vee/cC C Vi

Ainsi, nous obtenons I’expression suivante :

2 2 2 2
v 2V, ,V v v Y, .
Vgl = A ShaTas | Tas VAZ +—2 (Expression avec U)
U U U Yase U 7as'U
2 2 2 2
Y, 2V, V v \ v .,
- VBZ S S 7.\ V.- B .- B yA n A (Identité 7A32)
U U U c? c?
2 2 U 2 2 U
C° —Vyap C" —Vias

2 2 2(~2 2 2(~2 2
Vv 2V, \V v VA(C —VAB) v (c -V )
= v = S + XtJ XAB 4 XGB Y U = U XAB
C c

(Simplification dénomi.)
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Effectuons la distribution des numérateurs et continuons la simplification :

2 2 2(.2 2 2(.2 2
2 VxA 2VxAVxAB VxAB VyA (C Vyag ) VzA (C _VxAB )
Vg = + + + > + >
U U U cuU cuU

2 1 [a 2 202 2 2 2(2 2) 2(2 2)]
= Vg = CZU _C Via T2C°Va Vipg T C Vg +VyA C™ —Viag J+V,a (€ —Viug

2 1 [, 2 202 20, 2 2, 2 2., 2 2, 2 2 2]
= Vg = C2U _C Via T c ViaVias +C Vias +C VyA _VyA Vias +C Via —Via Vias

2 17 2( 2 2 2) 202 2 2 2 2 2 2]
= Vg = C2U _C Via +VyA FVoa )T 20 VaViag TC Ving _VyA Viae ~Via Vias

2 1 7, 2 202 2, 2 2, 2 2 z]
= Vg = CZU _C Va T2CViuViag TC Vg _VyA Viae —Via Vias

1
= V= N [CZVAZ + 200,V 0g + vaBZ(c2 ~V,, —vaz)]

Développons maintenant I’expression de U :

Voa V C"+V,V C"+V,V
U :(f|.+—XA —XABJ = U :[—’;A "AB] = U=x_""xATA8B)
C C C

Remplacons le développement de U dans notre équation de sz :

2 1 T, 2 2 2( 2 2 2]
Vg _—CZU [c V)" 4+ 2CV,\Vonp + Vias (c —Vya —va)

2 1 20 2 2 2( 2 2 z)]
; > [c Vo~ +2CV,\V,ng +Vyag |C —Vya" —Via
o2 (c +vava,3)
C4
2 2 2 2(.2 2 2
) 5, CVA™ +2CV 0V g +Voag (c —Vya = Va )

= Vg =C >
2
(C + VxAVxAB )

Remplacons maintenant I’expression de VB2 dans yg:
y 1
.
J1-v2/c?

1

(eq précé.)

(Factoriser)

(Distribuer)

(Factoriser c?)
2 2 2 2
(VA = VxA + VyA + VZA )

. 2
(Factoriser v,,5")

= yg= (Remplacer v,°)

2., 2 2 2.2 2 2
1—¢? CVL +2CV Vg +Vias (c —Vya =V )/c

2 2
(C + VAV, AB)

2
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= = ! (Simplifier c?)

2y, 2 2 2(.2 2 2
_CV, +2CV\Vong + Vins (c —Vya =V )
2
(CZ +VXAVXAB)

= Vg = ! (Dén. com.)

2 2 2., 2 2 2( .2 2 2
(c +vava8) —(c Vo~ +2C°V,Viag + Ving (c —Vya =V ))
2
(c2+vavaB)

2
C°+ V.V ,
= yg= XA _XAB (Inverser frac. et effec. racine)

2 2 2., 2 2 2( .2 2 2
\/(c +vavaB) —(c Vo~ +2CV,Vag T Vins (c —Vya =V ))

2
Co+V,,V - A
= Ve = XA_XAB (Distribuer le négatif)

2 2 2., 2 2 2 2 2 2
\/(c +vavaB) —CV," —2CV,\Vpng + Ving (—c V" +Va )

2
c’+V,V ) .
= Vg = XA_XAB (Dével. le carré)

4 2 2, 2\ .2, 2 2 2 2 2 2
\/(c +2CV,\Vyng +Vin Ving )—c V" —2C°V,Vag + Vins (—c +Vya" +Va )

2
C? +V,V o
— Yo = XA T XAB (Simplifier 2c®v Vv . )
B 4 2 2 2 2 2( 2 2 2) XA TXAB
Ch Vo Ving —CVR™ +Vpag (- C2+ V0" +V,4
C? +V,V 2
= Ve = - - XA XAB - - - (Factoriser v, ,5")
\/c“—csz +V g (—c2+va +Vya +Von )
2
C? +V,V
= V= ——— - (VA" =V +Vpa" +V,,7)
\/c“ —CV, Vg (—c2 +V, )
C®+V,,V 2
= Ve = 2 XA XAzB — (Distribuer v, ;")
\/c4—c2vA —CV g +VA Vg
C? +V ,V
— Ve = :A XAB - (Compléter le carré)
\/(C2 ~Vxap XCZ ~Va )
2
c® v,V . :
= Ve = XA XAB (Séparer racine)
2 2 2 2
\/(C ~Vyas )\/(C ~Va )
C®+V,,V
- Ve = XA xAB (Factoriser ¢ )
2 2
v v
c’|1- =48 | Jc?|1- A
c c

2
C?+V,,V .
= gy = xA'xAB (Factoriser terme c¢?)

2 2
\' Vv
CZ\/].— xAZB \/1_ A2
C C
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2
oy VY /€ (Simplifier ¢?)

2 2
\/1_"%\/1_"/«
c? c?
) 1
= ?/B:?/AVAB(1+VxAVxAB/C ) u (VA:—Zet Vap = T
1_V><A 1_VXAB
T c

Transformation de Lorentz de I’énergie

En relativité restreinte, la transformation de I’énergie E, d’une particule d’un référentiel A vers un
référentiel B tel que le référentiel A est en mouvement a vitesse v,,, par rapport au reférentiel B
nécessite également la quantité de mouvement p,, selon le référentiel A :

Eg = 7/AB(EA +Viag pr)

ou E. : Energie d’une particule selon un référentiel B (J).
E, : Energie d’une particule selon un référentiel A (J).
P, - Quantité de mouvement d’une particule selon un reférentiel A (kg-m/s).
V,.g - Vitesse relative du référentiel A par rapport au réferentiel B.

7as . Facteur de Lorentz pour transformer d’un référentiel A vers B (y,5 =1/4/1-V s /C%).

Preuve :

Soit une particule libre de masse m se déplagant a vitesse v, selon un référentiel A. On peut déterminer
son énergie par I’expression
1

L el
J1-v,2/c?

Dans un referentiel B observant cette méme particule libre en mouvement a vitesse v, selon son
référentiel, on peut déterminer son énergie par I’expression

E, =y mc’® ou

1
NEVT

Sachant que le référentiel A est en mouvement & une vitesse relative v,,; selon I’axe x par rapport au

référentiel B, évaluons I’énergie E; a partir de E, en utilisant la transformation du facteur de
Lorentz :

Eg =7smc” ol Vs =

Eg = 7Bm02 = Eg = (7/A7AB (1+VXAVXAB /Cz))mcz (Remplacer yg = ya7as (1+VXAVXAB/C2))
= Eg= ;/AB(yAmc2 +yAvamvaB) (Distribution)
= Eg =7/AB(EA +VxABpr) u (EA=7/AmC2 et Poa =7aMV,n)
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Transformation de Lorentz de la quantité de mouvement

En relativité restreinte, la transformation de la quantit¢ de mouvement p,, d’une particule d’un
référentiel A vers un référentiel B tel que le réeférentiel A est en mouvement a vitesse v, ,, par rapport
au référentiel B nécessite egalement I’énergie E, de la particule selon le référentiel A :

V..o E
_ xAB =A
Pwe =7as| Pxa T o2
ou s : Quantité de mouvement d’une particule selon un reférentiel B (kg - m/s).

P, : Quantité de mouvement d’une particule selon un reférentiel A (kg-m/s).

E, : Energie d’une particule selon un référentiel A (J).

Vg - Vitesse relative du reférentiel A par rapport au référentiel B.

7as - Facteur de Lorentz pour transformer d’un référentiel A vers B (y,5 =1/4/1-V, .5 /C°).
¢ : Vitesse de la lumiére, ¢ =3x10°m/s.

Preuve :
Soit une particule libre de masse m se déplacant a vitesse v, selon un référentiel A. On peut déterminer
son énergie et sa quantité de mouvement par les expressions

N 1
EA=7’AmC2 v P =7aMVia + Pya =7aMVy, €L P, =y,mv, oOu Ihn=T .
y1-v,.“/c

Dans un référentiel B observant cette méme particule libre en mouvement a vitesse v selon son
référentiel, on peut déterminer son énergie et sa quantité de mouvement par les expressions
1

Pie =7eMVyg » P =7sMVyg €L Py =7ygMVy ol yg= 7,
y1-vg“/c
Utilisons la transformation du facteur de Lorentz afin d’exprimer p,, a partir des mesures selon le
référentiel A :
pr = meVXB

= Pwe = (7A 7/AB(1+VxAVxAB /CZ) Vig (Remplacer yg =y, 7AB(1+V><AV><AB /CZ))

2 V. +V V. +V
= Pe =7a 7AB(1+ ViaVoag / C )m[[_l-}-\xlA v XA/BC—2 (Remplacer v, :_1+\X/A v xA;}CZ )
XA Y xAB XA ¥ XAB

Ey =ygmc’ |

= Pe=ValasMVos +Viug) (Simplifier terme 1+Vv,,V,,5/c?)
= P =Tas(7AMVia +7aMVes) (Distribuer 7,,)

= Pg = yAB(yAmva +VXABZ—’;mCZj (Multiplier par c?/c?)

= Pe= m(pm +VACL2EAJ . (Ea =7aMC’ €t Py = yaMV,,)
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