Chapitre 2.3b — La diffusion de Rutherford

La diffusion de Rutherford illustre la
trajectoire d’une particule chargée ¢
venant de l’infini se dirigeant vers une
charge ponctuelle Q immobile (comme un
noyau atomique) qui sera déviée d’un
angle o sous I’effet de la répulsion de la

force électrique coulombienne F, .

Dans le cas d’une diffusion sur un noyau
atomique, cette trajectoire est valide
uniquement lorsque la particule passe
suffisamment loin du noyau pour négliger
la force nucléaire.

a\ ZZe
tan| — |=————
2) 8mwe, Kb
ou a : Angle de déviation de la particule sur le noyau de charges ponctuelles immobile

Z, : Numéro atomique de la particule (nombre de proton), Z, € N

Z, : Numéro atomique du noyau (nombre de proton), Z, € N
e : Charge élémentaire, e = 1,602 107°C
g, : Constante électrique, £, =8,85x107?C°N"'m"~ (&, =1/4rxk)

K, : Energie cinétique de la particule (J)

b : Parametre d’impact (m)

Relation entre 1’angle de diffusion et le paramétre d’ impact (énergie K constante) :

Parametre d’impact :
b <b,<b;<b, angle 90°
(a=90°)

(a>0)
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Preuve :

La diffusion de Rutherford est une interaction élastique (comparable a une collision
€élastique). Dans ce cas, nous pouvons affirmer par la conservation de 1’énergie que 1’énergie
cinétique est conservée ct que le module de la quantité de mouvement est conservé :

= K, +U., =K +U, (E=K+U,)
= |k, =k, =Kk, (v, =k92 =92 o)
Ty *
= lmvf2 :lmvl.2 (K =lmv2)
2 2 2
= my, =mv, =mv, (Simplifier)
= ‘ﬁf‘:|ﬁi|:p0 Po = mYV, :‘ﬁ[,f‘

Afin d’évaluer le plus simplement
I’angle de déviation a de la particule,
comparons la quantité de mouvement p

initiale et finale. Définissons un axe x
perpendiculaire a Ap et un axe Yy

parallele a Ap tel que :
Ap=p - Di
et

axex L Ap, axey // Ap

Nous utiliserons 1’angle ¢ pour désigner I’orientation de 1’axe y avec par rapport a — p, .

Puisque ‘ p f‘ = |ﬁi| = p, (interaction €lastique), nous pouvons affirmer que :

Selon I’axe x Selon I’axe y

Ap, =0 Ap, :|Af’|:‘f’f_f3i‘

N

Il est important de rappeler que la force électrique qui est responsable a elle seule de la
variation de la quantité de mouvement est une force radiale de la forme suivante :
F-r99;

2
r
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En utilisant la définition de 1’impulsion J,
nous pouvons évaluer une expression reliant la
variation de quantité¢ de mouvement Ap, selon
I’axe y et la force électrique F, appliquée sur
la particule durant I’ensemble du mouvement :

Apy =J y
=  Ap,=[Fdt
= Ap, = IFe cos(8)dr
= A, =] k(i—gcos(e)dt
= Ap, =kqQ .[ rizcos(e)dt (Factoriser constante)
1 o
= Ap, = k(Zle)(Zze)Ir—zcos(G)dt (Quantification charge : g=Ze, Z€ N)
= Ap, = kZ,Z,e’ J‘rizcos(e)dt (Simplifier)

La difficulté a résoudre cette intégrale réside dans 1’expression des bornes de 1’intégrale et
dans le fait que

r=r(t) et 0=0().

Pour régler cette difficulté, nous allons introduire une relation mathématique entre r, 6 et ¢
grce a la définition du moment cinétique L _ de la particule.

Puisque la force électrique F, est une force centrale (F = f (r)#), le moment de force' T,
associé a la force électrique est nul puisque

T.=rF, sin(6) = r(k%}sin(m): O car r /I F,.
r

Ceci nous permet d’affirmer qu’il y a conservation du moment cinétique’, car

Z T, =0 = Z L, = constante .

Ceci nous permet de calculer le moment cinétique L, en différents points de la trajectoire tout
en assurant qu’elle sera toujours de méme valeur :

L., = L. = constante

' Le moment de force a été discuté dans le section NYA — Chapitre 4.2 du cours de mécanique.
? Le moment cinétique a été discuté dans la section NYA — Chapitre 4.9 du cours de mécanique.
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Evaluons le moment cinétique L, sous les
deux formes admissibles en deux lieux
différents de la trajectoire en prenant comme
point de référence la charge qui applique la

force électrique :

Particule : (début de la trajectoire)

L,=rp, Sin(ﬂo)

(B, entre ryetp,)

= L, :ro(mvo)sm(ﬂo) (py =mvy)

=

L,=mvy

(b=r,sin(5,))

L., = L, = constante

ou L ,=rp, sin(,BO)

_ 2
LZ =mr-o,

Corps : (sur la trajectoire a distance r # o de la charge Q)

L. =lo.

. 2
LZ =mr-o,

(I=mr?)

Puisque le moment cinétique est conservé dans le temps, la relation suivante est constante en
tout temps :

LzO = Lz

2
mvb=mr-@,

vob

o, =2~

4 r2
46, _vob
dt r
dr_r*
dé vb

de

(Vitesse angulaire : @, = —=)

dr

(Inversion et notation : €, =8)

Nous nous retrouvons alors avec I’intégrale suivante a résoudre :

Ap, = kZ,Z, e’ J-rizcos(e)dt

dr

Ap, = kZ,Z,e’ I%cos(@)ﬁde

r

2
Ap, =kZ,Z,e* | rizcos(a)( jde

vob

Ap

y

_ kZ,Z e’ I

Vb

cos(6)de
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(Equation précédente)

(Différentielle : dr(8)=

dr
Remplacer —
( p 10

ﬁda)
déo

(Simplifier #* et factoriser constante)
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Evaluons les bornes de I’intégrale :
Lorsque la particule est a I’infini et quelle
s’approche du noyau :

0—-6 =—¢
Lorsque la particule est a I’infini et quelle
s’éloigne du noyau :

060, =r-¢-«

En évaluant I’intégrale a 1’aide des bornes, nous obtenons le résultat suivant :

Ap, = kZL—Z;ezjcos(e)de

0

=, =D ey
0

= Ap, = % (sin(ef )— sin(6, ))
0

~ ap - %(sin(ﬂ — p—a)—sin(-9)
0

~ ap - "ZL—Z;“(Sm(m o) sin(- 9))
0

= ap, = "ZL (sin(p+ )+ sin(9)
0

(Equation précédente)

( jcos(x)dx =sin(x))

(Evaluer I’ intégrale)

(Remplacer 6, =—¢ et 0, =7 —-9—x)
(Identité trigo : sin(7z — @) =sin(8))

(Identité trigo : sin(— @)= —sin(8))

Evaluons maintenant une expression pour la variation de quantit¢ de mouvement Ap, selon

I’axe y. Puisque le module de la quantité de mouvement de la particule avant la diffusion et

apres la diffusion demeure le méme (|ﬁi| = ‘ﬁ f‘ = p,), hous pouvons construire un triangle

isocele de quantité de mouvement reliant nos parametres angulaires & et ¢ :

Schéma de 1’équation de la

Relation . _
variationde p:

Schéma de la relation du
triangle isocele :

Ap, sin(9) = pysin(@)

Ap,sin(9)  p,
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Evaluons une relation mathématique entre ¢ et ¢ :

p=mwr-0-« = ¢:7r—(ﬂ;2aj—a
T o
= P72

Réexprimons I’expression sin(¢) en fonction de & :

sin(g) = sin(z - ﬂj =  |sin(g)= cos(%J

2 2

(Utiliser a + 20 = x, remplacer J)

(Simplifier)

(Identité : sin(7z/2—86)=cos(8))

Exprimons Ap, en retirant la référence a ¢ qui fut introduit pour simplifier le calcul de

I’impulsion :

i) psnla) = ap, =, 2
N Ap. =mv sin(a)
* 7 Usin(g)

(Isoler Ap )

(Remplacer p, =mv,)

Combinons maintenant le tout afin d’évaluer 1’angle de déviation o de la particule en fonction

du parametre d’impact b et I’énergie cinétique K de la particule :

Ap, = Kz,ze” (sin(¢ + &) + sin(g))
Vo
= mv, Ssllrrll((Z)) = kZ‘szez (sin(¢ + ) + sin(g))
sin(@)  kZ,Z,e” . .
= sin(¢) = " vozb (sm(gi) + a')+ 51n(¢))
= DL Ginlo o) i)

sinla) kZ,Z,e’( . ((n « .
= sin(® = 2K, b sin 2 3 +a | +sin(g)

. 2
= 51.n(0( _ Kz Zye (sin(% + %) + sin(¢)j
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(Résultat précédent)

sin(r)

sin(9)”

(RemplacerAp, =myv,

(Remplacer Ap y )

. 1
(Introduire K = Em vo2 )

T «
Remplacer ¢ =———
(Remp Y 5 2)
(Simplifier)
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Appliquons une série d’identité trigonométrique afin d’obtenir la forme voulue :

i kZ Z,e* ,
Sl.Il(C() e L PN (A +sin(¢) (Equation précédente)
sin(p)  2K,b 2 2
i kZ Z,e*
= s%n(a) e e cos(gj+sin(¢) (Identité : sin(7z/2+6)=cos(9))
sin(¢) 2K,b 2
‘ kZ Z,e*
= sin(a) =228 T oo Z 4 cosl £ (Remplacer sin(¢)= cos a )
aj 2K,b 2 2 2
cos| —
2
kZ Z,e*
- sin(a)zl—zecosz[gj (Simplifier 2, isoler sin(a))
K,b 2
2
- sin(zg :Mcosz(ﬂj (Réécriture : o =2%)
2 Kb 2 2
kZ Z.,e*
= 2sin G cos @ =1—2€cos2 Cd (Identité : sin(26’)= 25in(6’)-cos(6’))
2 2 Kb 2
kZ Z,e*
= 2sin(g Tl cos(gj (Simplifier cos(a/2))
2 Kb 2
kZ Z,e*
= tan| & | = £1%2¢ (Identité : tan(@) = sin(@)/ cos(8))
2 2K b
2
= tan(gj = & [ ] (Remplacer k = )
2) 8meK b 4re,

Exercice A : La position d’un détecteur.

En construction ...
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