Chapitre 1.10 — Le champ électrique d’une
plaque par intégration

Le champ électrique généré par une plaque plane infinie
uniformément chargée

Le champ électrique E généré par une plaque plane infinie uniformément chargée
(PPIUC) en un point P de I’espace est proportionnel a la densité surfacique de charges o
sur la plaque et ne dépend par de la distance entre la plaque et le point P ou le champ
électrique est évalué :
E=2#
2¢, o>0

o)
b
Q

: Densité surfacique de charge (C/mz) (c=0/A) ;i P

: Constante électrique, £, = 8,85x107°C?/Nm’

™
o

7, : Vecteur unitaire orientation perpendiculaire a la plaque o

Preuve :

Considérons une plaque uniformément chargée de

: Champ électrique généré au point P (N/C) ;

densité de charge o dont le centre de celle-ci est situé a Z(m)I Vue en
perspective

une distance D d’un point P ol nous pouvons évaluer le P

champ électrique E . La distance D est perpendiculaire

a la plaque et cette distance est suffisamment petite pour D
considérer la  plaque comme étant infinie
(approximation de la plaque infinie).

Pour simplifier le calcul sans perdre toute généralité, B y(m
centrons la plaque a I'origine d’un systeme d’axe xyz,

alignons la plaque dans le plan xy et situons le point P An)

sur I’axe z.

Introduisons un nouveau systeme d’axe Rz en coordonnée cylindrique dont :
e R : Distance radiale par rapport a 1’origine du systeme d’axe xy ( Re [O . oo])
e @ : Angle dans le plan xy par rapport a I’axe x (fe [0 " 275])

e 7 : Hauteur verticale par rapport au plan xy (z € [— oo .. oo])
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Puisque nous allons utiliser le principe de superposition pour
évaluer le champ électrique total au point P, nous allons définir un
élément infinitésimal de charge dQ en coordonnée cylindrique’ :

O=0A = dQ =0dA
=  |dQ=0RdRd0)|

Elément infinitésimal de charge électrique
dQ sur une surface cylindrique.

De?ouporzls;4 notre plaqEJe en mogceauhlnflnlt?flma.l de JE Z(m) Vue en
surface et représentons le champ électrique p perspective
infinitésimal dE  généré par cette charge .
infinitésimale dQ a 1’aide de notre systeme d’axe : B r
D
Champ électrique infinitésimal : r \
==Y »
_ do . N
dE =125 - 2 y(m)
! Re [0...0<>]

et d0 =0 RdRdO ‘/(m) e [0..27]

7 = —cos(6)7 —sin(6) ] +cos()k

Vue de haut
(plan xy)

Par une relation de triangle rectangle, nous obtenons :
d
r=+vR*+D’ Q

a% y
On peut utiliser la définition de la fonction cosinus
X

pour obtenir : oel0..27]

cos(8) =2

r

Evaluons 2 1’aide d’une sommation continue de champs électriques infinitésimaux dE le
champ électrique total au point P :

E= j dE (Principe de superposition)
= E = I kd—gf (Définition champ infinitésimal)
r

= 27 O'RdeQf

= E = I J. k > (Remplacer dQ = o RdRd8)

R=0 6=0 r
o 21
— RdRdE . .
= E=ko I I — 7 (Factoriser constantes)
r
R=0 6=0

! Relation entre coordonnées cartésiennes et cylindriques : x = Rcos(6), y=Rsin(8), z=z
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Remplacons I’expression de 7 dans notre intégrale et séparons les composantes de notre
vecteur résultant en effectuant trois intégrales séparées :

o 27
ko I IM (Equation précédente)

R=0 6=0 T

= E=ko T T W(— cos(8)i —sin(0) ] + cos(ﬂ)E) (7 =—cos(8)i —sin(0) j +cos(B)k )

R=0 =0 T

E=—ko T TRCLZS(G)deeZ

R=0 6=0 T
2 *T Rsin(8) - o . D
= —kO'I I —— —dRd@j (Distribuer I’intégrale, cos(8)=—)
R=0 6=0 r r
2z RD
R=0 6=0

E=-ko T %dR J.cos déi

0

R=l
= J. -~ dR J.sm )dé j (r =A/R> + D? , factoriser R et D)

+kaDj dedeIE

3/2

*+D?)

Le champ électrique E sera le résultat de trois intégrales pour les trois orientations xyz.
Evaluons en premier lieu les résultats sur I’axe x et yet constatons que le champ
€lectrique dans ces deux orientations est toujours nul (E, =E =0):

Selon ’axe x :

53 R 2r j ] o
E = —kO'RJ: OWdR HJ: cos(0)do (Equation précédente)
R R 0=2rx .
= E . =-ko | ———dR dx = +C
. RJ:() R D? [sm( ) (Icos(x) sin(x) )
o R )
= E =- ———dR(sin(27)—sin(0 Evaluer I’intégrale
=k | e aR i) -sin() ( arale)
= E =-k T _R R (0) (sin(27) =sin(0)=0)
! S R*+D?
= E =0 (Simplifier)
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Selon ’axe y :

T R e fo
E, = —kaRJ: Ode HJ: sin(@)d @ (Equation précédente)
= E =-ko T LdR[— cos(9)]5=" (J.sin(x)dx =—cos(x)+C)
’ ' R*+ D’
= E =-k R_[ 0ﬁdR(— cos(27)——cos(0)) (Evaluer I’intégrale)
— E, :_ko-j ﬁd}{(o) (cos(27)=cos(0)=1,-1--1=0)
= E =0 (Simplifier)

Evaluons maintenant le champ électrique selon 1’axe z :

) R 2z , ) o
E = kO'DRJ:Ode I de (Equation précédente)
R 6=2rx

= _kaDj o] dr[ol= (far=x+C)
K R . e s

= E. =koD J. de (27) (Evaluer I’intégrale)
R=0

= E, =2rkoD I %dR (Factoriser 27 )

o (R? + D?)

Pour résoudre I’intégrale, posons le changement de variable suivant :

u=R?>+D? ainsi du =2RdR

Changeons également les bornes de I’intégrale pour passer de ¢ a u :

e R=0 — u=(0)+D? = u=D" (Borne inférieure)
* R=oo —  u=(o)+D? =  u=o (Borne supérieure)
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Ce qui nous donne :

E. =2zkoD | R R
R=

o(R? +D2)"

= E, =2rkoD T

)
o u3/2 2

= E, =rkoD Iu_3/2du

u=D?

u—l/z u=ee
= E, =rmkoD
‘ /2

u=D?

=  E =-27koDlu]
= E. = —27[kO'D((°0)_“2 - (Dz)_m)
= E, = —ZﬂkaD[O—ij
‘ D
= E. =2rko

= E =2rx ! o
4re,

= E. = 9 n
2¢,
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(Equation précédente)
(Remplacer d_2u =RdR

(Factoriser V2, réécriture)

n+l

X

(jx"dx: +C)

n+1

(Factoriser terme -2 )

(Evaluer I’intégrale)

(Simplifier)
(Simplifier)
(Remplacer k = iz, )
(Simplifier)
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Le champ électrique généré par une coquille sphérique

uniformément chargée

Le champ électrique E généré par une coquille sphérique
uniformément chargée de charge totale Q diminue en
fonction du carré de la distance r a I’extérieur de la coquille
et est nul a l'intérieur de la coquille. I est équivalent au
champ é€lectrique généré par une charge ponctuelle unique Q
située au centre de la sphere :

A Dextérieur A lintérieur
de la sphere : de la sphere :
(r>R) (r<R)
E=k % 7 E=0

r

Physique XXI - Tome B - p. 2- © ERPI

Le champ électrique total au point P correspond

a la superposition linéaire des champs générés
par toutes les charges.

\' 4

G r P E

Physique XX - Tome B - p. 92 - ©ERFI
Le champ électrique au point P est équivalent a
celui généré par une seule particule regroupant
I’ensemble de la charge au centre de la sphere.

ou E : Champ électrique généré au point P (N/C)
Q : Charge totale sur la sphere (C)
r : Distance entre le centre de la sphere et le point P (m)
7 : Vecteur unitaire orientation de Q (source) vers le point P (cible)
R : Rayon de la sphere (m)
k : Constante de la loi de Coulomb, k =9,00x10° N-m?*/C?
Preuve :
Considérons une coquille sphérique uniformément chargée de
charge totale Q dont le centre est situé a une distance D d’un I z(m)
point P ou nous pouvons évaluer le champ électrique E . Pour AP Vue en

simplifier le calcul sans perdre toute généralité, centrons la perspective
coquille a I’origine d’un systeme d’axe xyz et situons le point P

sur 1’axe z.

La sphere étant de rayon R, nous pouvons établir le lien suivant
entre la densité de charge surfacique o de la sphere et sa charge

totale Q :

Q=0cA = |Q=4zR’c

(Remplacer A =47 R?)
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Introduisons un nouveau systeme d’axe R6¢ en coordonnée sphérique dont

® R : Distance radial par rapport a I’origine du systeme d’axe xyz (Re [O . oo])
e @ : Angle dans le plan xy par rapport a I’axe x (fe [0 " 27[])

e ¢ : Angle par rapport a I’axe z (@€ [O . 71'])

Puisque nous allons utiliser le principe de superposition pour Rsin I: ';Eﬁjl 48
évaluer le champ électrique total au point P, nous allons définir un by
élément infinitésimal de charge dQ en coordonnée sphérique” : d'g-.,‘{f.:f.- ";Rﬂ’ &
Q=0A = d0=0dA "‘Jﬁ” 20
, d
= dQ = O-Rz Sin (¢) d9d¢ Elément infinitésimal de charge

électrique dQ sur une surface sphérique.

Découpons notre coquille en morceau infinitésimal de . Vue en
surface dA et Eeprésentons le champ électrique dE z perspective
infinitésimal ~dE  généré par cette charge p

A

infinitésimale dQ a1’aide de notre systeme d’axe : 4

pe [O...ﬂ']

Champ é€lectrique infinité€simal :

dEzkd—??
r

Puisque la géométrique qui relie le triangle formé des
cotés R, r et D n’est pas un triangle rectangle, nous
devons nécessairement utiliser la loi des cosinus pour
relier ces grandeurs :

A? = B> +C? —2BCcos(0)

Nous pouvons appliquer la loi des cosinus pour évaluer la distance r entre chaque
élément dQ et le point P en fonction de 1’angle ¢ :

A’ =B>+C?-2BCcos(0) = r? = D* + R* —=2DRcos(¢) (Remplacer)

—  |r=+/D?+R?-2DRcos(g) (Isoler r)

La principale difficulté réside dans I’expression du vecteur unitaire 7 qui doit étre
décomposé dans le systeme d’axe xyz. En se fiant au dessin en perspective (voir ci-haut),
on peut réalise que :

7 =—cos(8)i —sin(0)] + cos(B)k

? Relation entre coordonnées cartésiennes et sphériques : x = Rcos(8)sin(¢), y = Rsin(6)sin(¢), z = Rcos(¢)
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Pour mieux visualiser la décomposition dans le plan xy du vecteur 7, on peut réaliser que
tous les éléments dQ pouvant étre localisé pour un angle unique ¢ forme un anneau
ayant tous une distance r identique. L’anneau de charges vue de haut permet de mieux
comprendre le role de 6 dans la décomposition du vecteur 7. Le role de ’angle ¢ sera

d’itérer sur I’ensemble des anneaux de charges :

dE

Vue en
perspective

feo..27]

geo..7]

X

7 =—cos(@)i —sin(8)j +cos(B)k

Vue de haut
(plan xy)

y

geo..27]

Vue de haut, le point P est situé a I’origine du systeéme d’axe xy.

On peut a nouveau appliquer la loi des cosinus pour exprimer 1’angle £ en fonction de la

distance r :

A?>=B>+C?-2BCcos(0) =

Evaluons a I’aide d’une sommation continue de champs

électriques infinitésimaux dE le champ électrique total
au point P en se basant sur le schéma ci-contre :

R?> =D* +r* —2Drcos(B)

= cos(

)= r*+D?—R?

do .
2

E:jdE:jkr—r

e dQ=0R*sin(p)dode

L =\/D2 +R? —2DRcos(9)

e 7=—cos(8)i —sin(8)] +cos(B)k

* cos(B)
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_r’+D*-FR’

(Remplacer)

(Isoler cos(f3))

Vue en
perspective

fel0..27]

pelo..x7]
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Ainsi :

_ do .
Ezjkr—gr
F ko R I I sin )d6d¢(
=0 ¢=0 r
E=-koR’ J‘ Iwcos(ﬁ)
=0 ¢=0 r

6=0 ¢=0 r

+k0'R2J. I sm(¢r2ded¢cos(,5)l€
6=0 ¢=0

E=-koR? jcos dﬁj Mf

6=0 #=0 r’

—-koR? J.sm d6’j M]
6=0 $=0 r?

+koR? jdej cos(f )Sl n(g)dg ¢
6=0  ¢=0 r’

(Equation précédente)

cos(8)i —sin(8)] + cos(B )E ) (Remplacer dQ, ret 7)

(Distribuer I'intégrale)

(6 # 6(9), factoriser )

Le champ électrique E sera le résultat de trois intégrales pour les trois orientations xyz.
Evaluons en premier lieu les résultats sur I’axe x et yet constatons que le champ
€lectrique dans ces deux orientations est toujours nul (£, =E =0):

Selon I’axe x :

E. =—koR? J.cos dﬁj. M

6=0 $=0 r?
E. =-koR*[sin(8)]’ Zﬂj Sm2(¢)d¢
p=0 T

E, =—k o R*(sin(27)-sin(0)) T Sm—(wcw)

E =—k aRz(o)T Sm—(mcw)

2
p=0 T

E =0
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(Equation précédente)
(Icos(x)dx =sin(x)+C)
(Evaluer I’intégrale)
(sin(27)=sin(0)=0)

(Simplifier)
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Selon ’axe y :

2 V.4 .
E=-koR? I sin(@)d@ J‘ M (Evaluer précédente)
6=0 $=0 r
oz [ S d .
= E, =—kGR2[—COS(9) Zzé I W (Is1n(x)dx=—cos(x)+C)
¢=0
= E, =—k o R*(~cos(27)——cos(0)) I M (Evaluer I’intégrale)
o0 T
= K, :—kGRZ(O)I w (cos(2r)=cos(0)=1,-1--1=0)
¢=0
= E =0 (Simplifier)

Evaluons maintenant le champ électrique selon 1’axe z :

2z V4 .
E = koR? Idﬁ I COS(’B )s12n (¢) dg (Evaluer précédente)
6=0  ¢=0 r
= E =koR[6 | %fm(wdq) (Jar=x+0)
r
#=0
= E =ko R*(27) I Md¢ (Evaluer I’intégrale)
r
$=0
V4 2 2 2 . 2 2 2
£ —arkoR | |LHRIZRT) sin)y, (Remplacer cos(8)="—+2 =%
420 2Dr r 2Dr
2 7 :
= E. = ﬂkgR J‘ (r2 +D*-R’ )M d¢ (Factoriser constantes, simplifier)
r
$=0
rkoR* 1 (1 D*-R*). . 3
= E = J. — 3 sin(¢)d¢ (Distribuer 1/r")
D g0 \T r
ou rz\/D2+R2—2DRcos(¢)
Pour résoudre 1’intégrale, posons le changement de variable suivant :
r=Alu tel que u=D*+R*- 2DRcos(¢)
Ainsi :
du = 2DRsin(@)d ¢ et du_ =sin(g)dg
2DR
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Changeons également les bornes de I’intégrale pour passer de ¢ a u :

e $=0 —  u=D?+R?>-2DRcos(0)) = wu=D>+R*-2DR
= u=(D-R) (Carré parfait)
e g=n —  u=D?+R?*-2DRcos(r) =  u=D?+R>+2DR
= u=(D+R) (Carré parfait)
Ce qui nous donne :
koR> 1 (1 D*’-R*). Lo
E = zROX J. (—+—3 sin(¢)d ¢ (Equation précédente)
Dl \r r
rkoR> P (1 D*-R*) du du
= E =—F7T— + r=+Ju , —— =sin
‘ D e\ uw’ J2DR ( 2DR 0))
(D+R)?
ko R .
= E = il 62 I( 24 (D2 -R )u 3/2) (Réécriture)
2D u=(D-R)?
(D+RY (D+R
7koR o .
= E = 5 J. P du+ J.(D2 R )u 3”du} (Distribuer I'intégrale)
2D u=(D-R)’ u=(D-RY’
zkoR(Tu? u=(D+R)’ L, u=(D+R)*
2 2 n
- EﬁzzDz’;u} +u)_R{ UJ ' (Jrrax=
u=(D—R)? - u=(D—R)?
R + U
= E.= ﬂzkl; (Z[MU : Eg 2 -R’ )[ 2 H_E?i ) (Sortir terme ¥2)
ko R([ |/, l=(D+R) ) S\ —1/0 Je=(D+RY )
= E = e [u =(D-R)? —(D -R )[u ]MZ(D_R)z (Factoriser 2)

Puisque la borne est u = (D * R)2 et qu’il faut évaluer r = Vu = V(D= R)2 , nous devons

nous assurer que le

résultat de la

racine est positif,

car la définition méme de

=Ju >0 étant la distance entre 1’élément dg et le point P est une distance positive.

Ainsi, nous aurons les résultats des bornes suivantes selon les deux cas suivants :

A I’extérieur de la sphere (D > R)

A P'intérieur de la sphere (D < R)

Borne supérieure

(Vu=+(D+R))

Borne inférieure

(Vu =y(D-R)")

Borne supérieure

(Vu =y(D+R)")

Borne inférieure

(Vu =+/(D-R))

Ju=D+R

Ju=D-R

Ju=R+D

Ju=R-D
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Cas#1 : D> R (A ’extérieur de la sphere)

R u=(D+R)’ u=(D+R)>
E = nl; o ([um O (D2~ g2 gg;) (Eq. précédente)
ﬂ.k O-R 2 2 1 1 2 .
= E. = D+R)-\D—-R))—-\D"—R - Evaluer I’intégrale
(e r)-0-0)-0 -0 g )¢ erl)
R _R)—
= E = ”kf 2R—(D2 —RZ)(D R) (D+R) (Dénomi. commun)
D (D+R)D-R)
7tkoR (-2R) o
= E = 2R - DZ—RZ\ j Simplifier
 p? ( "D?> ~DR+DR-R’ (Simplifier)
2 R2 2 p2
= E = 7rk02' 1+ D > Rz (Factorier 2R, simplifier)
D D —R
2
- E :WD—fR(lﬂ) (Simplifier)
4 R’
= E :”D—f (Simplifier)
kQ : P 2
= E, = D (st D> R, al’extérieur) m () (Rempl. Q=47R"0)

Cas #2: D < R (A l'intérieur de la sphere)

nkoR u=(D+R)? 172 Je=(D+RY? .
E = o ([ul/z o — (Dz _Rz)[u 172 u—(D—R)zj (Eq. précédente)
ﬂ.k O-R 2 2 1 1 2 .
= E = R+D)-(R-D))-\D" —R - Evaluer I’intégrale
=P (s n)--0)-0 - ) erl)
R -D)-—
= E = ”kf 2D—(D2 —RZ)(R D) (R+D) (Dénomi. commun)
D (R+D)R-D)
TkoR -2D
= E = 2D (D> - R?) j Simplifier
T Dp? ( "R* —=RD + RD - D* (Simplifier)
2 R 2 _ p2
= E = rko 1+ Dz R > (Factoriser 2D, simpl.)
D R -D
= =2RORG (Simplifier)
= E =0 (st D <R, al’intérieur) Q) (Simplifier)
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