Chapitre 3.11b — Les collisions élastiques

Les trois équations de la collision élastique en deux dimensions

Lors d’une collision élastique en deux dimensions entre deux objets A et B, nous pouvons appliquer la
conservation de la quantité de mouvement selon I’axe x et y et appliquer la conservation de I’énergie
cinétique ce qui se résume aux équations suivantes :

Conservation de la quantité de mouvement selon I’axe x :

prf :pri

= Pat + Pxat = Pxai T Pysi

= MaViat T MgVigs =MuVyn; + MgVyg;

Conservation de la quantité de mouvement selon I’axe y :

Zpyf :Zpyi

pyAf + pny = pyAi + pyBi

U

= MaVyas T MgVige =MV + MgV

yBi

Conservation de I’énergie cinétique :

K¢ =K,
= KAf+KBf:KA|+KB|

1 2 2 2 2
= EmAVAf + - MgVg; MaVai + - MgVg;

2 2 2 2
= MpVas +MgVge =MyVy +MgVg;
2 2 2 2 2 2 2 2

= mA(Vfo +Voat )+ MgWVigr T Vgt ):mA(VxAi + Vi )+ mB(VxBi +Vigi )

Puisque ce type de probléme dispose de trois équations, il peut étre résolu si les inconnus se limitent a
trois. Une information sur une orientation € d’une vitesse contribue a donner une équation
supplémentaire.

Voici la liste des paramétres a déterminer lors d’une collision :

Objet Masse Vitesse initiale Vitesse finale
A my Viai €0 Vi Viar €1 Viaq
B mB V><Bi et VyBi VxBf et Vny
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 1

Note de cours rédigée par Simon Vézina



Situation 5 : Une collision élastique en deux  Avant Aprés
dimensions. Sur une surface horizontale sans 8 kg

frottement, deux rondelles de métal subissent 4kg (B) \9
une collision élastique. Avant la collision, la mes """ @'%{ “’QP‘ ]aé_q"
rondelle A (4 kg) se déplace a 2 m/s vers I’est,

et la rondelle B (8 kg) est immobile. Vue de haut Vue de haut 4 I\U\

Aprés la collision, la rondelle A se déplace a 36,9° au sud de I’est. On désire determiner les modules
des vitesses des rondelles aprés la collision ainsi que I’orientation de la vitesse de B.

%kgl

Voici les informations disponibles apres la lecture de I’énoncé :

Rondelle Masse Vitesse initiale Vitesse finale
Vo, =2 mis Voar =V, C0s(36,9°)
A m, =4 kg -
Vya; =0 Vyay =—Va, Sin(36,9°)
V><Bi = 0 VxBf
B mg; =8 kg
° VyBi =0 Vny

Appliquons la loi de la conservation de la quantité de mouvement selon I’axe x :

D Pyr =Py = MV +MgVig =MV ., + MgV, (Selon dév. précédent)
= (4)v,, cos(36,9°))+(8)v,s; =(4)2)+(8)0) (Remplacer val. num)
= Vg =1-0,4v,, (1) (Isoler v,z )

Appliquons la loi de la conservation de la quantité de mouvement selon I’axe y :

D Py =Py, = MpVa FMgVygy = MaVoa + MgV, (Selon dév. précédent)
= (4)-va,sin(369°)+ B),5, = (4)0)+(8)0) (Remplacer val. num)
= Vigr =03, (2)

Appliquons la conservation de I’énergie cinétique :

K, =K,

=3 mA(vaf2 +vyAf2)+ mB(vXBf2 +vny2): mA(vai2 +vyAi2)+ mB(vXB,2 Vysi )(Eq précédente)

= m, (vafz +vyAf2)+ mB(vXBf2 +vny2): MAV,a; (Remplacer zéro)

= mAvAf2+mB(vXBf2+vny2) MV (Var” =Viar +Vyar’)
= (4N, + (8)(vXBf Vig s ) (4)2) (Remplacer termes)

e T V) BT 3) (Simplifier)
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Développons les deux composantes de vitesse finale de la rondelle B a partir de I’équation (1) et (2) :

De(1): Vg, =1-04v,, = (v S =0-04v,,f —

De(2): Vg, =03V, = (v, =(03v,, ) -

y

?=1-08v,, +016v,,’

2 =0,00v,,°

Remplagons ces deux derniéres équations dans I’équation (3) afin d’évaluerv,, :

4vAf2+8(vXBf2+vny2):16
= v +2L-08v,, +016v,,7)+(0,00v,,?))=4
= v, 2+20-08v,, +025v,,7)=4
4

= N 212- 16vAf+05vAf =

=  |15v,,°-16v,, —2=0

Evaluons la solution au polynéme du 2"°™ degré :

~byb’-dac _ _ —(-1,6)++/(-16)* —4(1,5)-2)

Yar = 2a AT 2(L5)

1,6+ /14,56
3
= V., ={-0,7386 , 1805}

= Vas =

= |Vo; =1805 m/s

Evaluons les vitesses finales de nos deux rondelles aprés la collision :

(Diviser par 4 et remplacer)
(Simplifier)
(Distribuer facteur 2)

(Mettre forme ax’bx+c=0)

(Remplacer a, b et ¢)

(Simplification)
(Deux solutions)

(Module toujours positif)

Rondelle Selon I’axe x Selon I’axe y Module
Vear =Va; €0S(36,9°) | v,u; =V, sin(36,9°)
A = (1,805)c0s(36,9°) = (1,805)sin(36,9°) V,; =1805 m/s
=1,443 m/s =-1,084 m/s
¢ =1-0,4v,, Vigr =03V, Vigr = Vet "'Vny2
B =1-0,4(1,805) = 0,3(1,805) _ J(0,278Y + (- 0,5415)’
=0,278 m/s =0,5415 m/s —0,6087 m/s

Nous pouvons maintenant évaluer I’orientation de la rondelle B aprés la collision :

tan(6) = Yot =  tan(9)= (05415)

0 = 62,82° au nord de I’esq

Ve (0.278)
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La vitesse de rapprochement avant la collision et d’éloignement apreés la
collision de deux objets ponctuels

Avant une collision et aprés une collision, on peut évaluer la vitesse de rapprochement et d’éloignement de
deux objets ponctuels a I’aide d’un concept de vitesse relative :

Avant la collision Apreés la collision
Vago = Vao — Vio Vag =Va = V3
Selon le
référentiel
au sol S @__’ _
A VAO VBO
B
A .
v
Selon le A0 -
référentiel B ~ Vo
o B
VABO
VBBO =0

ou V,, : Vitesse de la sphére A avant la collision (m/s).

go - Vitesse de la sphere B avant la collision (m/s).

<

Vg - Vitesse relative de A par rapport a B avant la collision (m/s).
v, : Vitesse de la sphére A aprés la collision (m/s).
V; : Vitesse de la sphere B apres la collision (m/s).
V,s | Vitesse relative de A par rapport a B apres la collision (m/s).

Preuve :

Effectuons un calcul de vitesse relative a partir de deux objet A et B se déplacant par rapport a un
référentiel S :

Vag =Vas +Vgs = Vag = Vas —Vgs (Vag =—Vga)
= Vg =Vy -V m (Retirer référence a S)
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La comparaison des vitesses relatives lors d’une collision élastique entre
deux objets ponctuels

Lors d’une collision élastique entre deux objets ponctuels A et B, si on impose la conservation de la
quantité de mouvement (Zp:constante) et la conservation de I’énergie sous forme cinétique

(K =constante ), on obtient alors une contrainte sur la vitesse relatives v,;, avant la collision et la
vitesse relative v, aprés la collision des deux objets sous la forme suivante :
Vas = ~Vago
(Pour une collision élastique entre deux objets ponctuels)
ou V,s : Vitesse relative de A par rapport a B apres la collision (m/s).
Vg - Vitesse relative de A par rapport a B avant la collision (m/s).

Preuve :
Appliquons la conservation de la quantité de mouvement & la collision entre deux objets ponctuels A et
B, imposons la contrainte des vitesses relatives v,z =—V,5, entre nos deux objets et vérifions qu’il y

aura conservation de I’énergie cinétique. Pour la conservation de la quantité de mouvement, nous avons
I’expression suivante :

pA + pB pAO + pBO = mAvA + vaB = mAvAO + rT‘BVBO ( ﬁ = m\7)
= MV, =MV, = MgV —MgVy (Regrouper terme)
= m(Vy -V )=mg(Vg —Vs) (1) (Factoriser m, et m,)

Pour la contrainte sur les vitesses relatives, nous avons |I’expression suivante :

Vag = ~Vago = Va—Vg = _(vAO _\780) (VAB =Va — V3 )
= Vp +V, =Vg +Vg, (2) (Regrouper terme)
A partir (1), effectuons un produit scalaire avec la relation (2) afin d’obtenir un terme en v> =v-v ce

qui formera un terme d’énergie cinétique pour ainsi démontrer qu’il y a conservation de I’énergie
cinétique sous la contrainte des vitesses relatives :

My (VA _VAO): mB(vBO _VB) (De (1))
= m(Vy =V, ) (Vs 4V, )=mMg (Vg — Vg ) (Vi + Vg, ) (Produit scalaire avec (2))
= m, (vA ¥, Va =V, — vAoz): mB(vB0 Vg + Vg, —Vg —Vg 'VBO)(Distribution)
= mA(vA )— B(VBOZ—VBZ) (A-B=B-A etsimpli.)
= MV =MV, = MgV, —MgVy” (Distribuer m, et my)
= MV MgVt =m,v,t Mgy, (Réorganiser termes)
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Nous pouvons obtenir une expression illustrant la conservation de I’énergie cinétique :

MaV, " +MgVg® = MuVay” + MgV, (Equation précédente)
= lmAvA2 +£vaB2 :EmAvAO2 +1vaBo2 (Multiplier par %)

2 2 2 2
= Ky+Kg =K, +Kg, n (K:%mvz)

La collision de deux objets non ponctuels

Dans le cadre de la théorie de la dynamique de la particule, il est
impossible de déterminer les résultats d’une collision en deux
dimension si I’on connait uniquement les quatre conditions
initiales vyai, Vyai, Vxai €t Vygi, car les trois équations disponibles
(si la collision est elastique) ne permettent pas de solutionner les
quatre inconnus de la situation finale (vxaf, Vyar, Vxer €t Vxar).

Par contre, si les deux objets peuvent étre considérés comme Lacollision Clastiaue en deux
imensions entre deux objets non

étant non ponctuel, un site de collision peut étre identifié sur les  ponctuels comme le billard est un
. . . . Iori . d probléme pouvant étre résolu avec
deux objets et introduit une contrainte sur I’orientation des jniguement les conditions initiales

forces normales appliquées entre les deux obijets. du systéme (en négligeant le spin).

Ainsi, la variation de la quantité de mouvement Ap que subit les deux objets est de méme
valeur, mais de sens opposé (3iéme loi de Newton) et elle s’effectue uniquement dans un plan
perpendiculaire a la surface de contact dans la direction de la force normale de contact.
Dans ce modele de collision, on néglige le frottement de contact (force parallele a la
surface de contact).

Voici une représentation vectorielle des échanges de la quantité de mouvement Ap :

Avant la collision Lieu de la collision Apreés la collision

Ligne
perpendiculaire
a la surface

de contact

Lieu AF)
2

collision

Ap, +Ap, =0

% Il'y aconservation de la quantite de mouvement, car Ap, + Ap, =0.
% La quantité de mouvement finale de chaque objet est obtenu par p, = p, + Ap.
% Lavaleur de Ap dépend de la nature de la collision (élastique ou inélastique).
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La collision élastique en 3D entre deux objets sphériques (complément
informatique)

Lors d’une collision élastique entre deux objets 7

sphériques A et B, I’échange de quantité de
\M
Q)
}

<
>

mouvement p , tout en respectant la conservation de

I’énergie cinétique K, s’effectue selon un axe n reliant v
les deux centres des spheres. On peut déterminer la O
vitesse finale v, de I’objet A et la vitesse finale v, de

I’objet B a I’aide des équations suivantes :

<

VA =Vag T \750 et \78 = VBB + VBO

Avant la collision Apreés la collision
tel que
r,—T,
_ _ A ~_~ _'B A
Vas :VABO+(VnAB_VnABO)n N=Nyg = ‘f _F ‘
B~ 'A
. _ _ o A 2
Vago = Vao ~Veo Veg =— (VnAB _VnABO)n
Mg
1-my m
_g A _ /A N _ g
Viago = Vago ' N Viag = Voago OU Mg =—
1+mg, m,

ou v, : Vitesse de la sphére A apres la collision (m/s).
V; : Vitesse de la sphere B apres la collision (m/s).
Vg : Vitesse relative de A par rapport a la vitesse initiale de B apres la collision (m/s).
Vg  Vitesse relative de B par rapport a la vitesse initiale de B aprés la collision (m/s).
Vg - Vitesse relative de A par rapport a B avant la collision (m/s).
Vg - Vitesse relative de A par rapport a la vitesse initiale de B selon I’axe n apres
la collision (m/s).
Voo - Vitesse relative de A par rapport a B selon I’axe n avant la collision (m/s).
A : Orientation de I’axe passant par le centre de A vers le centre de B.
Mg, : Rapport entre la masse de B et la masse de A.

m, : Masse de la sphére B (kg).
m; : Masse de la sphere B (kg).

Remarque :
Cette solution est obtenue en respectant la conservation de la quantité de mouvement p et la

conservation de I’énergie cinétique K a partir du réferentiel de la sphere B avant la collision. Ainsi,
les vitesses relatives sont évaluées par rapport au référentiel de la sphere B avant la collision ce qui
donne Vgg, =0 mais Vg, #0.
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Preuve :
Considérons un objet A de masse m, et un objet B de

masse mg; de forme sphérique se déplacant dans le A
reférentiel S avec les vitesses (%) v ' v

ASi

<

BSi

VASi et VBSi' B

Nous allons évaluer la vitesse de nos deux objets apres une Avant la collision
collision élastique. Puisqu’il y aura transfert de quantité de
mouvement entre I’objet A et B dans la direction de la
normale a la surface de nos deux sphéres, nous allons définir
un axe x entre nos deux objets en reliant la position r, de

I’objet A a la position T, de I’objet B tel que

Pour faciliter les calculs et ainsi simplifier I’expression de nos lois physiques, nous allons réaliser notre
collision dans le référentiel de la vitesse initiale de B. Nous obtenons ainsi la vitesse de nos deux objets
A et B dans le référentiel B a I’aide des équations suivantes :

|

)

-
o]
>ﬂl );11

‘ . A la collision

-
@

® Vpgi =Vasi tVsg = Vagi = Vasi ~ Vesi
® Vggi =Vgsi tVsgy = Vegi = Vgs; +(_\7Essi) (Vitesse relative : Vg, = —Vgg; )
= Vgg; =0

Selon I’axe X, la composante en x de la vitesse de I’objet A dans le référentiel B avant la collision
s’obtient aprés le calcul du produit scalaire®

~

Viagi = Vagi - X -

Puisque la collision entre I’objet A et B est élastique, la collision doit respecter la conservation de la
quantité de mouvement > p, => P, et la conservation de I’énergie cinétique > K, => K;. Ces

deux contraintes ayant été réalisées dans le chapitre 3.11a nous permet d’obtenir la composante de la
vitesse de I’objet A selon I’axe x dans le référentiel B a I’aide de I’équation

1-m m
B/A N B
Vit = V aBi ou Mgp =—
1+mg, m,

! Le produit scalaire : A.B = ‘AHE‘COS(Q): AB,+AB, +AB,
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Puisque la variation de la quantit¢ de mouvement Ap,, de I’objet A durant la collision étant
uniquement selon I’axe x, nous pouvons I’évaluer a I’aide du calcul suivant :

APpg = Ppgt — Pasi = APpg = (prBf — Pyasi ))A( (Uniquement selon I’axe x)
= APpg = (mAVxABf —MaV,agi ))A( (p,=mv,)
= APpg =My (VxABf _VxABi))z (Factoriser m,)

Cette variation de la quantité de mouvement Ap ., nous permet de déterminer la quantité de mouvement
finale p,g, de I’objet A dans le reférentiel B étant

pABf = pABi +ApAB

ce qui nous permet d’évaluer la vitesse finale V5, de I’objet A dans le référentiel B a I’aide de

I’expression suivante :
pABf = pABi +ADAB = mAVABf = mAVABi + mA(VxABf —Vyasi )X (ADAB =My (VxABf —Vinsi )X)

— ~

= Vast = Vagi +(VXABf _VXABi)X (Simplifier m,)

Puisque qu’il y a conservation de la quantité de mouvement (Z P = Z P, ), nous pouvons affirmer
qu’il y a transfert de quantité de mouvement entre A et B tel que

ApBB = —AF)AB .

Nous pouvons ainsi déterminer la vitesse finale de B dans le référentiel B aprés la collision par le
transfert de quantité de mouvement Apg; applique a I’objet B :

pBBf = pBBi +AF)BB = pBBf =ApBB (pBBi =0, car vBBi :O)
= vaBBf = ADBB ( p= m\7)
_ Ap _
= Vag ¢ — 2Pss. (Isoler Vg, )
Mg
i _ApAB A B
= Vegt = (ApBB = _ApAB)
Mg
_ my ~ . ~
= Vegt =— m (VxABf _VxABi)X (ApAB = mA(VxABf _VxABi)X)
B
Finalement, nous pouvons transformer nos vitesses finales Vasi

dans le référentiel S et obtenir les vitesses de nos deux

objets tel que
Vast =Vagt + Vs X '

et
O

Vest =Vggs +Vpsi - W Vast

Aprés la collision
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